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1. Einleitung

1. Einleitung

Sowohl private als auch staatliche Unternehmen stehen immer wieder vor der Entscheidung, an
welchen Standorten sie neue Versorgungseinrichtungen, sogenannte Facilities, ertffnen sollen.
Als Beispiel sei hier die Platzierung von Fabriken, Krankenh&usern oder Energielieferanten
zur optimalen Versorgung von Stddten erwidhnt. Wird die Entscheidung der Unternehmen
nur unter Beriicksichtigung der Eroffnungskosten bzw. Betriebskosten der Facilities und der
Verbindungskosten der Facilities mit den Kunden getroffen, so versucht das Unternehmen eine
Instanz des sogenannten Facility Location Problems zu 16sen.

Mit diesem Problem beschiftigt sich die Forschung schon seit den frithen 60er-Jahren (siche [6]).
Bisher konnte jedoch noch kein Algorithmus gefunden werden, der dieses Problem in polyno-
mieller Zeit 16st. Jain und Vazirani haben einen Algorithmus entwickelt, der fiir das metrische
unkapazitierte Facility Location Problem eine approximative Losung berechnet (siche [3]).
Dieser Algorithmus wird in der vorliegenden Arbeit vorgestellt und analysiert. Er basiert auf
dem Primal-Dual-Verfahren.
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2. Primal-Dual-Verfahren

Das Primal-Dual-Verfahren wird aufbauend auf die Darstellung von Vazirani (siehe [7]) er-
lautert. Zum besseren Verstindnis werden vorab die Definition des dualen Problems und der
Satz vom schwachen komplementéren Schlupf wiederholt.

2.1. Grundlagen der linearen Optimierung

Definition 2.1. Das zu
min c'xz st. Ar>b x>0 (P)
duale Problem kann geschrieben werden in der Form

maz bly st. ATy<e y>0 (D).

Satz 2.2. (Satz vom schwachen komplementdren Schlupf)
Betrachte das Paar zueinander gehérender dualer Probleme (P) und (D) aus Definition 2.1.
Die Vektoren & und g seien zuldssig fir (P) bzw. (D). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a.) T ist optimal fiir (P) und g ist optimal fiir (D).

b.) Fiir alle Komponenten der Duallésung y; gilt:

gi = 0 oder (AZ); = b;.

Fiir alle Komponenten der Primallosung x; gilt:
_ T~
;=0 oder (A" 9); = cj.

Beweis: Siche [5]. O

2.2. Primal-Dual-Verfahren

Die Idee des Primal-Dual-Verfahrens besteht darin, ausgehend von einer dual zuldssigen Lo-
sung eine primal zuléssige Losung zu konstruieren, ohne dabei die Bedingungen des Satzes
vom schwachen komplementéren Schlupf (Satz 2.2) zu verletzen. Fiir lineare Programme, die
bekanntlich in polynomieller Zeit 16sbar sind, kénnen diese Bedingungen tatséchlich erfiillt
werden. Fiir ganzzahlige Programme ist dies jedoch nicht zu erwarten.
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Definition 2.3. Sei P ein Optimierungsproblem und A ein Algorithmus zur Ldésung von P.
Des Weiteren bezeichne OPT(I) den Optimalwert einer Instanz I € P und A(I) den Wert
der Losung des Algorithmus A.

Dann heifit der Algorithmus A e-Approximations-Algorithmus, sofern A polynomielle
Laufzeit hat und sofern ein € > 1 existiert, so dass gilt:

é OPT(I) < A(I) < ¢ OPT(I) fiir alle T € P.

Ein e-Approximations-Algorithmus hat Approximationsgtiite ¢.

Allerdings eignet sich das Primal-Dual-Verfahren zur Entwicklung von Approximationsal-
gorithmen. Hierzu relaxiert man mindestens eine der beiden Bedingungen des Satzes vom
komplementéren Schlupf (Satz 2.2.). Dies wiirde bei dem Problem aus Definition 2.1. folgen-
dermaflen aussehen:

Relaxierte primale Schlupfbedingungen
Fiir alle Komponenten der Primallésung z; gilt:

Z; = 0 oder % < (AT]); < ¢ (RPS)

Relaxierte duale Schlupfbedingungen
Fiir alle Komponenten der Duallésung g; gilt:

Hierbei: a, 5 > 1 und «, 5 € R.

Wird im Folgenden vom Relaxierungsfaktor der primalen bzw. dualen Schlupfbedingungen
gesprochen, so ist hiermit der Faktor a bzw. 8 gemeint, mit dem die primalen bzw. dualen
Schlupfbedingungen relaxiert wurden.

Die Entwicklung eines Approximationsalgorithmus mit Hilfe des Primal-Dual-Verfahrens kann
insbesondere fiir NP-schwere Probleme interessant sein, da diese bekanntlich nicht in polyno-
mieller Zeit 16sbar sind, sofern nicht NP C P gilt.

Ein mit Hilfe des Primal-Dual-Verfahrens entwickelter Approximationsalgorithmus zur Lo-
sung eines NP-schweren ganzzahligen linearen Optimierungsproblems wiirde nun wie folgt
aussehen:
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Zu Anfang wird die LP-Relaxation zu diesem Problem und das dazu gehorige duale Problem
bestimmt. Anschlieffend startet der Algorithmus mit einer fiir das Problem unzuldssigen ganz-
zahligen primalen und einer zuldssigen dualen Losung, meist mit * = 0 und y = 0. Danach
wird schrittweise die primale Losung so verdndert, dass sie jederzeit ganzzahlig ist und am
Ende eine primal zuléssige ganzzahlige Losung entsteht. Hierbei kann eine Verdnderung der
primalen Losung auch immer zu einer Verdnderung der dualen Lésung fithren, da stets die
relaxierten Schlupfbedingungen erfiillt sein miissen und da die duale Losung immer zuléssig
sein muss. Wurde eine primal zuléssige ganzzahlige Losung gefunden, so terminiert der Algo-
rithmus.

Wie nah die Losung eines solchen Approximationsalgorithmus an der Optimallésung des Pro-
blems ist, hingt, wie wie wir nun sehen werden, von den Relaxierungsfaktoren der primalen
und dualen Schlupfbedingungen ab.

Satz 2.4. Sei P ein diskretes Optimierungsproblem und A ein polynomieller Algorithmus
zur approximativen Losung von P. Berechnet A eine primal zuldssige Losung und eine fiir
das duale Problem der linearen Relaxation des Optimierungsproblems zuldssige Losung und
bezeichnet A(Primall) den Wert der primalen Lisung des Algorithmus A fir die Instanz
I € P und A(Duall) den Wert der dualen Losung des Algorithmus A fir die Instanz I, dann
gilt:

a.) Ist P ein Minimierungsproblem und existiert ein € > 1, so dass gilt:

A(Primall) < e A(Duall) fir alle I € P, (%)
so ist A ein e-Approximations-Algorithmus fir dieses Problem.

b.) Ist P ein Mazimierungsproblem und existiert ein € > 1, so dass gilt:

1
- A(Duall) < A(Primall) fir alle I € P, ()

so ist A ein e-Approximations-Algorithmus fiir dieses Problem.

Beweis: Da A ein polynomieller Algorithmus zur Losung von P ist, geniigt es nach Defini-
tion 2.3. in beiden Fillen zu zeigen, dass ein € > 1 existiert, so dass gilt:

é OPT(I) < A(I) < = OPT(I) fir alle T € P,

a.) Bei P handelt es sich um ein Minimierungsproblem.

Da A eine primal zuldssige Losung fiir I und eine fiir die lineare Relaxation von I dual
zuldssige Losung berechnet, gilt auf Grund der schwachen Dualitét:

A(Duall) < OPT(I) < A(Primall) = A(I)
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Daraus folgt:

1 1 wegen (x) |
B OPT(I) < z A(Primall) < o A(Duall) = A(Duall) < A(I)

Auflerdem gilt:

wegen (*)

A(l) = A(Primall) < ¢ A(Duall) <e OPT(I)
Also gilt:

é OPT(I) < A(I) < e OPT(I)

b.) Analog.

Theorem 2.5. Sei A ein Algorithmus, welcher in polynomieller Zeit fir das Problem
min 'z st. Ar>b x>0, z€Z (2.5P)

eine zuldssige Losung A(Primall) berechnet. Des Weiteren berechne A fiir das duale Problem
der linearen Relazation dieses Problems, also fiir

maz bly st. ATy<e, y>0 (2.5D)

eine zuldssige Losung A(Duall). Geniigen nun die Lisungen A(Primall) und A(Duall) den
relaxierten Schlupfbedingungen des zugehdrigen linearen Problems, so gilt:

A ist ein af- Approximations-Algorithmus fiir dieses Problem.

Beweis: Da A(Primall) eine zuléssige Losung ist, gilt: OPT'(I) < A(Primall) = A(I).
Im Folgenden bezeichne & die Losung von (2.5P) von Algorithmus A und g die Lésung von
(2.5D) von Algorithmus A.

Da Z eine zuldssige Losung von (2.5P) ist, ist Z insbesondere zuléssig fiir:

min ¢z st Az > b, > 0.

WEeil die beiden berechneten Lésungen den relaxierten Schlupfbedingungen geniigen, gilt:

(RDS)
<

(RPS)
A(Primall) =tz < o (AT))TE = ag’ Az aBy'b = apb’j = afA(Duall).

Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.4. O
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3. Das unkapazitierte Facility Location Problem

Beim Facility Location Problem geht es darum, die Versorgung einer bestimmten Menge von
Stiadten moglichst kostengiinstig zu gestalten. Die Versorgung der Stddte funktioniert hier-
bei iiber sogenannte Facilities, die an verschiedenen Standorten errichtet werden konnen. Die
Gesamtkosten des Problems ergeben sich aus den Eréffnungkosten fiir eine bzw. mehrere Fa-
cilities und aus den Verbindungskosten, die fiir die Verbindung einer bestimmten Stadt mit
einer bestimmten Facility anfallen. Die Eroffnungkosten hdngen ebenso wie die Verbindungs-
kosten vom jeweiligen Standort ab. Beim Facility Location Problem kann jede Stadt mit jeder
moglichen Facility verbunden werden.

Im Folgenden betrachten wir das unkapazitierte Facility Location Problem, bei welchem ge-
wihrleistet ist, dass jede Facility alle Stéddte komplett versorgen kann.

3.1. Modellierung des Problems

Das unkapazitierte Facility Location Problem l&sst sich mit Hilfe eines vollstdndigen bipartiten
Graphen G = (V, E) darstellen. Hierbei gilt: V = FUC und F = F x C, wobei F' die Menge
aller moglichen Facilities und C' die Menge aller Stddte ist. Des Weiteren bezeichne f; die
Ersffnungskosten einer Facility ¢ und ¢;; die Verbindungskosten der Stadt j mit der Facility <.
Das Problem ist nun, eine Menge I C F' von offenen Facilities zu finden, sowie eine Funktion
p: C — I, die jeder Stadt eine gedfifnete Facility zuordnet, so dass die Gesamtkosten minimal
sind.

Fiir alle ¢ € F und fiir alle j € C gilt: f;,¢;; € RT

Die Gesamtkosten dieses Problems sind somit

Zfi + Z Cij-

il e(j)=i

Gelte nun fiir alle j € C'und ¢ € F":
1, falls ¢(j) =1
Jopp— ,
Y 0, falls ¢(j)#1
dann gibt diese Bin&rvariable an, ob die Stadt j mit der Facility ¢ verbunden ist oder nicht.

Sei nun fiir alle ¢ € F' y; wie folgt definiert:

1, falls i €1
YN0, falls i g1

dann gibt y; an, ob die Facility ¢ er6ffnet wurde oder nicht.

Folglich koénnen die Gesamtkosten umgeschrieben werden zu:

Z CijTij + Z fiyi-

i€F,jeC icF
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Um nun das unkapazitierte Facility Location Problem als IP aufschreiben zu kénnen, muss
mit Hilfe von Nebenbedingungen sichergestellt werden, dass gilt:

e Jede Stadt j ist mit einer Facility ¢ verbunden, d.h. fiir jede Stadt j existiert eine
Facility ¢ mit x;; = 1.

e Wurde eine Stadt j mit Facility ¢ verbunden, so gilt: y; = 1.

e z;; und y; kdnnen nur die Werte 0 oder 1 annehmen.

Lemma 3.1. Gilt
ZCEU >1,VjeC.
iEF
Dann folgt:
Fiir jede Stadt j ewistiert eine Facility i mit x;; > 0

bzw. fiir alle j € C existiert ein i € F, so dass gilt: x;; > 0.

Beweis: Angenommen eine Stadt j wére mit keiner Facility ¢ verbunden, so wiirde gelten:
Tij = 0, Vi € F.

Dies stiinde im Widerspruch dazu, dass fiir alle j € C gelten muss:

Zl’ij > 1.

icF

Lemma 3.2. Gilt y; — x;; > 0, so gilt: x;; > 0= 1y; > 0.
Beweis: Klar. O

Somit ldsst sich das unkapazitierte Facility Location Problem wie folgt darstellen:

min Z CijTij + Z fivi

i€F,jeC icF
s.t. > a1 ,jeC (3.1)
i€F
Yi — Tij >0 WNVieF, jeC
I‘Z‘jE{O,l} WNVieF, jeC
yi €1{0,1} VicF

10
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3.2. Komplexitdt des Facility Location Problems

Im Folgenden wird gezeigt, dass es sich bei dem unkapazitierten Facility Location Problem
um ein NP-schweres Problem handelt.

Hierzu wird als Erstes das Minimum ,Weight Set Cover Problem* betrachtet, bei dem es sich
um ein NP-schweres Problem handelt (siehe [4]).

Definition 3.3. Instanzen des ,,Minimum Weight Set Cover Problems“ bestehen aus einer
endlichen Menge X, einer Menge F von Teilmengen von X und Gewichten c: F — R™. Fiir
F gilt zusdtzlich, dass die Vereinigung der Elemente S in F' die Menge X tiberdeckt, also

FCcPX): |Js=x
SeF
Ziel ist es nun, eine Menge R C F mit minimalen Gewicht zu finden, fir die gilt:
Us=x
SeR

Satz 3.4. Bei dem ,Minimum Weight Set Cover Problem® handelt es sich um ein NP-
schweres Problem.

Beweis: Siche [4]. O

Um das ,Minimum Weight Set Cover Problem* modellieren zu kénnen, wird zunéchst eine
Hilfsvariable xg eingefiihrt. Dazu gelte fiir alle S € F":

] 1, falls SeR
N0, falls S¢R

Mit Hilfe dieser Bindrvariablen und Lemma 3.1 folgt, dass sich das ,Minimum Weight Set
Cover Problem* darstellen ldsst durch:

SeF

s.t. Z xg > 1, Ve e X (3.2a)
S:xeS
rs € {0, 1}, VS e F.

Hierbei stellt die erste Nebenbedingung sicher, dass gilt: (Jgcp S = X, wobei gilt:
r¢g =1 S5€R.

Theorem 3.5. Das unkapazitierte Facility Location Problem ist ein NP-schweres Problem.

11
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Beweis: Um die Behauptung zu zeigen, geniigt es, jede Instanz des ,Minimum Weight Set
Cover Problem“ in eine Instanz des unkapazitierten Facility Location Problems umzuschrei-
ben.

Wire ndmlich das unkapazitierte Facility Location Problem kein NP-schweres Problem, so
diirfte demnach auch das ,,Minimum Weight Set Cover Problem® kein NP-schweres Problem
sein. Dies wére aber widerspriichlich zu Satz 3.4.

Im Folgenden bezeichne nun F” die Indexmenge von F', d.h. F' :={1,... |F|}.
Sei nun: f; := ¢(S;), fiir alle ¢ in F’, wobei S; die i-te Teilmenge von F' bezeichnet.

Dann ist (3.2a) dquivalent zu:

min > fiyi

ieF’

s.t. dowiz, Vo€ X (3.2b)
1:xES;
y; € {0,1}, Vi F.

Sei nun X’ die Indexmenge von X und sei z; das j-te Element von X, dann kann (3.2b)
umgeschrieben werden zu:

min > fiyi

i€F’
s.t. Z rij > 1, Vje X' (3.2¢)
i €S;
yi —1ij >0 NieF, jeX
rij € {0,1} NieF, jeX
yi € {0,1}, Vie F.

Dies ist moglich, da die erste Nebenbedingung nach Lemma 3.1. sicherstellt, dass fiir alle
J € X' ein i existiert, so dass gilt: ;; = 1. Durch die zweite Nebenbedingung wird gew&hrlei-
stet, dass dann fiir das entsprechende ¢ gelten muss: y; = 1. Die zweite Nebenbedingung stellt
somit sicher, dass r;; = 1 nur dann gelten kann, wenn S; zur Uberdeckung verwendet wird.
Mit der ersten Nebenbedingung wird gewéhrleistet, dass X komplett iiberdeckt wird.

Gilt:

o 0, falls z;€5;
“ oo, falls z; ¢ S;’

dann ist die Losung des folgenden Programms, sofern sie endlich ist, ebenfalls eine Losung
von (3.2a),

12
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min Z Cirij + Z fiyi

i€F! jeX' i€ F’
s.t. > r>1 L jeX’ (3.2d)

i€l

yi—rijZO ,ViEF’,jEX/

nje{o,l} ,ViEF/,jGX/

yi €{0,1} Vi€ F'

da durch die Definition von ¢;; sichergestellt wird, dass gilt: r;; =1 & z; € S;.

Ist die Losung des in (3.2d) beschriebenen Problems nicht endlich, so ist das urspriingliche
»,2Minimum Weight Set Cover Problem* nicht 16sbar.

Bei Modell (3.2d) handelt es nun um ein unkapazitiertes Facility Location Problem. Also l&sst
sich jede Instanz des ,Minimum Weight Set Cover Problems® in eine Instanz des unkapazi-
tiertes Facility Location Problems umschreiben, weswegen die Behauptung aus der obigen
Begriindung folgt. O

Damit wissen wir nun, dass das unkapazitierte Facility Location Problem nicht in polynomi-
eller Zeit 16sbar ist, sofern nicht gilt: NP C P. Folglich stellt sich die Frage, ob nicht mit Hilfe
des Primal-Dual-Verfahrens ein Approximationsalgorithmus mit einer niedrigen Approxima-
tionsgiite entwickelt werden kann.

3.3. Relaxation

Um das Primal-Dual-Verfahren zur Lésung des unkapazitierten Facility Location Problems
anwenden zu koénnen, bedarf es einer Relaxation des ganzzahligen Programms (3.1). Diese
erfolgt durch Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingung.
Die Nebenbedingungen z;; < 1 und y; < 1 kénnen hierbei ebenfalls weggelassen werden, da
CijZO, ViEF, ]EC
fi>0,VieF

gilt und es somit nicht sinnvoll wére, z;; > 1 bzw. y; > 1 zu wéhlen.

13
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Damit ergibt sich als LP:

min Z CijTij + Z fiyi

i€F,jeC i€EF
s.t. Zl’ij > 1

ieF

Yi — Tij >0

Lij > 0

yi 20

Das duale Programm zu (3.3) ist:

max E Qg

jeC
s.t. aj — Bij < cij NVieF, jeC
Zﬁijéfz‘ Vi€l
jeC
a; >0 ,WVjieCl
Bij = 0 Vie F,jeC.

WNVieF, jeC
WVieF, jeC

(3.4)

Fiir eine optimale Losung des linearen Problems (3.3) miisste nun nach dem Satz vom kom-

plementéren Schlupf (Satz 2.2) gelten:

(z,y) ist fiir (3.3) zuléssig.
(o, B) ist fir (3.4) zulédssig.

Tij >0:>aj—5¢j = Cjj-

yi>0=>25ij=fi-

jel

Oéj>0:>Z(Eij:1.
i€F

Bij>0:>yi—xij:0.

14
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3.4. Anschauliche Interpretation der Dualvariablen

Mit Hilfe der Bedingungen (3.5) - (3.10) wird im Folgenden eine anschauliche Interpretation
der Dualvariablen hergeleitet:

Wenn eine Facility i eréffnet wurde, muss nach Bedingung (3.8) gelten:

Z Bij = fi-

jeC
Somit miissen die 3;; zusammen die Eréffnungskosten der Facility ¢ tragen. Damit §;; > 0
sein kann, muss aber nach Bedingung (3.10) gelten:

Yi — xij = 0.

Folglich kénnen die Eroffnungskosten der Facility nur von den (3;; getragen werden, bei denen
die Stadt j auch tatséchlich mit der Facility ¢ verbunden ist (Dabei ist zu beachten, dass
Eroffnungskosten natiirlich nur dann auftreten, wenn die Facility ¢ er6ffnet wurde, also sofern
gilt: y;=1).

Wegen Bedingung (3.7) muss nun bei diesen Stéddten gelten:

aj = Bij = cij-

Auf Grund der starken Dualitét gilt fiir die Optimallésung (z,y) von (3.3):

Zfri— Z Cijzzaj-

icl o(j)=i jeC

Daraus folgt, dass wir «; als die Kosten interpretieren kénnen, die von Stadt j bezahlt wer-
den.

Hierbei bezahlt jede Stadt mindestens c¢;;, wenn sie mit der Facility ¢ verbunden ist, und
beteiligt sich mit 3;; an den Eroéffnungskosten der Facility .

15
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4. Approximationsalgorithmus von Jain und Vazirani

Der Approximationsalgorithmus fiir das metrische unkapazitierte Facility Location Problem
von Jain und Vazirani (siehe [3]) besteht aus zwei Phasen und baut auf den Relaxationen
aus Kapitel 3 auf. Da es sich um ein metrisches unkapazitiertes Facility Location Problem
handelt, gilt jetzt noch zusitzlich fiir alle (i, 7) € E:

Cij S Ci’j + Cl'/jl —|— Cij/7 Vj/ S C, V'LI < F

*Gij

Yy, Ty .
Bemerkung 4.1. Anschaulich interpretiert bedeutet diese Ungleichung, dass die Verbin-
dungskosten einer Facility i mit einer Stadt j nicht hoher sein dirfen als die Kosten, die
entstehen wiirden, wenn man die Stadt j mit der Facility i iiber eine Facility i und eine Stadt
j" wverbinden wiirde. Dies macht auch Sinn, da man als Unternehmen zur Bestimmung der

Verbindungskosten einer Facility mit einer Stadt immer die Kosten heranziehen wiirde, die
auf dem kostengiinstigsten Weg entstehen.

Die Losung des Algorithmus, der auf dem Primal-Dual-Verfahren aufbaut, geniigt fast allen
Optimalitidtsbedingungen des linearen Problems. Lediglich Bedingung (3.7) wird nicht von
allen j € C erfiillt, sondern nur von allen j € D C C. Hierbei bezeichnet D die Menge aller
Stdadte j € C, die in Phase 2 als direkt verbunden deklariert wurden.

Fiir alle j € D¢ wird nur gewéhrleistet, dass gilt:

l’ij>0:>%§aj—ﬂij§36ij (4.1)
Ist j € D€ so wurde j in Phase 2 als indirekt verbunden bezeichnet.

4.1. Phase 1

Am Anfang der Phase 1 des Algorithmus werden alle Stiadte j € C als unverbunden markiert
und es gilt:

(z,y) = (0,0)
(a, 8) = (0,0)
d.h. der Algorithmus beginnt mit einer primal unzuléssigen (erste Nebenbedingung von (3.1)

ist verletzt) und einer dual zuléssigen Losung.

Nun wird, solange nicht alle Stadte verbunden sind, die Dualvariable o; jeder unverbundenen
Stadt j erhoht. Die Erhchung der «; findet hierbei gleichzeitig statt und es werden alle «;
mit derselben Rate erhoht.
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Sobald fiir ein j' € C gilt:

O[j/ = Cij’

wird f3;; ab sofort mit den a; zusammen und um denselben Wert erhoht. Zusétzlich wird die
Kante (i,j’) als bezahlt markiert.

Gilt: B;; > 0, so wird die Kante (4, j) zusétzlich als speziell markiert.

Erlauterung 4.2. Wurde die Kante (i,7) als speziell markiert, so muss auf Grund der Be-
dingung (3.10) darauf geachtet werden, dass gilt: x;; = y;.

Wiirde 8;5: nicht mit oy zusammen und mit derselben Rate erhéht werden, sobald die Kante
(i,7") als bezahlt markiert wurde, so wire (o, B) keine dual zulissige Lisung mehr. Die erste
Nebenbedingung von (3.4) wire ndmlich nicht mehr erfillt. Jede bezahlte Kante (i,5") geniigt
Bedingung (3.7) bzw. (4.1) fir jeden Wert von x;j:, da gilt: B = max(oy—cgjr,0) = e —cyjr.
Dies gilt, da B;j erst mit ayr zusammen erhoht wird, wenn die Kante (i, j') als bezahlt markiert
wurde.

Gilt nun fiir ein i’ € F:

Z Birj = fir,

jeC
so wird ¢’ als tempordir erdffnet deklariert. Anschlieflend wird fiir alle unverbundenen Stidte
iiberpriift, ob sie eine bezahlte Kante zu ¢’ besitzen. Ist dies bei Stadt j der Fall, so wird j als
verbunden markiert. Des Weiteren wird dann der Verbindungszeuge von j, welcher angibt mit
welcher Facility die Stadt j verbunden wurde, auf i’ gesetzt. Sobald eine Stadt j als verbunden
markiert wurde, werden «; und alle 3;; mit ¢ € F' ab sofort nicht mehr erhéht.

Wird eine Kante (4, 7) als bezahlt markiert und wurde i bereits temporér erdffnet, so wird j
als verbunden markiert, der zugehorige Verbindungszeuge wird auf 7 gesetzt und es werden
a; und alle By mit i € F ab sofort nicht mehr erhoht.

Erlauterung 4.3. Sobald die Facility i € F' tempordr eréffnet wurde, darf kein 8;; mit j € C
mehr erhoht werden, da ansonsten gelten wiirde:

> Bij > fi.

jec

Es kime somit zu einer Verletzung der zweiten Nebenbedingung von (3.4). Handelt es sich bei
i um eine tempordr gedffnete Facility, so wdire die Bedingung (3.8) auch erfillt, wenn gelten
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4. Approximationsalgorithmus von Jain und Vazirani

wirde: y; > 0.

Sobald eine Stadt j mit der tempordr erdffneten Facility i verbunden wird, darf o; nicht mehr
erhéht werden, da (3;; nicht mehr erhéht werden darf. Wiirde o; weiter erhéht werden, so
wirde gelten: aj — Bij > ¢ij. Es werden auch alle Byrj mit i € F nicht mehr erhoht, sobald j
mit i verbunden wird, denn die Erhéhung von By; resultiert immer aus einer Erhéhung von
o . Prinzipiell konnte By ; weiterhin erhéht werden, ohne dass die duale Zuldssigkeit verletzt
wird. Jedoch kinnte es dann im spdteren Verlauf zu einer Verletzung der Bedingung (3.7)
bzw. (4.1) kommen.

Da ;; mit i € F nicht mehr erhoht wird, sobald j € C verbunden ist, gilt weiterhin: B;; =
max (o — ¢j,0).

Die Phase 1 terminiert, sobald alle Stiddte als verbunden markiert wurden. Finden mehrere
Ereignisse gleichzeitig statt, so kénnen sie in beliebiger Reihenfolge abgearbeitet werden.

Bemerkung 4.4.
Phase 1 liefert uns eine dual zuldssige Losung, da stets gilt (siehe Erliuterung 4.2 und 4.3):

aj—ﬁijgcij, ViEF,jEC
> B < £ Vi€ F.
jec

Beobachtung
Wenn man nun nach Phase 1 z;; und y; folgendermaflen definieren wiirde

{ 1, falls < ist Verbindungszeuge von j
.Q?Z'j =

0, sonst

1, falls ¢ ist tempordr erdffnet
Yi =
0, sonst

so hitte man zwar eine primal und eine dual zuléssige Losung, jedoch wiirde diese noch nicht
der Bedingung (3.10) geniigen, denn es kann gelten:

ﬁ¢j>0und3:ij:0751:yi.

Es kénnten némlich eine Facility ¢/ € I und eine Facility ¢ € F' existieren, mit denen die Stadt
j € C jeweils eine spezielle Kante besitzt. Wurden nun beide Facilities temporér erdffnet, so
wire Bedingung (3.10) nicht mehr erfiillt, da die Stadt j nur einen Verbindungszeugen besitzt.
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Bemerkung 4.5. Interpretiert man die Erhéhung aller zu erhéhender a; um eine Einheit
als einen Fortschritt der ,Zeit* um eine Einheit, so hat Phase 1 eine Art zeitlichen Verlauf.
Zu jedem Zeitpunkt entspricht dann in Phase 1 der grofste Wert aller a; der aktuellen ,Zeit”,
sofern diese zu Beginn auf 0 gesetzt wurde. Jedem Ereignis kann somit eine ,Zeit” zugeordnet
werden, die angibt, wann das Ereignis in Phase 1 eintrat.

4.2. Phase 2

Im Folgenden gelte: F} := {i € F' | i ist temporér erdffnet}.

Nun bezeichne T' den Teilgraphen von G, der aus allen Knoten von G und aus allen Kanten
besteht, die in Phase 1 als speziell markiert wurden.

Dann wird mit Hilfe von T ein Graph T2 konstruiert, in dem eine Kante (4, j) genau dann
existiert, wenn entweder (7, ) eine Kante in 7" ist oder wenn ein Knoten k € T existiert, so
dass (i, k) und (k,7) Kanten in T sind. Sei nun H der von F; induzierte Teilgraph von T2.
Des Weiteren bezeichne I eine beliebige maximale unabhéngige Menge aus H. Mit einer un-
abhingige Menge aus H ist hierbei eine Menge von Knoten gemeint, fiir die gilt, dass kein
Knoten aus der Menge mit einem anderen Knoten der Menge eine gemeinsame Kante in H
besitzt. Ist diese Menge zusétzlich maximal, so bedeutet dies, dass bei Hinzufiigen eines wei-
teren Knotens aus H die Menge nicht mehr unabhéngig wére.

Es werden nun alle ¢ € T als gedffnet markiert.

Erlduterung 4.6. Alle i € I erfiillen auf jeden Fall Bedingung (3.8), denn auf Grund der
Konstruktion von I gilt:

1 €1 = iist Knoten in H = i € F; = i wurde in Phase 1 tempordr erdffnet.

Mit Hilfe von Erlduterung 4.3, folgt damit die Giltigkeit der Bedingung (3.8) fir alle i € I.

Fiir jede Stadt j € C gelte nun: G := {i € F; | (4, 7) ist speziell}.

Dann tritt bei jeder Stadt j genau einer der folgenden Félle ein:

Fall 1: Es existiert eine gedffnete Facility i € G;.
Dann setze ¢(j) = ¢ und deklariere j als direkt verbunden.

Fall 2: Es existiert keine geoffnete Facility 7 € G;.
Dann betrachte die bezahlte Kante (', 7), bei der i’ der Verbindungszeuge von j ist.
Dabei kann nun genau einer der folgenden Fille auftreten:

Fall 2a: ¢/ € I.
Setze p(j) = i’ und deklariere j als direkt verbunden.

Fall 2b: 7/ ¢ 1.
Sei nun " € I ein Nachbar von ¢ in H. Dann setze ¢(j) = ¢ und deklariere j als
indirekt verbunden.
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4. Approximationsalgorithmus von Jain und Vazirani

Erlduterung 4.7. Es gilt:
|Gy NI| <1 fiir alle j € C.

Wiire dem micht so, so wiirden zwei Facilities 1 € I und i € I mit i # i’ existieren, die
beide eine spezielle Kante zur Stadt j hdtten. Folglich wiirde T die Kanten (i,7) und (i, )
enthalten. Damit wére aber (i,i') eine Kante in T? und somit auch eine Kante in H. Dies
steht im Widerspruch dazu, dass gilt: i € I und i € I.

Gilt:
yi >0 und i € Gj,

so muss j mit i verbunden werden, damit Bedingung (3.10) erfillt ist. (Wiirde j mit i nicht
verbunden werden, so wiirde gelten: ;; > 0 und y; # xi;.)

Wurde nun jede Stadt j € C direkt oder indirekt verbunden, so wird

1, falls ¢(j) =1
T =
! 0, falls ¢(j)#1

und

L falls 7 €1
YTV, falls i g1

gesetzt. Anschliefend terminiert der Algorithmus.

Bemerkung 4.8.
a.) Tritt in Phase 2 des Algorithmus der Fall 2a fiir die Stadt j € C ein, so gilt: B;; = 0.
b.) Ist j € C indirekt mit i € I verbunden, so gilt: B;; = 0.
c.) Fiir jede Facility i € F mit f; =0 gilt: 1 € 1.
Begriindung
fiir a.) Da Fall 2a eintrat, gilt: ¢ war bereits nach Phase 1 Verbindungszeuge von j und i € I.

Wiirde nun gelten: ;; > 0, so wére (i, j) eine spezielle Kante und somit i € G. Folglich
wére Fall 2a nicht eingetreten.
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fiir b.) Da es sich bei (7, j) um eine indirekte Verbindung handelt, gilt ¢ € I (siehe Fall 2b).
Wiirde nun gelten: 3;; >0, so wére (7, j) eine spezielle Kante und somit wiirde gelten:
i € Gj und i € I. Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass j indirekt verbunden ist.

fiir c.) Gilt fiir eine Facility i € F: f; = 0, so wurde die Facility ¢ in Phase 1 des Algorithmus
temporar erdffnet. Folglich gilt: ¢ € F;. Da T alle Knoten von G enthilt, ist ¢ ebenfalls
ein Knoten in 72 und somit auch ein Knoten in H. Wire nun 4 kein Element der Menge
I, so miisste ¢ ein Nachbarn in H besitzen. Dies kann jedoch nicht sein, da ¢ keine
spezielle Kanten besitzt.
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5. Analyse des Algorithmus

In diesem Kapitel wird der Algorithmus von Jain und Vazirani analysiert. Dabei wird die
Approximationsgiite und die Laufzeit in Anlehnung an Jain und Vazirani (siehe [3]) bestimmt.
Dariiber hinaus wird eine Sensitivitdtsanalyse vorgenommen.

5.1. Bestimmung der Approximationsgiite

Fiir die Bestimmung der Approximationsgiite wird im Folgenden Theorem 2.5. angewendet.
Dazu muss vorab iiberpriift werden, ob es sich bei (z,y), bzw. (o, f) um zuldssige Losungen
fiir (3.1), bzw. (3.4) handelt und ob diese Losungen den relaxierten primalen und dualen
Schlupfbedingungen mit bestimmten Relaxierungsfaktoren geniigen.

Hierbei werden die Bedingungen (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) und (4.1) jeweils einzeln betrachtet.

Satz 5.1. Der Algorithmus von Jain und Vazirani liefert eine zuldssige Losung fir (3.1).

Bewesis: Klarerweise gilt:

.CCijE{O,l} ,ViGF,jGC
yi €10,1} ,VieF.

Folglich bleibt noch zu zeigen, dass fiir alle ¢ € F' und fiir alle j € C gilt: y; — z;; > 0 und

Dier Tij = 1.
Da der Algorithmus erst terminiert, wenn jede Stadt j € C' verbunden worden ist, und da
jede Stadt nur genau einmal verbunden wird, gilt sogar fiir alle Stadte j € C: Y, ;2 = 1.

Die Ungleichung y; — x;; > 0 wird von allen j € C und von allen 7 € F erfiillt, da fiir den

Verbindungszeugen ¢’ von 7 am Ende von Phase 2 gelten muss: i’ € I bzw. yy > 0.
Es gilt somit: z;; >0 = y; > 0. O

Satz 5.2. Der Algorithmus von Jain und Vazirani liefert uns eine fir (3.4) zuldssige Lisung.

Beweis: Da in Phase 2 die Werte von « und  nicht verdndert werden, folgt die Behauptung
unmittelbar aus Bemerkung 4.4. O

Damit ist die Zuléssigkeit der Losungen gezeigt worden. Im Folgenden wird die Giiltigkeit der
relaxierten Schlupfbedingungen iiberpriift.

Lemma 5.3. Sei (i,j) € I x C eine direkte Verbindung. Dann gilt:

o — Bij = cij.
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Beweis: Da es sich bei (i, ) um eine direkte Verbindung handelt, muss in Phase 2 der Fall 1
oder der Fall 2a eingetreten sein. In beiden Fillen war (4, 7) mindestens eine bezahlte Kante,
weswegen gilt: a; > ¢;;.

Nach Erlauterung 4.3. galt in Phase 1 stets:

Bij = max(aj — cy4,0), Vi’ € F, j € C.
Dies gilt auch noch weiterhin, da es zu keiner Verdnderung der Dualvariablen in Phase 2 kam.

Damit gilt also fiir jede direkte Verbindung (i,j) € I x C-:

a; —,Bij = O —aj—i—cij = Cij.

Lemma 5.4. Sei (i,7) € I x C eine indirekte Verbindung. Dann gilt:

Cij

3 S — Bij < cij.

Beweis: Nach Bemerkung 4.8.b.) gilt: 5;; = 0. Da nach Satz 5.2 («, ) eine zuldssige Losung
fiir (3.4) ist, folgt damit:
Oéj S Cij~
Also bleibt nur noch zu zeigen:
cij
3
Da j indirekt verbunden ist, muss in Phase 2 der Fall 2b eingetreten sein, d.h.:
Es muss eine Facility i’ ¢ I geben, die ein Nachbar von i in H ist und die am Ende von
Phase 1 der Verbindungszeuge von j war.

SOéj.

Also ist (i,i") € H, weshalb nach Konstruktion von H eine Stadt j' € C existieren muss, fiir
die gilt:
(i,5") und (i, §') sind spezielle Kanten.

Somit muss gelten: ajy > ¢;v und ajr > cirjr. ()

Im Folgenden bezeichnen wir nun mit ¢; und ¢; die Zeiten, zu denen i und i’ temporér eréffnet
wurden. Mit der Zeit ¢; ist hierbei der, bei der temporéiren Eroffnung von 4, grofite aufgetretene
Wert aller o; gemeint.

In Phase 1 trat eines der beiden folgenden Ereignisse ein und fiihrte dazu, dass o;j im weiteren
Verlauf nicht mehr erhtht wurde. Entweder wurde eine Facility temporir eréffnet, mit der 5’
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eine bezahlte Kante hat, oder eine Kante von j’ zu einer bereits temporir eréffneten Facility
wurde als bezahlt markiert.
In jedem Fall gilt, da (4,;") und (¢, ") spezielle Kanten sind:

aj < min(t;, ty).
Weil i’ der Verbindungszeuge von j nach Phase 1 war, muss zudem gelten: o; > ;.
Wiirde diese Ungleichung nicht gelten, so miisste eine Stadt j” existieren, fiir die gilt:
ty = Qi > Q5.
Da aber alle o; immer mit derselben Rate erhtht werden, konnte diese Ungleichung nur gel-

ten, wenn j vorher schon mit einer Stadt verbunden worden wiire. Dann wére aber i’ nicht
der Verbindungszeuge von j nach Phase 1 gewesen.

Folglich gilt: o; >t > min(t;, ti) > Q. (%)
Da es sich bei dem Problem um ein metrisches Faciliy Location Problem handelt, folgt:

metrisch * Hok
Cij S C’i’j +Ci’j’ +Cij’ S C’i’j + 2aj/ S O[J + QOZJ == 3aj

Also gilt:

g <y < Gy

3
bzw. o

% < o) — Bij < cije
O
Korollar 5.5. Fir alle (i,j) € E gilt:
$ij>0:>%§aj—/8ij§0ij

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 5.3. und Lemma 5.4. O

Lemma 5.6. Seii € I. Dann gilt:

Z/sz = fi.

jel
Beweis: Nach Konstruktion von I bzw. Erlduterung 4.6. gilt:

1 € I = i wurde in Phase 1 temporér eroffnet.

FEine Facility ¢ € F' wurde in Phase 1 temporér eroffnet, als galt:

> Bij = fi

jel
Da nach der tempordren Eréffnung der Facility ¢ die Werte aller 8;; mit j € C nicht mehr
veréndert wurden, folgt daraus nun die Behauptung. O
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Satz 5.7. Die Losung des Algorithmus von Jain und Vazirani geniigt den primalen Schlupf-
bedingungen mit Relaxierungsfaktor 3.

Bewesis: Klarerweise gilt auf Grund von Lemma 5.6:
fi o Z Bii < f; Viel.
37 L= TV
Jxp(d)=i

Die Behauptung folgt somit aus dieser Ungleichung und Korollar 5.5. O

Lemma 5.8. Fir die Losung des Algorithmus von Jain und Vazirani gilt fir alle j € C:

a;>0 = Y z;=1. (3.9
i€l

Beweis: Diese Behauptung wurde bereits im Beweis von Satz 5.1 gezeigt. O

Lemma 5.9. Fir die Losung des Algorithmus von Jain und Vazirani gilt:
,Bij >0 = Yi — Tjj = 0 (3.10)

Beweis. Ist 5;; >0, so handelt es sich bei (4, j) um eine spezielle Kante. Es konnen dabei die
folgenden Fille auftreten:

a.) y;=1 bzw. i € I.
Da (i, j) eine spezielle Kante ist, gilt: i € G;. Folglich muss in Phase 2 des Algorithmus
Fall 1 eingetreten sein, was x;;=1 impliziert. Daraus folgt: y; — x;; = 0.

b.) y;=0.

Klarerweise gilt dann hier: z;;=0.

Satz 5.10. Die Ldsung des Algorithmus von Jain und Vazirani gentigt den dualen Schlupfbe-
dingungen, d.h. sie gentigt den relazierten dualen Schlupfbedingungen mit dem Relaxierungs-
faktor 1.

Bewets: Folgt unmittelbar aus Lemma 5.8 und Lemma 5.9. O

25



5. Analyse des Algorithmus

Theorem 5.11. Bei dem Algorithmus von Jain und Vazirani handelt es sich, sofern er polyo-
nimell ist, um einen 3-Approzrimations-Algorithmus fir das metrische unkapazitierte Facility
Location Problem.

Beweis: Bei dem metrischen unkapazitierten Facility Location Problem bzw. bei Modell
(3.1) handelt es um ein Problem der Form (2.5P).

Waéhlen wir nun als Relaxierungsfaktor fiir die primale Schlupfbedingungen o« = 3 und als
Relaxierungsfaktor fiir die dualen Schlupfbedingungen 5 = 1, so folgt die Behauptung mit
Hilfe der Sétze 5.1, 5.2, 5.7. und 5.10. aus Theorem 2.5. O

Die nachfolgende Familie von Beispielen (iibernommen aus [3]) zeigt, dass die Approximati-
onsgiite 3 scharf ist.

Beispiel 5.12. In diesem Beispiel miissen n Stddte versorgt werden. Hierfiir stehen zwei
Facilities F1 und F2 zur Verfigung stehen. Die Erdffnungkosten fir Facility F1 bzw. F2
betragen € bzw. (n+ 1)e, wobei ¢ eine kleine Zahl ist. Die Verbindungskosten sind:

C11 = 1
C2j = 1 , Vjedl
c1j = 3 , Vj e C\{l}
F1
(N TS Yo
(S1)(S2) coo (8n)
N A N N

In Phase 1 des Algorithmus von Jain und Vazirani werden beide Facilities tempordr erdffnet.
In Phase 2 kommt es jedoch nur zu einer Erdffnung der Facility F1, da sowohl die Facility
F1 als auch die Facility F2 eine spezielle Kante mit der Stadt 1 besitzen und sie somit eine
gemeinsame Kante in H haben. Die Losung des Algorithmus von Jain und Vazirani fir dieses
Beispiel besagt demnach, dass alle Stddte mit der Facility F1 verbunden werden soll. Die
Gesamtkosten der Lisung lauten damit: 1+ 3(n — 1) + €.

Die Optimallosung fiir dieses Problem wdre aber alle Stdadte mit der Facility F2 zu verbinden,
was zu Kosten von e(n + 1) + n fihren wiirde.
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5.2. Laufzeitanalyse

Im Folgenden wird gezeigt, dass der Algorithmus polynomielle Laufzeit hat und damit tat-
séchlich ein 3-Approximations-Algorithmus ist.

Dazu gelte: n. = |C|, ny = |F| und m = neny.
m ist somit die Anzahl der Kanten.

Zu Beginn des Algorithmus miissen die Kanten aufsteigend nach ihren Verbindungskosten
sortiert werden, um zu ersehen, wann jede einzelne Kante in Phase als bezahlt markiert wird
bzw. um die Erhchungsrate der a; bestimmen zu kénnen. Die Sortierung der m Werte bendtigt
bekanntlich eine Laufzeit von O(m log m) (siehe [2]). Des Weiteren miissen die Offnungszei-
ten der Facilities gespeichert werden, da diese die Erhchungsrate ebenfalls mitbestimmen.
Unter der Offnungszeit einer Facility verstehen wir hierbei den Wert, den die zu erhéhenden
a;; annehmen miissen, damit diese Facility temporéar erdffnet wird. Die Offnungszeiten der
Facilities konnen in einem binédren Heap gespeichert werden, bei dem jeder einzelne Wert in
O(log ny) aktualisiert und in der selben Zeit jeweils auch das Minimum bestimmt werden
kann (siehe [2]). Am Anfang setzen wir fiir jede Facility die Eroffnungszeit als unendlich, da
sich noch keine Stadt an den Eroffnungskosten beteiligt.

Wiéhrend der Phase 1 treten die folgenden verschiedenen Ereignisse ein:

- Die Kante (i, 7) wird als bezahlt markiert

Fall 1: Facility ¢ ist noch nicht temporér er6ffnet worden

In diesem Fall muss die Eroffnungszeit der Facility ¢ neu berechnet werden, da
sich die Stadt j ab sofort ebenfalls an den Eroffnungskosten beteiligt. Die Berech-
nung der neuen Eroffnungszeit findet in konstanter Zeit statt. Folglich 16st dieses
Ereignis auf Grund der Aktualisierung eines Eintrags im Heap eine Arbeit von
O(log ny) aus.

Fall 2: Facility ¢ wurde bereits temporér erdffnet

In diesem Fall miissen die Erdffnungskosten aller Facilities, zu denen j eine be-
zahlte Kante hat, neu berechnet und aktualisiert werden, da der Beitrag von j
nicht mehr mitwéchst. Folglich miisste pro Facility, an der j beteiligt ist, eine Ar-
beit von O(log ny) getétigt werden. Insgesamt 16st dieses Ereignis also eine Arbeit
von O(ny log(ny)) aus.

- Die Facility ¢ wird temporér eréffnet

In diesem Fall wird jede Stadt j, die eine bezahlte Kante zu ¢ hat, als verbunden mar-
kiert. Die dazugehérigen o; und f;7; mit ¢/ € F' werden nicht mehr miterhéht. Folglich
miissen die Eroffnungszeiten jeder Facility, an der die neu-verbundene Stadt beteiligt
ist, neuberechnet und aktualisiert werden. Dies fiihrt dazu, dass pro neu-verbundener
Stadt eine Arbeit von O(ny log(nys) ) getdtigt werden muss.
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Bemerkung 5.13. Jede Kante (i,7) ldst hochstens zwei Ereignisse aus, da jede Kante (i, )
nur einmal als bezahlt markiert wird und jede Stadt nur einmal verbunden wird.

Theorem 5.14. Der Approzimationsalgorithmus von Jain und Vazirnai hat eine Laufzeit von
O(m log m) und ist somit ein 3-Approzimations-Algorithmus fiir das metrische unkapazitierte
Facility Location Problem.

Beweis: Insgesamt wird die Laufzeit des Algorithmus von Phase 1 dominiert. Deswegen
beschrinken wir uns im Folgenden auf die Laufzeitbestimmung von Phase 1.

Fiir jede Stadt j kann es insgesamt n-mal dazu kommen, dass eine von j ausgehende Kante
als bezahlt markiert wird. Dies fiihrt jedes Mal zu einer Arbeit von O(log ny). Werden alle
Stadte als bezahlt markiert, ergibt sich somit eine Arbeit von O(n. ns log(ny)).

Zusétzlich erhilt jede Stadt in Phase 1 genau einen Verbindungszeugen. Folglich tritt pro
Stadt entweder genau einmal Fall 2 ein oder es wird genau einmal eine Facility temporar
eroffnet, zu der die Stadt eine bezahlte Kante besitzt. Beide Ereignisse kénnen nicht zu-
sammen bei ein und derselben Stadt auftreten. Da jedes der Ereignisse zu einer Arbeit von
O(ny log(ny)) fithrt, kommt es bei der Verbindung aller Stédte in Phase 1 zu einer Arbeit
von O(ne ny log(ng) )= O(m log(ny) ).

Daraus folgt, dass ohne die Sortierung der Verbindungskosten eine Arbeit von O(m log(ny) ) in
Phase 1 getétigt werden muss. Damit hat also der Algorithmus eine Laufzeit von O(m log m)
und ist somit polynomiell.

Mit Hilfe von Theorem 5.11. ergibt sich somit, dass es sich bei dem Approximationsalgo-
rithmus von Jain und Vazirani um eine 3-Approximations-Algorithmus handelt. ]

5.3. Sensititvitdtsanalyse

Bisher wurde davon ausgegangen, dass die Daten fest vorgegeben sind. Dies ist jedoch nicht
unbedingt immer der Fall. Daten kénnen sich &ndern, bzw. kénnen falsch angegeben worden
sein. Deswegen wird nun untersucht, wie sich die Anderungen auf die Losung auswirken. Hier-
bei wird jeweils iiberpriift, ob die Losung weiterhin primal und dual zulédssig ist und ob sie
weiterhin den Bedingungen (3.7) bzw. (4.1), (3.8), (3.9) und (3.10) geniigt.
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Verédnderung der moglichen Standorte

Hier unterscheiden wir zwischen dem Fall, dass an einem zunichst in Erwigung gezogenen
Standort doch keine Facility gebaut werden kann, und dem Fall, dass an einem weiteren
Standort eine Facility gebaut werden kann.

Fall 1: Facility ¢ kann doch nicht eréffnet werden

In diesem Fall haben wir weiterhin eine dual zuléssige Lésung, da nur einige Nebenbedin-
gungen beim dualen Problem wegfallen. Auflerdem werden klarerweise die Bedingungen
(3.7) bzw. (4.1), (3.8) und (3.10) weiterhin von der bisherigen Losung des Algorithmus
erfiillt.

Folglich ist nur noch zu iiberpriifen, ob die Losung weiterhin primal zulédssig ist und ob
Bedingung (3.9) weiterhin erfiillt ist.

e Wurde die Facility 4 nicht erdffnet, so galt fiir alle j € C: z;; = 0.
Folglich gilt:
Z Tirj = 1, VjeC.
e F\{i}

Somit sind Bedingung (3.9) und die erste Nebenbedingung des primalen Problems
ebenfalls weiterhin erfiillt. Da die zweite Nebenbedingung des primalen Problems
weiterhin fiir alle ¢/ € F\ {i} und fiir alle j € C erfiillt ist, folgt daraus, dass die
bisherige Losung weiterhin maximal 3 mal schlechter als die Optimallosung des
neuen Problems ist.

e Wurde die Facility ¢ jedoch erdffnet, so ist unsere bisherige Losung nicht mehr
primal zuléssig und geniigt auch nicht mehr Bedingung 3.9. In diesem Fall gab es
nimlich mindestens eine Stadt j € C, die mit der Facility ¢ verbunden war und fiir
die somit galt: x;; = 1. Dementsprechend gilt nun:

Z l‘ij =0.
i€ F\ {4}
Des Wegen miisste in diesem Fall der Algorithmus von neuem gestartet werden,
um weiterhin garantieren zu kénnen, dass die Losung zuléssig und maximal 3-mal

schlechter als die Optimalldsung ist. Hierbei konnen die Berechnung aus Phase 1
bis zu dem Zeitpunkt, wo Facility ¢ temporér eréffnet wurde, iibernommen werden.

Fall 2: Es kann an einem weiteren Standort eine Facility gebaut werden, d. h. es existiert
nun eine zusitzlich Facility ¢/ € F.
Gelte nun fiir alle j € C' und fiir die zusétzliche Facility ¢':
Birj = max(a; — ¢z, 0)
Tjrg 1= 0

Yy = 07
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so ist unsere bisherige Losung weiterhin primal zuléssig und geniigt den relaxierten
Schlupfbedingungen.

o Gilt zusatzlich:

Z Birj < firs

jeC
so ist die bisherige Losung weiterhin auch dual zuléssig. Diese Ungleichung impli-
ziert namlich, dass die zweite Nebenbedingung des dualen Problem erfiillt ist. Die
erste Nebenbedingung wird auf Grund der Definition von f;; klarerweise erfiillt.
Folglich muss keine neue Losung berechnet werden.

e Existiert nun aber eine Menge C’ C C, fiir die gilt:

Z Birj > fir,

jec’
so ist die vorher berechnete Losung nicht mehr dual zuléssig, da die zweite Neben-

bedingung des dualen Problems verletzt wird. Deshalb muss der Algorithmus in
diesem Fall von neuem gestartet werden.

Veridnderung der Menge der zu versorgenden Stidte

Fall 1: Es muss eine Stadt j € C' weniger bedient werden.

In diesem Fall gilt weiterhin:

> @iy =1 Vi e C\{j}

i€l

Yi — x50 >0 ,Vie F, j' e C\{j}

Qg — ﬁm/ < Cij! ,Vi € F, j/ S C\ {]}
Z Bijr < fi , Vi € F.

J'€C\{j}

Folglich ist unsere bisherige Losung weiterhin primal und dual zuldssig. Auflerdem sind
weiterhin die Bedingungen (3.9), (3.10) und (3.7) bzw. (4.1) erfiillt.

o Gilt: ﬁz‘j =0,Viel,
d. h. trat in Phase 2 des Algorithmus bei der Stadt j € C der Fall 2 ein, so gilt
weiterhin:

Y > 0= ZB’J = f;. (3.8)
jeC
Daraus folgt, dass die bisherige Losung weiterhin maximal 3-mal schlechter als die
Optimallésung ist.
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e Trat in Phase 2 des Algorithmus jedoch Fall 1 fiir die Stadt j ein, d.h. existiert ein
1 € I, fiir das gilt:
Bij > 0,

so ist Bedingung (3.8) nicht mehr erfiillt. Es gilt dann n&mlich fiir ein ¢ € I:

Z Bij < fi-

J€C\{i}

Folglich muss in diesem Fall der Algorithmus von neuem gestartet werden, wenn
die Losung alle genannten Bedingungen erfiillen sollen.

Mochte man nur garantieren, dass die Losung maximal 3-mal schlechter als die Op-
timallésung des verédnderten Problems ist, so muss in diesem Fall der Algorithmus
nicht von neuem gestartet werden, wenn gilt:

%S Z Bij < fi

jeC\{j}

Gilt diese Ungleichung némlich, so geniigt die Lésung weiterhin den relaxierten
primalen Schlupfbedingungen mit Relaxierungsfaktor 3.

Fall 2: Es muss eine weitere Stadt j' € C bedient werden.

Sei nun A; := {i € F : ¢;; < ¢y, fiir allei € F}. Dann wihle ein Element 7 aus
A,.

e Gilt nun r € I und ¢,j» = t,, dann setzen wir a;; = ¢,; und deklarieren 4" als mit
r direkt verbunden. Die auf diesem Weg gewonnene Losung ist sowohl primal als
auch dual zuléssig und geniigt den relaxierten Schlupfbedingungen.

Da jede Stadt j € C' genau mit einer getffneten Facility verbunden wurde, ist die
so gewonnene Losung auch primal zuldssig. Auf Grund der Wahl von r und der
Gleichung c,; = t, = aj gilt:

Bijr =0 NieF
Qi — ﬁij/ < ¢t Vi e F
ajr — Brjr = cpyr

Z Bij < fi Vi€ F
JeCU{j'}

Yo Bi=f
JeCU{j'}

Deshalb ist die Losung auch dual zulédssig und geniigt den relaxierten Schlupfbe-
dingungen.
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o Gilt r ¢ I, aber r wurde in Phase 1 temporér eréffnet und ¢, < ¢,, so konnen wir
die Ergebnisse aus Phase 1 iibernehmen. Im Falle, dass wir noch zusétzlich den
Verbindungszeugen von j’ auf r und a;s = ¢, setzen, miissen wir nur Phase 2 neu
starten.

e In allen anderen Fillen miissen wir jedoch den Algorithmus komplett von neu-
em starten, wobei die Berechnungen bis zum Zeitpunkt c,; {ibernommen werden
konnen.

Verdnderung der Verbindungskosten

Fall 1: Cijnew = Cij

Klarerweise ist in diesem Fall die bisherige Losung weiterhin primal und dual zulds-
sig und geniigt auch den Bedingungen (3.8), (3.9) und (3.10). Bedingung (3.7) bzw.
(4.1) werden jedoch nicht unbedingt erfiillt.

e Wurde die Stadt j nicht mit Facility ¢ verbunden, so ist die Bedingung (3.7) bzw.
(4.1) weiterhin erfiillt, da dann gilt: 2;; = 0.

e Wurde die Stadt j aber mit Facility ¢ verbunden, so ist Bedingung (3.7), bzw. (4.1)
nicht erfiillt, es sei denn, j ist indirekt verbunden und es gilt:
e < oy — Bij < Cijneu-
Mochte man nur, dass die Losung zulédssig und maximal 3-mal schlechter als die
Optimallésung ist, so geniigt, es wenn 4 direkt verbunden war und c”% < aj—
Bij < Cijne. gilt, ¢ als indirekt verbunden zu markieren. In diesem Fall geniigt
niamlich die Losung immer noch den relaxierten primalen Schlupfbedingungen mit
Relaxierungsfaktor 3.

e In allen anderen Fillen muss der Algorithmus von neuem gestartet werden.

Fall 2: Cijnew < Cij

In diesem Fall ist die bisherige Losung nicht mehr unbedingt dual zuldssig, da gel-
ten kénnte: ¢;j,., < a; — Bij.

Sie ist jedoch weiterhin primal zuldssig und geniigt den Bedingungen (3.8), (3,9) und
(3.10).

Im Folgenden nehmen wir an, dass unsere bisherige Losung nicht mehr dual zuléssig ist:

e Ist j mit ¢ direkt verbunden und gilt o; > ¢;j,.., —¢ij, S0 kénnen wir a; = ¢;,., +Bij
setzen. Setzen wir «; so, dann ist die neue Losung primal zulédssig und geniigt den
Bedingungen (3.8), (3.9) und (3.10). AuBerdem ist sie dual zuldssig und geniigt
Bedingung (3.7) bzw. (4.1), da gilt: aj — Bij = Cijpen-
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e Ist j mit ¢ indirekt verbunden, kénnen wir nicht unbedingt o; = ¢;j,., + Bi; set-
zen, da dann unter Umstdnden Bedingung (4.1) nicht mehr erfiillt ist. Es konnte
nédmlich gelten: C”% > aj — fBij.

e Ist i ¢ I und gilt: Zj’EC\{j} /Bij’ + Q= Cijnen < fi, 50 geniigt es Bij.c. = O — Cijnen
zu setzen, da dann beide Nebenbedingungen des dualen Problems wieder erfiillt
werden und die verinderte Losung den relaxierten Schlupfbedingungen geniigt.
Die relaxierten Schlupfbedingungen werden erfiillt, da gilt in diesem Fall gilt:
y; = 0 und z;; = 0.

e Tritt keiner der genannten Fille ein, so miissen wir den Algorithmus neu ausfiihren.

Verdnderung der Eréfflnungskosten

Fall 1: fi... > fi.
In diesem Fall gilt: Zjec Bij < fl < firew-
Folglich haben wir weiterhin eine primal und dual zuléssige Losung, welche allen rela-
xierten Schlupfbedingungen bis auf Bedingung (3.8) geniigt.

e Wurde die Facility ¢ nicht er6ffnet, dann gilt: y; = 0.
In diesem Fall erfiillt die bisherige Losung somit immer noch Bedingung (3.8); des-
halb muss keine neue Losung berechnet werden.

e Wurde die Facility ¢ hingegen eréffnet, so ist Bedingung (3.8) nicht mehr erfiillt.
Der Algorithmus muss neu gestartet werden. Hierbei konnen Berechnungen bis zu
dem Zeitpunkt, zu dem 7 temporir eroffnet wurde, wieder iibernehmen werden.

Fall 2: f; .. < fi

In diesem Fall ist die bisherige Losung eventuell nicht mehr dual zuldssig und geniigt
eventuell auch nicht mehr Bedingung (3.8).

o Wurde die Facility ¢ nicht er6ffnet, so erfiillt die Losung auch weiterhin Bedingung
(3.8), da y; = 0 gilt. Gilt zusétzlich:

Z 57/] S fineu7
jeC

so ist die Losung auch weiterhin dual zuldssig. Es ist keine Neuberechnung not-
wendig.

Ist diese Ungleichung jedoch nicht erfiillt, muss der Algorithmus von neuem gest-
artet werden.
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e Wurde die Facility ¢ hingegen ertffnet, so ist die bisherige Lésung nicht mehr dual
zuléissig und geniigt nicht mehr Bedingung (3.8), da nun gilt:

> Bii > fineu

jec

Jedoch konnen wir mit folgender Hilfsprozedur die bisherige Losung so verdndern,
dass sie wieder primal und dual zuldssig wird und dass sie wieder den relaxierten
Schlupfbedingungen geniigt.

Am Anfang einer jeden Iteration sucht die Hilfsprozedur die Stadt v € C, fiir
die gilt:

— u hat mit ¢ eine spezielle Kante.
— Biu < Bij, fur alle j, die mit ¢ eine spezielle Kante besitzen.

Anschliefend wird d;,, = min(Biu, fi — fi,...) gesetzt und «,, und Sy, werden jeweils
um d;,, reduziert.

Gilt djy, = Biu, so wird bei Kante (4, j) die Markierung als spezielle Kante geloscht.
Sobald nach einer Iteration gilt:

> Bii = Fineus

jec
terminiert die Hilfsprozedur.

Da innerhalb der Hilfsprozedur nur die Dualvariablen veréindert werden, ist die
neue Losung weiterhin primal zuldssig und geniigt den Bedingungen (3.9) und
(3.10). Des Weiteren erfiillt die neue Losung klarerweise auch die zweite Nebenbe-
dingung des dualen Problems und die Bedingung (3.8). Auf Grund der Tatsache,
dass innerhalb der Hilfsprozedur o, und §;, jeweils um denselben Wert gesenkt
werden und u durch unsere Wahl immer eine mit ¢ direkt verbundene Stadt ist,
erfiillt die neue Losung folgende Ungleichungen:

wij — Bij < ¢ij HVjelCiekF
()i ~ Po()i < Colh) , VjeD
3 = %) ©()i = Co(4)j » V]

Hierbei bezeichnet D wieder die Menge der direkt verbundenen Stidte und D¢ die
Menge der indirekt verbundenen Stéadte.

Aus den Ungleichungen folgt nun, dass die neue Losung ebenfalls dual zuléssig ist
und die Bedingung (3.7) bzw. (4.1) erfiillt. Der Algorithmus von Jain und Vazirani
muss somit nicht von neuem gestartet werden.
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6. Varianten des Facility Location Problems

6.1. Quadratische Verbindungskosten

In diesem Abschnitt werden Varianten des metrischen unkapazitierten Facility Location Pro-
blems vorgestellt, zu deren Losung sich ebenfalls der Approximationsalgorithmus von Jain
und Vazirani eignet.
Bei dieser Variante sind die Verbindungskosten der Stadt j € C mit der Facility i € F gegeben
durch c?j. Hierbei geniigen die ¢;; weiter der Dreiecksungleichung, fiir die C%S muss dies jedoch
nicht gelten.
Mit der Dreiecksungleichung ist in diesem Zusammenhang gemeint, dass fir alle (i,5) € E
gilt:

Cij < Cirj + Cirjr + Cijr, V]/ e C, Vi’ € F.

Satz 6.1. Der Approximationsalgorithmus von Jain und Vazirani ist ein 9-Approximations-
Algorithmus fiir diese Varainte.

Beweis: Der Beweis lauft fast analog zur Bestimmung der Approximationsgiite des Algorith-
mus (siehe Abschnitt 5.1). Lediglich der Beweis von Lemma 5.4. und daraus resultierend das
Korollar 5.5, der Satz 5.7 und das Theorem 5.11 miissen angepasst werden. Das Lemma 5.4.
muss insofern abgewandelt werden, dass fiir jede indirekte Verbindung (i, ) nur noch gilt:

2.
ij 2 2
9 < Qg < Cij-

Der Beweis dieser Ungleichung lduft fast analog zum Beweis von Lemma 5.4. Nur der letzte
Teil des Beweises, in dem ausgenutzt wurde, dass es sich um ein metrisches Problem handelt,
muss verdndert werden. Dort miisste nun stehen:

cij metrisch

—

*

=

(%)

(Cij) < (Ci’j + ¢y +Cij’)2 < (Ci’j + Qaj/)2 < (O[j + 204j)2 = (3aj)2 = 90[?.
Also gilt:
c 2 _ 2
9 < aj < ¢y

Die Veréinderung von Lemma 5.4 bewirkt, dass die Losung des Approximationsalgorithmus
von Jain und Vazirani fiir dieses Problem nicht mehr garantiert den relaxierten primalen
Schlupfbedingung mit Relaxierungsfaktor 3 geniigt, sondern nur noch den relaxierten primalen
Schlupfbedingungen mit Relaxierungsfaktor 9.

Folglich hat der Approximationsalgorithmus von Jain und Vazirani nach Theorem 2.5. fiir
dieses Problem die Approximationsgiite 9.

O
6.2. Arbitrary-demands-Variante

Bei dieser Variante des unkapazitierten metrischen Facility Location Problems ist fiir jede
Stadt j € C eine nichtnegative Nachfrage d; gegeben, wobei jede Facility 7 € I’ diese Nachfrage
befriedigen kann. Die Verbindungskosten von Stadt j mit Facility 7 betragen nun c;;d; anstelle
von ¢;;. Es gilt aber weiterhin fiir alle (4, j) € E:

cij S ci’j —|— Ci’j' —|— Cij’? v']/ S C, V'L/ S F
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Als IP geschrieben lautet das Problem somit:

min Z cijdjri; + Z Jiyi

i€F,jeC ieF
s.t. > x> ,jEC (6.1)
i€F
Yi — Tij > 0 WNVieF, jeC
xijE{O,l} NVieF, jelC
yi €1{0,1} VieF.

Als LP-Relaxation ergibt sich damit analog zu Kapitel 3:

min Z cijdjzi; + Z fiyi

i€l jeC ieF
s.t. D wy>1 ,jeC (6.2)
i€F
Yi — 5 >0 NieF, jelC
x5 >0 NVieF, jelC
yi =0 ,Vi e F.

Das duale Problem zu (6.2) ist:

max E Oéj

jeC
s.t. aj — Bij < cijd; NVieF, jeC (6.3)
Y Bi<fi VieF
jec
a; >0 VjeCl
Bij >0 VicFjecC.

Zur Losung des Problems (6.1) modifizieren wir den Algorithmus von Jain und Vazirani
(siehe [3]) wie folgt:

In Phase 1 werden nicht mehr alle zu erhhenden «; und 3;; um den selben Wert gleichzeitig
erhoht, sondern sie werden jeweils um d;-Einheiten der Erhohungsrate e’ gleichzeitig erhoht.
Die Erhshungsrate e’ wird hierbei wie in Anhang B bestimmt. Eine Kante (¢, j) wird in der
modifizierten Phase 1 als bezahlt markiert, wenn o; = ¢;;d; gilt.

Ansonsten kommt es zu keiner Anderung von Phase 1. Die Phase 2 des Algorithmus wird
iiberhaupt nicht verédndert.
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Satz 6.2. Durch die Modifikation des Approximationslgorithmus von Jain und Vazirani ergibt
sich ein 3-Approximations-Algorithmus fir die Arbitrary-demands-Variante des metrischen
unkapazitierten Facility Location Problems, sofern fiir die Ldosung gilt:

coid
Tjj >0= 1]3] < Q *Bij < djcij.

Beweis: Die modifizierte Phase 1 liefert uns auf Grund der geschickten Wahl von ¢’ (siehe
Anhang B) zu jedem Zeitpunkt eine zuliissige Losung fiir (6.3). Durch die Wahl von e’ wird
niamlich sichergestellt, dass weder das Ereignis der Markierung einer Kante (i, 7) als bezahlt
noch das Ereignis der temporéiren Er6ffnung einer Facility 7 iibergangen werden kann. Werden
diese Ereignisse nicht iibergangen, so 16sen sie Handlungen aus, die sicherstellen, dass («, f3)
weiterhin zuléissig bleiben (siehe Erlduterungen in Abschnitt 4.1).

Die Phase 2, angewendet auf das Ergebnis der modifizierten Phase 1, liefert nun zusétzlich
nach Satz 5.1. eine zuléssige Losung fiir (6.1). In Phase 2 wird die duale Losung nicht verén-
dert, weshalb sie weiterhin zuléssig ist.

AuBerdem geniigen die primale und die duale Losung des modifizierten Algorithmus den dua-
len Schlupfbedingungen, da die Beweise von Lemma 5.8. und Lemma 5.9. weiterhin gelten.
Wiirden die primale und die duale Losung nun ebenfalls den relaxierten primalen Schlupf-
bedingungen mit Relaxierungsfaktor 3 geniigen, so wiirde die Behauptung aus Theorem 2.5.
folgen, da der modifizierte Algorithmus immer noch polynomiell ist.

Auf Grund dessen, dass der Beweis von Lemma 5.6. weiterhin giiltig ist, gilt:

y1>0:>25”

jeC

Mit Hilfe der Voraussetzung folgt nun, dass die Losung des modifizierten Algorithmus den
relaxierten primalen Schlupfbedingungen mit Relaxierungsfaktor 3 geniigt, weshalb aus Theo-
rem 2.5. die Behauptung folgt. O

Lemma 6.3. Bei der Lisung des modifizierten Algorithmus gilt fir alle (i,75) € E:
zij > 0= % < oaj — Bij <djcj.
Beweis: Handelt es sich bei der Kante (i, j”) € E um eine direkte Verbindung, so kann
analog zum Beweis von Lemma 5.3 gezeigt werden, dass sogar
o — By = cimjndin
gilt. Folglich bleibt nur noch zu zeigen, dass fiir jede indirekte Verbindung (i, j) € E gilt:

Cd
7”3 < o — Bij < djcyy

Dass diese Ungleichung fiir jede indirekte Verbindung (i,j) € E gilt, kann man nun aber
fast analog zu dem Beweis von Lemma 5.4 zeigen. Auf Grund der Tatsache, dass (i, ) eine
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indirekte Verbindung ist, muss nédmlich wieder eine Facility ¢/ € H existieren, die nach Phase 1
der Verbindungszeuge von j war und die in H mit ¢ eine gemeinsame Kante besitzt. Daraus
folgt mit demselben Argument wie in Lemma 5.4, dass eine Stadt j' € C existieren muss, fiir
die gilt:

Qjr > Cij/dj’ und Qi > Ci’j’dj’- (*)
Interpretiert man nun eine Erh6hung von aj; um dj als einen Fortschritt der Zeit um eine

Einheit, so gibt o = % die Zeit an, zu der die Stadt j’ in Phase 1 verbunden wurde.
J

Ist nun ¢; die Zeit, zu der die Facility ¢ temporér ertffnet wurde, so muss gelten:
ay < t;, fiir alle j' € C, die mit i eine spezielle Kante haben.

Wiirde diese Ungleichung nicht gelten, so wire j’ weiter erhcht worden, obwohl j bereits mit
einer temporir ertffneten Facility eine spezielle Kante hat. Dies kann auf Grund des Ablaufs
der Phase 1 des modifizierten Algorithmus aber nicht sein.

Da (i,7") und (¢, j") spezielle Kanten muss demnach gelten:

I3
—L < min(t;, ty).
J
Des Weiteren gilt, da i’ der Verbindungszeuge von j ist und somit «; erst aufthérte zu wachsen
als j mit ¢’ verbunden wurde::

Qj
—= >t
dj =
Daraus folgt:
(6 7] Q47
-2 Z ti/ Z min(ti,ti/) Z 7]. (**)
d; d;

Mit Hilfe von (*) und (**) ergibt sich:

cijs metrisch

(*) Qg1
Cijdj < (Ci’j + cirjr + Cij’)dj < Ci’jdj + 2-L

dj < 4 4 2%
d;

d; = 3a;.
d T4
Des Weiteren gilt, da (i,7) eine indirekte Verbindung ist:

Q5 S Cijdj'

Wire diese Ungleichung nicht erfiillt, so miisste §;; > 0 gelten, da die Losung des modifi-
zierten Algorithmus dual zuléssig ist. Damit wire aber (i,j) mit ¢ € I eine spezielle Kante,
weshalb j nicht mit ¢ indirekt verbunden sein kénnte. In diesem Fall wére néamlich in Phase 2
bei der Stadt j der Fall 1 eingetreten.

Damit gilt also insgesamt:

bzw.
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6.3. Prize-Collection-Variante

Bei der Prize-Collection-Variante des Facility Location Problems fallen fiir jede Stadt j Straf-
kosten in Hohe von p; an, falls die Stadt j nicht mit einer gedffneten Facility verbunden
wurde.

Die Modellierung der Prize-Collection-Variante und die Modifikation des Algorithmus von
Jain und Vazirani erfolgen wie bei Charikar et al. (siehe [1]) beschrieben. Als IP ergibt sich
fiir dieses Problem:

min Z CijTij + Z fiyi + Z T5Dj

i€F,jeC ieF jeC
s.t. d wytr>1 ,jecC (6.4)
i€F
Yi — 5 > 0 NVieF, jeC
I‘Z'jE{O,l} NVieF, jeC
yi €{0,1} NVieF
r; €{0,1} V5 e C.

Als duales Problem zu dem zu (6.4) gehorenden linearen Problem ergibt sich:

max E Qg

jeC
s.t. aj; — Bij < cij NieF, jeC (6.5)

Zﬁz’jﬁfi Vie F

jeC

a; < p; ,Vjedl

OszO ,Vjel

Bij >0 Vie F,jeC.

Es stellt sich wiederum die Frage, ob durch eine Modifikation des Algorithmus von Jain und
Vazirani dieses Problem approximativ gelost werden kann.

Dazu modifizieren wir im Folgenden die Phase 1 des Algorithmus von Jain und Vazirani:
Gilt ndmlich wihrend Phase 1: a;j = pj, so werden «; und die dazugehorigen 3;; mit ¢ € I
eingefroren, d. h. sie werden im weiteren Verlauf nicht mehr erhoht. Zusétzlich wird die Stadt
j als eingefroren markiert.

Erlauterung 6.4. Wiirden wir o weiterhin erhéhen, so hétten wir keine dual zuldssige
Lésung mehr, den es wiirde gelten:
a5 > py.
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Wird nun eine Facility ¢ € F temporér erdffnet, so wird zusétzlich zu den Vorgéingen aus
der urspriinglichen Phase 1 noch bei jeder eingefrorenen Stadt j, die noch nicht verbunden ist
und die eine bezahlte Kante zu ¢ besitzt, der Verbindungszeuge von j auf i gesetzt. Zusétzlich
wird in diesem Fall die Stadt j als verbunden markiert.

Die modifizierte Phase 1 terminiert, sobald keine unverbundene und nicht eingefrorene Stadt
mehr existiert. Ansonsten stimmt die modifizierte Phase 1 mit der urspriinglichen Phase 1
iiberein. Am Ende der modifizierten Phase 1 gilt nun nur noch zusétzlich fiir alle Stiadte j € C:

{ 1, falls j keinen Verbindungszeugen besitzt
r; = .

0, sonst

Gilt fiir eine Stadt j r; = 1, so wird z;; = 0 fiir alle ¢ € F' gesetzt.

Bemerkung 6.5. Bei der oben genannten modifizierten Phase 1 des Algorithmus von Jain
und Vazirani kann es dazu kommen, dass eine Stadt j € C am Ende von Phase 1 keinen
Verbindungszeugen besitzt.

Die Phase 2 des Algorithmus von Jain und Vazirani wird ebenfalls modifiziert. In Phase 2
werden jetzt nicht mehr alle Stddte betrachtet, sondern nur noch die, die nach Phase 1 einen
Verbindungszeugen besafen. Eine weitere Anderung in Phase 2 besteht darin, dass rj=1 und
x;7=0 fiir alle 7 in F' gesetzt wird, wenn eine in Phase 1 eingefrorene Stadt j als indirekt
verbunden markiert werden wiirde. Die Stadt j wird somit nicht verbunden.

Theorem 6.6. Durch die beschriebene Modifikation des Algorithmus von Jain und Vazirani
ergibt sich ein 3-Approzimations-Algorithmus fir die Prize-Collection-Variante des metri-
schen unkapazitierten Facility Location Problems.

Beweis: Auf Grund der Verdnderung des Problems kommt es auch zu einer Verénderung der
Schlupfbedingungen. Anstelle von Bedingung (3.9) muss nun fiir die Losung gelten:

Olj>0:>ZCL‘ij+Tj:1. (66)
ieF

Zusétzlich muss die Losung auch noch der folgenden Bedingung geniigen:
Ty > 0= Q5 = pj. (6.7)
Gilt nun fiir eine Stadt j € C r; = 1, so besall j entweder am Ende von Phase 1 keinen

Verbindungszeugen oder j war eingefroren und wére in Phase 2 indirekt verbunden worden.
In jedem Fall gilt fiir alle j € C:

Tj>0<:>$ij:0, Vi € F.
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Daraus folgt:
Z:L‘ij +r;=1,VjeC,
i€l
weshalb Bedingung (6.6) garantiert erfiillt ist.
Da eine Stadt nur dann am Ende nicht verbunden sein kann, wenn sie zwischenzeitlich einge-
froren war, gilt:
Ty > 0= Q5 = pj. (6.7)

Des Weiteren gilt, da a; nicht mehr erhéht wird, sobald j eingefroren wurde:
Oéj S pj.

Folglich liefert der modifizierte Algorithmus eine fiir (6.4) und (6.5) zuléssige Losung.

Lemma 5.4. gilt weiterhin, da in Phase 2 nur Stadte indirekt verbunden werden, die in Phase 1
nicht eingefroren waren. Korollar 5.7 und Lemma 5.10 gelten klarerweise ebenfalls weiterhin.
Daraus folgt nun, dass die Losung des modifizierten Algorithmus den relaxierten primalen
bzw. dualen Schlupfbedingungen mit Relaxierungsfaktor 3 bzw. 1 geniigt. Somit folgt die
Behauptung wieder aus Theorem 2.5, da die modifizierte Version weiterhin eine polynomielle
Laufzeit hat. ]

Bemerkung 6.7. Wiirden auch Stddte indirekt verbunden werden, die eingefroren waren, so
wiirde der Beweis von Lemma 5.4. nicht mehr gelten (siehe [1]).

6.4. Capacitated-Variante

Beim metrischen kapazitierten Facility Location Problem kann im Gegensatz zum metrischen
unkapazitierte Problem jede Facility nur einen bestimmten Bedarf befriedigen.

Die nachfolgende Variante wird, wie bei Jain und Vazirani beschrieben (siehe [3]), dargestellt
und gelost. Bei ihr kénnen an jedem Standort unbegrenzt viele Facilities errichtet werden.
Werden an dem Standort ¢ € F' y; Facilities ertffnet, so konnen von diesem Standort aus wu;y;
Stéddte versorgt werden.

Weiterhin muss jede Stadt mit einer Facility verbunden werden. Als IP ergibt sich somit:

min Z CijTi; + Z fiyi

i€F,jeC ieF
5.t D wy>1 ,jeC (6.8)

i€EF

Yi — zij 2 0 NVieF, jeC

uiyi—Za:ijEO , Vie F

jec

zi; € {0,1} WNVieF, jeC

yi >0 Vi e F

y €Z ,Vi € F.

Hierbei stellt die dritte Nebenbedingung sicher, dass von dem Standort ¢ aus nicht mehr als
u;y; Stadte versorgt werden.
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6. Varianten des Facility Location Problems

Bezeichnen wir mit ; die zur dritten Nebenbedingung gehorigen Dualvariablen, so ergibt sich
als duales Problem der linearen Relaxation:

max E Q;

jeC
s.t. aj — Bij — Vi < cij NieF, jeC (6.9)
wvi+ > B < fi Vie F
jeC
a; >0 ,Vjiel
Bij =0 Vie F,jeC
vi >0 ,Vi € F.

Da auf dieses Problem der Algorithmus von Jain und Vazirani nicht direkt angewendet werden
kann, betrachten wir nun einen Spezialfall des Problems (6.9). Bei diesem Spezialfall ist ~;
keine Variable mehr, sondern es gilt:

_ 3

Y= —2>0, Vi € F.
4UZ'
Das spezielle Problem lautet also:
max Z a;
jel
3 .
s.t. aj_,Bij Scij—i-flf; WNVieF, jeC (6.10)
7
1 .
Zﬁijngi Vi€ F
jeC
Q; >0 ,Vjel
Bij = 0 Vi€ F,jecC.

(6.10) ist das duale Problem der linearen Relaxation des folgenden Problems:

. 3fi fi -

man | Z (Cij + Tui)l‘@] + Z Zlyl
ieFjeC i€F

s.t. D ay>1 VjecC (6.11)
ieF
Yi — i >0 NieEF, jeC
zi; >0 VieF, jeC
yi >0 Vi€ F.
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6. Varianten des Facility Location Problems

Bei Problem (6.11) handelt es sich um ein unkapazitiertes Facility Location Problem, Folglich
kann der Algorithmus von Jain und Vazirani auf dieses Problem angewendet werden. Jedoch
lésst sich keine Aussage iiber die Giite der Losung sagen, wenn das Problem nicht metrisch ist.

Satz 6.8. Fir die vom Algom'thmus von Jain und Vazrini berechnete Losung fir (6.11) gilt:

Z (cij + ZJ+SZfZ~<3ZaJ

ieFjeC 1EF jec

Beweis: Ist das Problem (6.11) ein metrisches Problem, so folgt die Ungleichung aus Theo-
rem 5.14. Wiirde die Ungleichung némlich nicht gelten, so wiirde aus der Dualitdtstheorie
folgen, dass es sich bei dem Algorithmus von Jain und Vazirani nicht um einen Approximati-
onsalgorithmus mit Approximationsgiite 3 fiir das metrische unkapazitierte Facility Location
Problem handelt. Dies stdnde aber im Widerspruch zu Theorem 5.14.

Das Problem (6.10) ist ein metrisches Problem, denn es gilt:

3fz cijmetrisch 3fz 3f 3f 3fz’
Cij+47ui < Cij/+Ci/j/+Ci/j+Tm_ l]/+4 +Cljl+4 +c ”—1-41”’-
0
Sei nun
a [Zjec %}
Yi = " )
(2

dann gilt:

> jinC Tij

)

vi <y +

- (%)
Diese Ungleichung gilt, da z;; > 0= y; = 1.

Theorem 6.9. Bestimmen wir mit Hilfe des Algorithmus von Jain und Vazirani eine Ldsung
(x,9) fir das Problem (6.11) und wdhlen anschlieffend y wie oben angegeben, so erhalten wir
einen 4-Approximations-Algorithmus fiir das beschriebene Problem.

Beweis: Zunichst wird gezeigt, dass (x,y) eine zuldssige Losung fiir (6.8) handelt. Hierbei
ist nur zu iiberpriifen, ob
UiY; — Z x>0, Vi € F gilt.
jec
Dass alle andere Nebenbedingungen gelten, folgt ndmlich unmittelbar aus der Definition von
y; und der Tatsache, dass (x,7) eine zuldssige Losung fiir das Problem (6.11) ist.

Es gilt nun:
Tij

> jec Tij c
UilYi = Uj {Je -‘ > Uj 716 = g zij, Vi € F.
u;
Jjec

Damit handelt es sich also bei (x,y) um eine zulissige Losung fiir das Problem (6.8).
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6. Varianten des Facility Location Problems

Des Weiteren gilt:

Satz 6.8 3fi fi . 3 - Z icc Lij
32%‘ z Z (Cz’jJrfuZ)xiﬁL?’iji:‘ Z C’ijxij_"ZZfi(yi‘l‘JT)
jel ieFjeC i€EF ieFjeC iEF
(%) 3
= Z CijTij + Z fiyi-
ieF,jeC 1€EF

Also gilt:
4 4
4D a2 > egmy+ ) fwizg Y eyt ) fun
jeC i€F,jeC icF ic€F,jeC icF

Mit Hilfe dieser Ungleichung folgt die Behauptung nun aus Satz 2.4a, da der modifizierte
Algorithmus immer noch eine polynomielle Laufzeit besitzt. O

6.5. Abhdngigkeit der Eroffnungskosten von der Anzahl der versorgten Stidte

In der Realitéit sind die Er6ffnungskosten einer Facility meist nicht unabhéngig von der Anzahl
der Stidte, die diese Facility versorgt. In der Folgenden Variante des metrischen unkapazitier-
ten Facility Location Problems wird dieser Sachverhalt beriicksichtigt. Die Eroffnungskosten
von Facility ¢ sind nun gegeben durch s; + k;t;, wobei k; die Anzahl der Stddte angibt, die ¢
versorgt. Des Weiteren gilt: ¢;,s; € RT.

Folglich ergibt sich als neues IP:

min Z CijTij + Z (8i + kiti)y;

iCFjeC iEF
s.t. D wy>1 ,jeC (6.12)
i€l
yi—{L'Z'jZO NieF, jeC
inj =k VieF
jel
l’ijE{O,l} NVieF, jel
yi €1{0,1} VieF.

Setzen wirdie dritte Nebenbedingung in die Zielfunktion von (6.12) ein, so ergibt sich als neue

Zielfunktion:
min Z CijTij + Z 53y + Z Tijti
i€F,jeC ieF i€F,jeC

Hierbei wurde ausgenutzt, dass fiir die Losung des Problems gilt:

y; > 0 & Es existiert ein j € C: x5 > 0.
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6. Varianten des Facility Location Problems

Theorem 6.10. Der Algorithmus von Jain und Vazirani ist ein 3-Approzimations-Algorithmus
fir diese Variate.

Beweis: Damit wir den Algorithmus von Jain und Vazirani anwenden koénnen, miissen wir
zeigen, dass es sich bei (6.11) um ein metrisches unkapazitiertes Facility Location Problem
handelt.

Sei dazu nun:
fi=s; VieF.
Cij =cij+t, VieF,j eC.

Dann lésst sich (6.11) in ein Problem der Form (3.1) und damit in ein unkapazitiertes Facility
Location Problem mit den Verbindungskosten c;; und den Eréffnungkosten f; umschreiben.
Des Weiteren gilt:

Cij = Cij Tt < cijr + i+ cinj + cinjr < i+ g+ ciryr

Folglich ist (6.11) zusétzlich ein metrisches Problem, weshalb die Behauptung nun aus Theo-
rem 5.11 folgt. O

45



7. Fazit

7. Fazit

Wie in der Einleitung erwdhnt, wurde bisher noch kein Algorithmus gefunden, der das unka-
pazitierte Facility Location Problem in polynomieller Zeit 16st. In Kapitel 3 konnte gezeigt
werden, dass das unkapazitierte Facility Location Problem ein NP-schweres Problem ist und
somit nicht in polynomieller Zeit 16sbar ist, sofern nicht gilt: NP C P.

Eine interessante Moglichkeit zur Losung des metrischen unkapazitierten Facility Location
Problems stellt der Approximationsalgorithmus von Jain und Vagzirani dar. Er basiert auf
dem Primal-Dual-Verfahren und ist auf Grund der Interpretationsméglichkeit der Dualvaria-
blen als ,bezahlte Kosten“ sehr anschaulich. Ein weiterer Vorteil dieses Algorithmus besteht
darin, dass er in einer kurzen Laufzeit von O(m log m) eine Losung berechnet. Diese kann
jedoch bis zu 3-mal schlechter als die Optimalldsung sein. Aus der Sensitivitdtsanalyse geht
hervor, dass héufig trotz Verdnderung einzelner Daten keine komplette Neuberechnung erfor-
derlich ist, um weiterhin garantieren zu kénnen, dass die Losung zulédssig und maximal 3-mal
schlechter als die Optimallgsung ist.

Der Algorithmus von Jain und Vazirani eignet sich aulerdem auch zur approximativen Lo-
sung einiger Varianten des metrischen unkapazitierten Facility Location Problems, wie zum
Beispiel der Arbitrary-demands-Variante und der Prize-Collection-Variante. Dariiber hinaus
kann der Algorithmus von Jain und Vazirani sogar zur approximativen Losung einer Vari-
ante des metrischen unkapazitierten Facility Location Problems herangezogen werden. Der
Algorithmus von Jain und Vazirani ist somit vielseitig anwendbar.
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A. Erhéhungsrate von o im Algorithmus von Jain und Vazirani

A. Erhéhungsrate von «; im Algorithmus von Jain und Vazirani

Wiirde man den Algorithmus von Jain und Vazirani implementieren, so wiirde man wahrend
des Algorithmus die «; nicht mit der Zeit zusammen ansteigen lassen, sondern immer direkt
um einen groferen Wert erhéhen.

Im Folgenden mochten wir nun herleiten, um wie viel die zu erhdhenden «; zu jedem Zeit-
punkt maximal erhoht werden diirfen, ohne dass eines der in Phase 1 auftretenden Ereignisse
ibergangen wird. Den Wert, um den die o; zu dem jeweiligen Zeitpunkt erhoht werden diir-
fen, bezeichnen wir mit Erhchungrate e.

Die fiir die Bestimmung der Erh6hungsrate e relevanten Ereignisse sind die Markierung einer
Kante (4, 7) als bezahlt und die temporire Eroffnung einer Facility i’

Wiére nédmlich die Erh6hungsrate e der a; so hoch, dass nach der Erhéhung der o; fiir eine
unbezahlte Kante (i,j") gelten wiirde: aj; > ¢;jr, so hétten wir keine dual zuldssige Losung
mehr, da weiterhin 3;;; = 0 gelten wiirde. 3;; = 0 wiirde weiterhin gelten, da 3;; erst dann
zusammen mit o erhoht wird, wenn die Kante (¢, j) schon bereits als bezahlt markiert wurde.
Des Weiteren hétten wir auch keine dual zuldssige Losung mehr, wenn nach der gleichzeitigen
Erhohung aller a;; um e fiir eine nicht temporéar gedffnete Facility 7 gelten wiirde:

Zﬁz‘j > fi.

jec

Damit nun zu keinem Zeitpunkt das Ereignis, der Markierung einer Kante (i, j) als bezahlt,
iibergangen wird, muss e nun immer so gewéahlt werden, dass fiir alle unbezahlten Kanten
(i,7), bei denen «; erhoht wird, gilt:

(& S Cij — Oéj. (*)

Des Weiteren muss e auch zu jedem Zeitpunkt die Ungleichung

B 8 ()

jec

e<

fiir jede nicht temporir eroffnete Facility ¢ erfiillen. Bei der Ungleichung (#x) bezeichnet B;
die Menge aller Stidte, die eine bezahlte Kante zu ¢ haben, aber noch mit keiner Facility
verbunden sind. B; ist somit die Menge aller Stédte, deren Beitrag an den Erdffnungskosten
von ¢ mit der néchsten Erhohung steigt.
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B. Erh6hungsrate ¢’ bei der Arbitrary-demands-Variante

Analog zum Anhang A wird im Folgenden erldutert, wie zu jedem Zeitpunkt in der modi-
fizierten Phase 1 die Erhohungsrate ¢’ gewiihlt werden muss, so dass keines der relevanten
Ereignisse aus Phase 1 iibergangen wird.
Die hierfiir relevanten Ereignisse sind die Markierung einer Kante (i, ) € E als bezahlt und
die temporire Eroffnung einer Facility ¢/ € F.
Damit nun zu keinem Zeitpunkt das Ereignis der Markierung einer Kante (i, j) als bezahlt,
ibergangen wird, muss fiir alle unbezahlten Kanten (i, j), bei denen «; erhéht wird, gelten:
.

6/ < Cij — dfj
Wiirde diese Ungleichung fiir eine unbezahlte Kante (', j'), bei der a; erhdht wird, nicht
gelten, so wiirde nach der Erhéhung aller zu erhhenden o; und f;; fiir eine nicht-bezahlte
Kante (i, j') gelten:

ajvor Erhohung

oL = Q. + e’dj > oy + Cijdj — d
J

Inach Erhohung Jvor Erhéhung vor Erhohung

dj = Cij.

Damit zu keinem Zeitpunkt das Ereignis der Markierung einer Facilty ¢ € F' als temporér
gedffnet iibergangen wird, muss fiir jede nicht temporér gedffnete Facility i’ gelten:

1 Z
©= Zjegi/ d] (f ﬁ])

jec

Hierbei bezeichnet By die Menge aller Stiide j € C, die mit ' eine bezahlte Kante haben und
die noch nicht verbunden sind.
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