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1 Einfihrung

In dieser Arbeit werden wir uns mit dem folgenden Problem beschéftigen: Man habe m Maschinen, die n voneinander
unabhéngige Jobs erledigen sollen. Es sei dabei p;; € N die Zeit, die Maschine ¢ fiir Job j bendtigt. Unabhénig bedeutet in
diesem Zusammenhang, dass die Produktionszeiten p;; nicht voneinander abhingen. Es existieren also keine ,schnellen®
oder ,langsame“ Maschinen, die im Vergleich zu den restlichen Maschinen alle Jobs schneller bzw. langsamer erledigen.
Ziel ist es, in moglichst kurzer Zeit alle Jobs zu erledigen. Es handelt sich hierbei um ein ganzzahliges, lineares Opti-
mierungsproblem, denn Aufgabe ist es, eine Einteilung fiir die Jobs mit minimaler Produktionsdauer zu finden. Neben-
bedingungen des Problems werden sein, dass jeder Job nur einer Maschine zugeordnet werden kann, eine Deadline auf
jeder Maschine eingehalten werden muss und dass eine Maschine einen Job nur ganz oder gar nicht erledigen kann. In
Kapitel 3 werden wir dies auch mathematisch modellieren. Spéater werden wir auf Basis dieses Modells das Problem mit
Hilfe von Algorithmen ndherungsweise 16sen.

Es wird sich u.a. um einen polynomiellen Algorithmus handeln, der uns eine Losung liefert, deren Wert maximal um den
Faktor 2 schlechter ist als das Optimum. Wir werden zudem einsehen, dass man bei einer festen Anzahl von Maschinen,
also wenn m gegeben ist, das Problem vereinfacht wird und die Losung bis auf eine maximale Abweichung um den Faktor
(1 +¢) in der Zielfunktion approximiert werden kann.

Spéater werden wir noch beweisen, dass kein Algorithmus existiert, dessen Losung im Worst-Case weniger als um den
Faktor 1,5 in der Zielfunktion von der Optimallésung abweicht, wenn nicht P = N P gilt. Diese Aussage gilt aber nur,
wenn die Anzahl der Maschinen m in die Problemstellung integriert ist und steht somit nicht im Widerspruch zur vor-
herigen Aussage.

Zum Ende dieser Arbeit werden wir das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minima-
ler Laufzeit fiir eine feste Anzahl an verschiedenen Maschinenlaufzeiten untersuchen. Wir werden aber feststellen, dass
diese Einschriankung das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit nur
in wenigen Féllen vereinfacht.

Wir wenden uns nun mit einem der zentralen Begriffe dieser Arbeit zu, dem des Approximationsalgorithmus. Wir be-
trachten die Definition nur fiir Minimierungsprobleme, da es sich bei dem Problem der Einteilung unabhéngiger parallel
laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit um ein Minimierungsproblem handelt:

Definition 1.1. Sei p ein ganzzahliges Optimierungsproblem und c, der Zielfunktionswert des Optimums .
Ein Algorithmus A heifit Approximationsalgorithmus fiir ein Problem p, wenn sein ausgegebener Wert c, der Lésung
mazimal um einen Faktor € gréfier als das Optimum c, ist, also

Ca S ECp

gilt. Ein Approzimationsalgorithmus, dessen Lisung um den Faktor € grofer als das Optimum cp ist, heifft auch e-
Approximationsalgorithmus. Man nennt € die Giitegarantie eines - Approximationsalgorithmus.
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Dabei ist zu beachten, dass diese Algorithmen keine polynomielle Laufzeit und nicht als Lésung das Optimum x,, haben
miissen, sie garantieren nur eine maximale Abweichung vom Optimum ¢, in der Zielfunktion. Sie werden héufig bei
komplizierten Problemen angewandt, bei denen es keine exakten Losungsalgorithmen gibt oder jene eine extrem lange
Laufzeit haben. Das Verhalten solcher Algorithmen wird schon lange untersucht, es ist aber recht wenig tiber ihre Struk-
tur bekannt, aufgrund derer wir kleinere Abweichungen vom Optimum ¢, garantieren kénnten.

Besonders oft wurde ihr Verhalten beziiglich der Problemklasse des Erstellen eines Plans wie im Problem der Ein-
teilung unabhingiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit und der Behélterprobleme analysiert. Ein
Behélterproblem sieht wie folgt aus:

Definition 1.2. Fs sei eine feste Anzahl k € N von Behdltern der Grife b vorgegeben. Dazu gebe es n € N Gewichte mit

Masse a; mit a; <b fiiri =1,...,n. Das Behilterproblem ist nun diese Gewichte so auf die Behdilter zu verteilen, dass
keiner ,iberlauft®, also dass eine Abbildung

AL on} = {1, k}

existiert, so dass:

> ai<b Vie{l,..k}




Auf diese Art von Problemen wollen wir an dieser Stelle nicht naher eingehen.

Die Frage ist nun, wie wir fiir das ganzzahlige Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit
minimaler Laufzeit eine approximative Losung erhalten bzw. wie wir es zu einem Problem vereinfachen kénnen, des-
sen Losung wir finden konnen. Eine intuitiver Ansatz ist, die Ganzzahligkeitsbedingungen zunéchst wegzulassen und die
Losung des linearen Problems auf ein ganzzahliges Ergebnis zu runden. Darauf wird auch spéter unser Algorithmus basie-
ren. Hierbei kann es aber folgende Schwierigkeiten geben: Die so gefundene Losung kann stark vom Optimum abweichen
oder es kann sogar unmoglich sein, eine zulassige Losung des ganzzahligen Problems zu finden. Es existieren aber viele
Problemfelder z.B. in der Graphentheorie, in der diese Methode zu zuléssigen Losungen fiihrt. Auch zum Problem der
Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit beweisen wir ein Rundungstheorem, das
besagt, dass sich auf diese Art und Weise eine Losung finden l&sst.




2 Historisches

2.1 Problembeschreibung

Doch bevor wir uns ndher mit diesem Theorem beschéftigen, wollen wir aufzeigen, was bisher zum Problem der Einteilung
unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit herausgefunden wurde. Dazu stellen wir das Problem
der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit noch einmal kurz dar:

Wir haben n unabhéngige Jobs, die von m Maschinen in moglichst wenig Zeit erledigt werden sollen. Die Produktions-
zeit einer Maschine ist die Summe iiber alle ihr zugewiesenen p;; und die Gesamtproduktionszeit ist das Maximum der
einzelnen Maschinenproduktionszeiten. Wir suchen einen Plan, der uns diese minimiert. Das Problem der Einteilung unab-
héngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit wurde der Problemklasse der Einteilungsprobleme R||Cinax
zugeteilt[2]. Diese Notation bedeutet, dass keinerlei Anforderungen an die Jobs gestellt werden und die Produktionszeiten
unabhéingig voneinander sind.

2.2 Das Einteilungsproblem ohne Vereinfachungen

Nun zu dem, was bisher zu dem Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler
Laufzeit herausgefunden wurde:

Es ist ein Algorithmus bekannt, dessen Ergebnis nicht gréBer als 2/m mal das Optimum ¢, ist[3]. Wie schon erwéhnt,
finden wir einen Approximationsalgorithmus mit maximaler Abweichung um den Faktor 2. Dies ist natiirlich keine
besonders gute Approximation, deshalb hat man sich in der Vergangenheit verschiedene Vereinfachungen fiir das Problem
der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit iiberlegt:

2.3 ldentische Maschinen

So wurde zum Beispiel gefordert, dass die Produktionszeit fiir alle Jobs auf jeder Maschine gleich ist, also
P1j =P2j = ... =Dm; furalleje{l,..,n}.

Hier wurde ein Approximationsalgorithmus gefunden, dessen Losung maximal um den Faktor 2 — 1/m vom Optimum ¢,
abwich[4].
Fiir die néchsten Losungsmethoden bendtigen wir folgende Definition:

Definition 2.1. Sei p ein ganzzahliges Optimierungsproblem und c, der Zielfunktionswert des Optimums x.

a)Ein Algorithmus A zur Lésung von p heifit polynomielles Approximationsschema(PAS), falls A fiir jedes feste ¢ > 0
in polynomieller Laufzeit eine Giitegarantie von 1 + € hat.

b)Ein PAS A heifit vollpolynomielles Approximationsschema(FPAS), falls die Laufzeit von A polynomiell von der Input-
linge und 1/¢ abhingt.
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Wenn wir nun in dem Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit eine
feste Anzahl gleicher Maschinen betrachten, dann finden wir ein solches FPAS[5]. Wenn allerdings die Anzahl der Ma-
schinen zur Problemstellung gehort, ist es, auch wenn die Maschinen gleich sind, unméglich ein FPAS zu finden, wenn
nicht P=NP[6][7]. Fiir diesen Fall wurde allerdings ein PAS gefunden][8].

2.4 Verallgemeinerung durch Maschinengeschwindigkeiten

Das Problem mit gleichen Maschinen lésst sich verallgemeinern, wenn wir jeder Maschine eine Produktionsgeschwindigkeit
s; zuweisen und p;; sich durch p; /s, ergibt. Hierzu existiert ein 2-Approximationsalgorithmus[9]. Wenn die Anzahl der Ma-
schinen in diesem Fall festgehalten wird, findet man ein FPAS [10] und wenn sie in das Problem integriert ist, ein PAS[11].

2.5 Feste Anzahl von Maschinen

Fir eine feste Zahl unabhéngiger Maschinen findet man ebenfalls ein FPAS[10]. Hier werden wir ein PAS vorstellen,
dessen Laufzeit abhéingig von einem Polynom der Inputlinge, m und In(1/e) ist. Wir werden auch darauf eingehen, was
die Verbesserung an diesem PAS zu dem bereits gefundenen FPAS ist.




Allerdings existiert kein PAS fiir ¢ < 1/2, wenn die Anzahl der Maschinen zum Problem gehért. Wir zeigen spéter, dass
hieraus P = N P folgen wiirde.

Ebenfalls erwdhnenswert ist ein von Potts prasentierter 2- Approximationsalgorithmus, dessen Laufzeit polynomiell von
der Inputlinge und m™~! abhiingt. Fiir ein festes m erhalten wir also ein FPAS[12]. Die Frage ist natiirlich, was an
diesem Algorithmus besser ist als an dem zuvor gefundenen, der ebenfalls ein FPAS fiir eine feste Anzahl von Maschi-
nen liefert. Die Verbesserung ist, dass der alte Algorithmus eine Laufzeit in O(nm(nm/ E)m_l) hat, hingegen héangt die
Laufzeit des Algorithmus von Potts nur von m™ ! und einem Polynom der Inputlinge ab. Auch der Speicherplatz von
Potts Algorithmus hingt von einem Polynom der Inputlinge ab, wiihrend der des alten Algorithmus in O((nm/e)™~ 1)
liegt. Der Algorithmus bringt also auch erhebliche Verbesserungen fiir die Laufzeit und den Speicherplatz, fir den Fall,
dass m zur Probleminstanz gehort.

Dieser Algorithmus basiert auf dem Ansatz der Linearisierung des ganzzahligen Problems. Wir werden diesen Ansatz
im néchsten Kapitel durch ein Rundungstheorem vertiefen, und auf dessen Basis einen Algorithmus prasentieren, dessen
Laufzeit nicht mehr exponentiell von m abhéngt.

2.6 Der Spezialfall m = 2

Nun kurz zu dem Spezialfall, wenn nur 2 Maschinen vorhanden sind. Hier wurde ein 3/2-Approximationsalgorithmus
gefunden[12], und dieser wurde zu einem PAS eweitert[13]. Wir werden im nichsten Kapitel das Rundungstheorem
vorstellen, mit dem man aus der Losung des linearen Problems durch Runden in polynomieller Zeit eine ganzzahlige
Losung erhalten kann.




3 Ein Rundungstheorem

Wir kommen nun zu dem ersten zentralen Theorem dieser Arbeit. Auf ihm wird spéter der Algorithmus basieren. Es
besagt, dass wir Ecken eines Polyeders, das durch die Bedingungen eines linearen Problems bestimmt wird, zu einer
Losung eines sehr d&hnlichen ganzzahligen Problems runden kénnen.

Dazu fiithren wir ein paar Variablen ein: Seien J;(t) die Menge von Jobs, fiir die Maschine ¢ nicht langer als ¢ Zeiteinheiten
benotigt. Analog sei M;(t) die Menge von Maschinen, die Job j in weniger als ¢ Zeiteinheiten bearbeitet. Zudem habe
jede Maschine ¢ ihre Deadline d;, zu der jeder Job vollendet sein muss. Wir betrachten das folgende Problem:

Theorem 3.1. (Das Rundungstheorem,)
Sei P = (pi;) € N™*" d = (dy,...,dy,) € N™ und t € N. Wenn das lineare Problem LP(P,dt) gegeben durch

> oay=1 fir j=1,..n

iEMj(t)

Z DijTij < dl fllT' 1= L...,m
jetli(t)

xy; >0 fur jeJi(t),i=1,...,m

eine zuldssige Losung besitzt, dann kann jede Ecke T dieses Polyeders zu einer zuldssigen Losung T des ganzzahligen
Problems GP(P,d,t), gegeben durch

Y owy=1 fir j=1,...n

iEMJ’(t)

N pywi <di+t fir i=1,.n
JEJ;(t)

xi; €{0,1}  fur j € Ji(t) undalle i € {1,...,m},
gerundet werden und dieses Runden geschieht in polynomieller Zeit.

Bevor wir dieses Theorem beweisen werden, méchten wir kurz den Zusammenhang zwischen dem Problem der Einteilung
unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit und den Bedingungen des ganzzahligen Problems
kléren.

Die erste Bedingung bedeutet, dass jeder Job von genau einer Maschine erledigt wird.

Die zweite Nebenbedingung gibt eine obere Schranke fiir die Maschinenlaufzeiten vor. Wir werden spéter Entscheidungs-
probleme betrachten, ob eine Einteilung mit Laufzeit kleiner gleich k € N existiert und dazu ist diese Bedingung sehr
hilfreich.

Die dritte Bedingung bedeutet einfach nur, dass ein Job von einer Maschine erledigt werden kann oder nicht und eine
Maschine keine halben oder dreiviertel Jobs vollbringt.

Dieses ganzzahlige Problem ist die Modellierung des Problems der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen
mit minimaler Laufzeit sowie gegebener Deadline. Doch nun kommen wir zum Beweis des Rundungstheorems:

Beweis. Schritt 1: Eckenbeschreibung im LP

Sei v die Anzahl der Variablen im LP(P,J:t). Dann ist das Polyeder durch m (Bedingung 1)+n (Bedingung 2)+v
(Variablen grofier gleich 0) Bedingungen beschrieben und liegt im Einheitswiirfel(Bedingung 1). Ecken & dieses Polyeders
sind u.a. die Einheitsvektoren, fiir die p;; < d; gilt.

Jede Ecke & wird von v unabhéngigen Zeilen der Nebenbedingungsmatrix beschrieben, die mit Gleichheit erfillt sein
missen. Es haben also fiir jede Ecke & hochstens m + n Variablen einen Wert ungleich 0.

Um dies einzusehen, initialisieren wir den Simplex-Algorithmus. Wir miissen also zunédchst die m Ungleichungen der
zweiten Nebenbedingung auf Gleichheit bringen und fiihren dazu m Schlupfvariablen y; ein. Wir haben jetzt als Neben-
bedingungsmatrix eine (v +m) X (n+m) Matrix. Eine Ecke wird von einer quadratischen Matrix beschrieben, wir setzen
also v +m — (n+m) Variablen auf 0, also sind hochstens n +m Variablen ungleich 0. Angenommen, alle auf 0 gesetzten
Variablen wiren keine Schlupfvariablen, dann haben wir durch die Vorzeichenbeschrinkung von x;; und Nebenbedingung
1v+m—(n+m)+n = v Gleichungen, die unsere Ecke beschreiben. Wenn wir nun noch Schlupfvariablen y; auf 0 setzen
miissen, haben wir eine nicht 0-Variable z;; mehr, also eine Gleichung in der Vorzeichenbeschrinkung weniger, allerdings
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wére eine Nebenbedingung 2 mit Gleichheit erfiillt, da der Schlupf y; 0 ist. Somit haben wir immer v Gleichungen, die
unsere Ecke beschreiben.

Schritt 2: Beschreibung des Problems durch einen Graphen

Wir schreiben in die Matrix P zeilenweise die Zeit, die Maschine ¢ fiir die Jobs j bendtigt, also
P= (p”) e N™mxm,

Fiir jede zuléssige Losung x des LP (P,J:t) stellen wir das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Ma-
schinen mit minimaler Laufzeit als bipartiten Graph

G(z) = (M, J, E)
dar.
M :={1,..,m}
sind die Maschinenknoten,
J:={1,..n}

die Jobknoten, und die Kanten seien definiert durch

E = {(i,j)|zi; >0} .

G(z), der Graph zu einer Ecke Z, hat nicht mehr Kanten als Knoten, da hochstens m + n Variablen nicht 0 waren. Um
fortzufahren, benotigen wir folgende Definition:

Definition 3.1. Sei G=(V,E) ein Graph. G heifit Pseudowald, wenn jede Zusammenhangskomponente von G héchstens
einen Kreis enthdlt.

[14]
Wir zeigen nun, dass G(Z) ein Pseudowald ist. Sei dazu C eine Zusammenhangskomponente von G(Z). Seien M¢ und
Jo die Maschinen und Jobs in C und
To = {Cf”|l € M¢o,j € Jc} .

Die restlichen Komponenten von Z nennen wir Zs. Der Einfachheit halber sei Z = (Z¢, Z5). Sei Po die Matrix, in der
die Produktionszeiten der Maschinen in M fir die Jobs aus Jo stehen. cfc seien die Deadlines fiir die Maschinen aus
Me.

Wir zeigen zunéchst, dass Z¢ eine Ecke des Polyeders, das durch das LP(P¢, CZC, t) beschrieben wird, ist. Angenommen,
dies wére nicht der Fall. Dann existieren y1,y2 € LP(Pc, d}v, t), so dass

o =1/2(y1 +y2).
Dann gelte aber

was allerdings ein Widerspruch dazu ist, dass T eine Ecke ist.

Da nun Z¢ eine Ecke ist, hat G(Z¢) nicht mehr Kanten als Knoten und da C zusammenhéngend ist, haben wir einen
Baum oder einen Baum mit zusétzlicher Kante. Denn als einzige Moglichkeit haben wir entweder eine Kante weniger als
Knoten oder genauso viele Knoten wie Kanten, da C zusammenhéngend ist. Also enthélt C hochstens einen Kreis und
G(Z) ist somit ein Pseudowald.

Schritt 3: Das Runden durch Paaren im Graphen

Wir benutzen dies jetzt, um die Ecke Z zu runden. Wir untersuchen nun jede Kante, fiir die gilt:
.f?ij =1.

Fiir diese Kanten setzen wir einfach 7;; = 1. Diese Kanten gehéren aufgrund der Bedingung 1 zu den Jobknoten vom
Grad 1. Wenn wir diese Kanten und Knoten léschen, erhalten wir also einen Pseudowald G’(Z), dessen Jobknoten min-
destens Grad 2 haben.




Der Beweis motiviert zu folgender Definition:

Definition 3.2. Eine Menge M unabhdngiger Kanten in einem Graphen G=(V,E) nennt man Paarung. Unabhdingig
bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Kanten keine gemeinsamen inzidenten Knoten haben.

[15]

Wir beweisen, dass die Jobknoten in G’(Z) von einer Paarung iiberdeckt werden. (D.h. jeder Jobknoten ist zu einer
Kante aus der Paarung inzident). Fiir jeden Baum in G’(Z), betrachte jeden Knoten im Baum als Wurzel, und paare
jeden Knoten mit einem seiner Kinder. Jeder Jobknoten hat mindestens ein Kind und jeder Knoten hat hiochstens einen
Vaterknoten, da G’(Z) ein Baum ist, also ist keine Maschine mit mehr als einem Job verbunden.

Fiir jede Komponente mit einem Kreis, nehmen wir abwechselnd die Kanten aus dem Kreis in die Paarung. Dies ist
moglich, weil der Kreis gerade Linge hat, da G'(&) bipartit ist. Wenn wir nun die Kanten des Kreises 16schen, erhalten
wir verschiedene Bdume mit den Knoten des Kreises als Wurzeln. Jeden Jobknoten, der noch nicht in der Paarung ist,
paaren wir mit einem seiner Kinder. Also haben wir eine Paarung gefunden.

Wenn jetzt (4,7) in der Paarung ist, setzen wir

fij =1.
Die restlichen Z;; setzen wir auf 0.

Schritt 4: Uberpriifen, ob T wirklich Losung des GP ist

Dies ist aus folgenden Griinden eine Losung des GP(P, d_; t): Jeder Job ist genau einer Maschine zugeordnet, also gilt:

Z Ty, =1 fir j=1,..,n
iGMj(t)
Fiir jede Maschine i gibt es hochstens ein Job, so dass Z;; < T;; = 1 und da p;; < ?, erhalten wir:
Z pijfij < Z pijfiij +t< dl +t fir: = L..,m
JeJi(t) JeJ;i(t)
Die erste Ungleichung folgt aus:
t— Y Py —Ey) Zt—t Y Ty =y =t(1— Y Ty —&y) 20,
JEJ;(t) JE€J;(%) JE€J;(t)

dies gilt, da £ > 0 ist und

Soom— Y, @ <1

J€J;i(t) JEJ;(t)
N——
<1 >0

Somit ist T eine zuldssige Losung des GP(P,J:t). Das Suchen von Ecken sowie das Paaren des Graphen geschieht in
polynomieller Zeit, also ist die Behauptung bewiesen. O

Aus diesem Theorem erhalten wir verschiedene Ergebnisse, auf die wir im néchsten Kapitel eingehen werden.




4 Der Approximationsalgorithmus

4.1 Der Approximationsalgorithmus fir den allgemeinen Fall

Wir finden mit dem Rundungstheorem einen 2- Approximationsalgorithmus. Wir werden dazu in diesem Kapitel den
Begriff des p - relaxierten Entscheidungsproblems einfithren. Spéter werden wir herausfinden, dass ein p- Approxima-
tionsalgorithmus fiir das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit
existiert, wenn sich das Problem in ein solches p- relaxiertes Entscheidungsproblem umschreiben lédsst. Dies vereinfacht
uns das Finden eines 2- Approximationsalgorithmus, denn wir miissen nur die Frage, ob eine Losung fir das ganzzahlige
Problem aus dem vorherigen Kapitel existiert, in ein 2- relaxiertes Entscheidungsproblem umschreiben.

Beginnen wir also mit folgender Definition:

Definition 4.1. Seien die Matrizx P € N™*™ und der Vektor d € N™ gegeben.
a) Die Ausgabe eines Entscheidungsproblems ist ,ja“ oder ,nein® z. B. zu der Frage,e ob ein Vektor x € R™ existiert,
so dass

Px <d

b)Ein p- relaxiertes Entscheidungsproblem hat als Ausgabe ,fast* oder ,nein®, genauer ist die Ausgabe entweder ,nein*
dann existiert keine Einteilung x, so dass Px < d oder man erhalt eine Finteilung x, so dass

Px <pd fireinp>1

Wir kommen nun zu folgender Aussage:

Lemma 4.1. Wenn ein p- elaxiertes Entscheidungsproblem zum Problem der Finteilung unabhdngiger parallel laufender
Maschinen mit minimaler Laufzeit existiert, dann existiert ein polynomieller p- Approximationsalgorithmus fir dieses
Problem.

Beweis. Schritt 1: Startschranken fiir eine Binirsuche nach der Optimallosung

Fiir ein gegebenes P konstruieren wir folgenden Plan: Wir ordnen jeden Job der Maschine zu, auf der er am schnellsten
erledigt wird. Wenn die Laufzeit fiir diesen Plan o betrégt, dann ist o eine obere Schranke fir das Optimum, da es sich
um ein Minimierungsproblem handelt und jede zuldssige Losung eine obere Schranke fiir das Optimum ist. o/m ist eine
untere Schranke .

Dies erhalten wir mit folgender Argumentation: Im schlechtesten Fall werden alle Jobs von einer Maschine erledigt.
Wenn wir nun dies auf alle Maschinen gleichméBig aufteilen, betrigt die Produktionszeit o/m. Wir erhalten somit eine
durchschnittliche Produktionszeit auf jeder Maschine, die dann genauso schnell arbeiten miissten, wie die schnellste und
haben somit eine untere Schranke fiir das Optimum.

Schritt 2: Die Binarsuche

Mit diesen Schranken starten wir jetzt eine bindre Suche und setzen d = (d,...,d)T

oberen Schranke o und unteren Schranke v« auf

€ N™ anhand der jeweiligen

d:=|1/2(o4u)].

Auf dieses d = (d,...,d)T wenden wir das p-relaxierte Entscheidungsproblem an. Wenn wir ,fast* als Antwort erhalten,
setzen wir o auf d, denn das Problem Pz < pcf besitzt eine zulissige Losung, also ist d grofier als das Optimum und somit
eine obere Schranke. Sonst setzen wir u auf d + 1, was aufgrund der Ganzzahligkeit der Produktionszeiten eine untere
Schranke fiir das Optimum ist. Irgendwann stimmen obere und untere Grenze iiberein, denn die Binérsuche terminiert,
und somit ist die Optimallosung gefunden.

Der Algorithmus lduft klarerweise in polynomieller Zeit, denn nach k Iterationen haben wir eine Abweichung von 2%
vom Optimum. O
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Mit dem Rundungstheorem und dem vorhergehenden Lemma kommen wir zu folgender Aussage:

Theorem 4.1. FEs existiert ein polynomieller 2- Approximationsalgorithmus fiir das Problem der Finteilung unabhdngiger
parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit.

Beweis. Nach dem obigen Lemma geniigt es zu zeigen, dass ein 2-relaxiertes Entscheidungsproblem existiert. Seien also
P und d gegeben. Wir wenden nun das Rundungstheorem aus dem vorherigen Kapitel mit

di=de=..=d,=t=d

an. Wenn das LP(P,CZt) l6sbar ist, erhalten wir eine zulédssige Losung. Die Losung des Problems ist also nicht leer, wir
finden also in polynomieller Zeit eine Ecke Z[16][17]. Die gerundete Losung T des GP(Rdjt) kann als Maschineneinteilung
fiir das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit gesehen werden. Wir
weisen einfach einer Maschine einen Job zu, wenn Z;; = 1 und sonst nicht.

Wenn wir keine Ecke finden, ist das LP nicht 16sbar, wir haben also eine ,Nein“-Instanz. Wir haben also ein 2-relaxiertes
Entscheidungsproblem konstruiert. O

Wir haben also einen 2- Approximationsalgorithmus fiir das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender
Maschinen mit minimaler Laufzeit gefunden. Wir werden nun skizzieren, wie dieser Algorithmus arbeitet und dazu
noch einen Pseudocode fiir den Algorithmus aufstellen. Danach werden anhand eines Beispielswir feststellen, dass die
Abweichung in der Zielfunktion im Worst-Case nicht kleiner als der Faktor 2 ist.

Es seien (P, d) gegeben. Um festzustellen, ob d wirklich die Optimallésung fiir das Problem der Einteilung unabhéingiger
parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit ist, fithren wir die in Lemma 1 beschriebene Bindrsuche durch und
setzen dann d gleich der Optimallésung.

Wir betrachten dann das lineare Problem LP(P, cz; t), wobei wir t = d; = dy = ... = d,;, = d setzen. Zu diesem linearen
Problem finden wir in polynomieller Zeit eine Ecke &, wenn das Problem zulassige Losungen besitzt[16][17]. Diese Ecke
Z konnen wir in polynomieller Zeit zu einer Losung T des ganzzahligen Problems GP(P, CZ, t) runden. Da t + d; = 2d
fir alle 4 = 1, ..., m gilt, finden wir eine Maschineneinteilung mit Laufzeit von héchstens 2d Zeiteinheiten. Die Einteilung
erhilt man dadurch, in dem man fiir Z;; = 1 den Job j der Maschine i zuordnet und fiir Z;; = 0 nicht.

In einem Pseudocode sieht der Algorithmus wie folgt aus:

1: Input:;

2: n Anzahl der Jobs;

3: P €™*™ Produktionszeiten;

4: d Deadline;

5. Gehe zu Zeile 8;

6: {Schritt 1:};

7. Starte Bindrsuche mit oberer Schranke o= Dauer des Plans, wo jeder Job der Maschine zugewiesen wird, die ihn am

schnellsten erledigt und untere Schranke u = o/m;

8: repeat

9: if x existiert, so dass gilt: Px < d then
10: Setze 0 = d;
11: Setze d =1/2 o+ ul;
12:  else
13: Setze u = d + 1;
14: Setze d = 1/2 o+ ul;
15:  end if

16: untilo =u =d

17: Gehe zu Zeile 20;

18: {Schritt 2:};

19: Betrachte LP(P,d,t) mit d =dy =dy = ... = d,, = t;

20: Suche z.B. mit Hilfe Simplex-Algorithmus Ecke & von LP(P,d,t);
21: Gehe zu Zeile 24;

22: {Schritt 3:};

23: & runden zu Lésung T von GP(P,d, t) mit Theorem 3.1;

24: mit Eintrdgen 7;; = 0, d.h. Maschine i erledigt Job j nicht, Z;; = 1, d.h. Maschine i erledigt Job j;
25: Output:;

26: Einteilung, die hochstens ¢t + d = 2d Zeiteinheiten bendtigt;

Wir werden im folgenden Beispiel feststellen, dass die Wahl der Ecke & entscheidend fiir die Abweichung vom Optimum
ist.
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Beispiel 4.1. a)Es gebe m? —m+1 Jobs und m gleiche Maschinen. Der erste Job bendtige m Zeiteinheiten, die restlichen
eine Zeiteinheit.

Wir diberlegen uns folgende Einteilung: Der erste Job wird von einer Maschine erledigt, die restlichen Jobs werden
gleichmapig auf die anderen Maschinen verteilt. Die Produktionszeit betrdgt

m? —m _
g =™
Dies ist die Optimallosung fir dieses Problem, da jede Maschine durchgédngig produziert.

Wenn wir allerdings unseren oben gefundenen Algorithmus darauf anwenden, finden wir fiir kein d < m eine Losung des
LP(P,d,t). Wenn d =m und t =m — 1, gehdren zu J;(t) auf jeder Maschine alle Jobs aufer dem ersten und M;(t) ist

fiir den ersten Job leer, fir die anderen Jobs gehiren alle Maschinen zu dieser Menge.

Wir diberlegen uns folgenden Plan, der eine zuldssige Losung des LP(P,J;t) ist: Zu jeder Maschine seien m — 1 Jobs,
die eine Zeiteinheit bendtigen, zugewiesen. Der Job der m Zeiteinheiten bendtigt, wird auf alle Maschinen aufgeteilt, es
gilt also fiir diesen Job x;; = 1/m fiir alle i. Die restlichen Jobs verteilen wir gleichmdifig auf die anderen Maschinen,

erhalten also fir sie eine Laufzeit von

m2—-—m+1-—m

— =m—-1
m—1

Zeiteinheiten.

Diese Finteilung beschreibt eine Ecke des Polyeders, denn sie wird durch

n(Bedingung 1)+ v — n(Variablen=0) = v

Gleichungen beschrieben. Sie kann also in polynomieller Zeit zu einer Lisung des ganzzahligen Problems gerundet wer-
den(Theorem 3.1). Die gerundete Losung gibt uns dann eine Maschineneinteilung, in dem wir den Job j der Maschine i
zuordnen, wenn x;; = 1 und sonst nicht. Die Laufzeit hiervon ist allerdings 2m —1, denn eine Maschine erledigt den Job,
der m Zeiteinheiten bendtigt und noch m — 1 Jobs, die eine Zeiteinheit bendtigen. Die Abweichung von der optimalen
Laufzeit m — 1 resultiert hier nicht aus dem Runden der Ecke, sondern aus der Wahl der Ecke.

b)Sogar wenn wir m = 2 und somit n = 3 setzen, ist keine bessere Worstcase-Schranke zu erreichen. Wir setzen

3q+2
p— (! ¢ oz
qg q+1 q+1
Die Optimallosung hat Laufzeit g+ 1, die ersten beiden Jobs ordnen wir Maschine 1 zu, den letzten Maschine 2. Wenn die
Laufzeit kleiner ¢ + 1 wdre, kinnten Job 2 und 3 nicht von Maschine 2 erledigt werden, die Summe der beiden Laufzeiten

ist aber bei Maschine 1 grofier als g + 1.
Wenn wir nun in unserem LP(P, d, t) d := q+ 1 setzen, kénnte die Ecke & z.B. so aussehen:

0 2q+1 2q+1
~ o 2q+2 2q+2
7= 20+2) q

2q+2 2q+2

Job 1 wird also Maschine 2 zugeordnet, die Jobs 2 und 3 diirfen beiden zugeordnet werden, allerdings diirfen wegen
Bedingung 1 des LP nicht beide Jobs zu einer Maschine gehdren. Da beide Jobs in Maschine 2 eine Laufzeit von q + 1
haben, erhalten wir eine Gesamtlaufzeit von 2q + 1, wenn wir einen von beiden Maschine 2 zuweisen.

Wenn wir beide Maschine 1 zuweisen erhalten wir als Gesamtlaufzeit q + % und sind fast optimal, diese Zuteilung ist

aber aus oben genannten Grinden keine zulissige Losung des LP(P, CZ: t).

4.2 Ein PAS fir das Laufzeiten Problem mit einer festen Anzahl von Maschinen

Wir kénnen, wie bereits in der Einleitung erwéhnt, das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen
mit minimaler Laufzeit vereinfachen, indem wir nur eine feste Anzahl von Maschinen betrachten. Genauer erhalten wir
folgendes Theorem:

Theorem 4.2. Sei m € N. Dann ezistiert eine Familie A. von Algorithmen, derart, dass fir jedes € > 0 A. ein (14 ¢€)-
Approximationsalgorithmus fiir das Problem der Einteilung m unabhdingiger parallel laufender Maschinen mit minimaler
Laufzeit ist, dessen obere Schranke der Laufzeit ein Polynom der Inputlinge ist und dessen Speicherplatz durch ein
Polynom abhingig von m, In(1/e) und der Inputlinge beschrinkt ist.
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Beweis. Schritt 1: Klassifizierung der Jobs

Wir wenden wiederum das vorherige Lemma an und miissen nun ein (14 ¢)-relaxiertes Entscheidungsproblem finden. Fiir
gegebene P und d klassifizieren wir die Jobs. Wir nennen sie ,kurz“ bzw. ,lang“, je nachdem, ob ihre Produktionsdauer
auf der jeweiligen Maschine groBer oder kleiner ed ist. Keine Maschine kann also mehr als 1/  lange® Jobs vor Ablauf
von d erledigen. Es gibt also maximal (n + l)m/ ¢ verschiedene Einteilungen, denn jeder Maschine kénnen 0 bis n Jobs
zugewiesen werden, man hat also fiir jede Maschine n + 1 Mdglichkeiten und es gibt m /e Plitze, denn jeder Maschine
kénnen maximal 1/¢ ,lange* Jobs zugewiesen werden und es gibt m Maschinen.

Schritt 2: Anwenden des Rundungstheorems

Wenn das lineare Problem aus Theorem 3.1 eine zuldssige Losung besitzt, gibt es auch eine Losung fiir die ,langen*
Jobs (deren Menge auch leer sein kann). Wenn eine Maschine i fiir diese Jobs die Zeit ¢; bendtigt, dann hat sie fir die
restlichen Jobs d; = d — t; Zeit. Wir setzen nun t = &ed, das LP(P,CZ:t) muss immer noch eine Losung besitzen, und
wenden das Rundungstheorem an. Dies liefert uns eine Losung fiir die kurzen Jobs, mit maximaler Dauer d — t; + &d.
Insgesamt erhalten wir also

d—t;+ed+t; =(1+e)d.

Also rechnen wir dies fiir alle Kombinationen von ,langen“ Jobs auf jeder Maschine durch, von denen es maximal
(n+ 1)m/ € gibt, die Laufzeit ist also hierdurch beschrankt, wenden das Rundungstheorem an, die Laufzeit des Rundens
war polynomiell, und erhalten so die Lésung.

Wir haben also entweder eine ,nein“-Instanz oder eine Laufzeit von maximal (1—¢)d. Also haben wir eine (1+-¢)-relaxierte
Entscheidung gefunden, und somit ist die Behauptung bewiesen. O

Wir finden also ein PAS fiir eine feste Anzahl von Maschinen, dessen Laufzeit allerdings von (n + 1)™/¢ abhiingt und
das deswegen kein FPAS ist. Die Frage ist natiirlich, was die Verbesserung zu dem bereits gefundenen FPAS ist[10]: Der
Speicherplatz, den dieser Algorithmus benétigt, ist beschrinkt durch ein Polynom abhénigig von m, In(1/¢) und der
Inputlinge. Der Platz fiir das alte FPAS ist beschrinkt durch (nm/e)™.

Wir werden nun anhand eines Beispiels die Arbeitsweise des PAS veranschaulichen.

Beispiel 4.2. Wir betrachten wieder die Probleminstanz aus dem oberen Beispiel mit ¢ = 3, also m =2, n =3 und

_(t 3 7
P‘(344>'

Wir setzen d = 4, was auch gleichzeitig die Optimallésung ist und € = %. Zu Maschine 1 existiert also ein ,langer® Job,
auf Maschine 2 sind alle Jobs ,lang® Wir setzen nun t = 3 = ed und runden mit Theorem 3.1 die Ecke

- _ (0 % 7>
= § §.
(1 5 8
Den auf ,,Maschine“ 1 kurzen Job 1 weisen wir Maschine 1 nicht zu, somit wird er Maschine 2 zugeordnet. Maschine
1 weisen wir den bzgl. dieser Maschine ,kurzen“ Job 8 zu. Da Job 1 nicht Maschine 1 zugewiesen wird, weisen wir thn
automatisch Maschine 2 zu. Bislang hat Maschine 1 eine Laufzeit 1—71 und Maschine 2 die Laufzeit 3. Als letztes testen
wir, welcher Maschine Job 2 zugewiesen wird, damit die Produktion méglichst schnell zu Ende ist. Hierbei stellt sich

heraus, diesen Job Maschine 1 zuzuweisen. Die Gesamtproduktionszeit betrdgt also 1—71 + 3 = 4,57, was auf jeden Fall
kleiner als (1 +¢€)d = 7 ist.

In diesem Kapitel haben wir gesehen, wie gut wir die Losung des GP(P,ait), was dem Problem der Einteilung unab-
héngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit entspricht, approximieren kénnen, je nachdem, ob die
Maschinenanzahl zur Problemstellung gehort oder nicht. Im néchsten Kapitel werden wir einsehen, dass die Abweichung
im Worst-Case nicht mehr viel geringer werden kann.
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5 Grenzen der Approximation

Im vorherigen Kapitel haben wir einen 2- Approximationsalgorithmus fiir das Problem der Einteilung unabhéngiger
parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit gefunden. In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass es nicht viel
bessere Algorithmen geben kann, genauer ist der beste mogliche Approximationsalgorithmus ein 3/2- Approximations-
algorithmus. Gebe es einen besseren Approximationsalgorithmus, wiirde daraus P=NP folgen.

Wir werden dies anhand zweier Theoreme zeigen, die zur Aussage haben, dass das Entscheidungsproblem, ob die Laufzeit
im Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit kleiner gleich 3 bzw. 2
ist, in NP-vollstdandig liegt. Dazu miissen wir das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit
minimaler Laufzeit auf das 3-dimensionale Paarungsproblem reduzieren, das wie folgt aussieht:

Definition 5.1. Das 3-dimensionale Paarungsproblem ist ein Entscheidungsproblem mit folgendem Input:
FEs seien disjunkte Mengen A = {a1,...,a,}, B := {b1,....,bn} und C := {c1,...,cn} gegeben. Zudem existiere eine
Familie F := {T1,...T,,} von Tripeln mit

ITiNA =|T;NB|=|T,nCl=1 firi=1,..m

Die Frage ist, ob F eine Teilfamile F” mit |F'| = n besitzt, so dass gilt:

U T,=AUBUC

TiEF/

Wir miissen also aus einer Uberdeckung eine Teiliiberdeckung finden, so dass kein Element aus AU B U C in 2 Tri-
peln enhalten ist. Von diesem Problem wurde bereits gezeigt, dass es in NP-vollstindig liegt, woraus wir spiter die
NP-Vollstandigkeit unseres Einteilungsproblems schlieflen kénnen.

Ein kleines Beispiel hierzu wére:

A=1{1,2,3}; B={4,5,6}; C ={7,8,9} und F={1,4,7}; {1,6,9}; {2,5,8}; {2,4,7}; {3,6,9}; {3,5,8}. F’ wire in
diesem Fall z.B.:{1,4,7}; {2,5,8}; {3,6,9}.

Im nachfolgenden Theorem werden wir den Bezug zwischen diesem Problem und dem Problem der Einteilung unabhén-
giger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit und gegebener Deadline herstellen.

Theorem 5.1. Fiir das Problem der Einteilung unabhdngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit ist die
Frage, ob ein Plan mit Laufzeit kleiner gleich 3 existiert, in NP-vollstindig.

Beweis. Schritt 1: Der Bezug zwischen unserem Problem und dem 3-dimensionalen Paarungsproblem

Sei eine Instanz fiir das obige Problem gegeben, wir konstruieren daraus eine Instanz fiir das Problem der Eintei-
lung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit mit m Maschinen und 2n + m Jobs. Maschine
i gehore zum Tripel T;. Dann gibt es 3n Jobs, die der Menge A U B U C' zugeordnet sind. Es gibt also noch m — n iib-
rige Jobs. (Wenn m<n, konstruieren wir eine einfache Nein-Instanz fir das Einteilungsproblem). Maschine i des Tripels
T; = (a;,bg,c;) kann jeden Job zu aj, by und ¢; in einer Zeiteinheit erledigen, jeden anderen in 3 Zeiteinheiten. Die
itbrigen m — n Jobs bendtigen also 3 Zeiteinheiten auf jeder Maschine.

Schritt 2: Paarung existiert < Einteilung zu unserem Problem existiert

Wir zeigen also jetzt, dass ein Plan mit Laufzeit 3 genau dann existiert, wenn eine 3-dimensionale Paarung existiert.

“ <= “: Es existiere eine Paarung. Fir jedes Tripel T; = (a;, by, ¢;) haben wir also 3 Jobs a;, by und ¢;, die in unserem
Plan zur Maschine ¢ eingeteilt werden. Also werden 3n Jobs von den zugehorigen n Maschinen produziert. Die m — n
iibrigen Jobs gehoren zu Triples auflerhalb der Paarung und werden von den m — n {ibrigen Maschinen erledigt.

“ = “ Es existiere eine Einteilung. Jeder von den m — n iibrigen Jobs benotigt drei Zeiteinheiten auf jeder Maschine,
also produzieren m — n Maschinen jeweils einen der iibrigen Jobs. Die restlichen n Maschinen produzieren 3n Jobs,
fiir die sie jeweils eine Zeiteinheit bendtigen. Jeder der drei Jobs auf einer Maschine gehért also zu einem Element im
Maschinentripel, darin kommt jedes Element einmal vor, also ergibt sich aus den n Maschinen, die keinen der iibrigen
Jobs produzieren, eine Paarung. O

Mit diesem Theorem erhalten wir die erste Worstcase-Schranke fiir einen Approximationsalgorithmus:

Korollar 5.1. Fiir jedes p < % existiert kein p-Approrimationsalgorithmus fiir das Problem der Einteilung unabhdngiger
parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit, wenn nicht P=NP.
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Begriindung: Wenn ein p-Approximationsalgorithmus mit p < % existieren wiirde, konnten wir in polynomieller Zeit

entscheiden, ob fiir d = 3 und p = 1,1 z.B. eine zuldssige Losung Z des LP(P,,t)
Pz <pd=3,3

existiert, was aber aufgrund der Ganzzahligkeit der Produktionszeiten das gleiche Problem wie Px < 3 ist. Somit hétten
wir ein Problem in NP-vollstéandig in polynomieller Zeit gelost, woraus P=NP folgen wiirden.

Also haben wir gezeigt, dass es keinen besseren Approximationsalgorithmus als einen 4/3-Approximationsalgorithmus
gibt. Wir konnen dieses Resultat mit Hilfe des folgenden Theorems noch verstérken:

Theorem 5.2. Fir das Problem der Finteilung unabhdngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit ist die
Frage, ob ein Plan mit Laufzeit kleiner gleich 2 existiert, in NP-vollstindig.

Beweis. Schritt 1: Der Bezug zwischen unserem Problem und dem 3-dimensionalen Paarungsproblem

Wir beweisen dies wieder mit dem 3-dimensionalen Paarungsproblem. Wir nennen Triples, die a; enthalten, Tripel
vom Typ j. Sei ¢; die Anzahl der Triples vom Typ j fiir j = 1,...,n. Wie im vorherigen Beweis gehért Maschine ¢ zum
Tripel T; fiir ¢ = 1, ..., m. Es gibt nun 2n Jobs, die den Elementen aus B U C zugewiesen sind. Es gibt ¢; — 1 tibrige Jobs
fir j = 1,..n, der zu a; gehérige Job wird einer der ¢; Maschinen, die zu dem Tripel des Typs j gehoren, zugewiesen
und es bleiben somit ¢; — 1 Jobs iibrig. (Es gibt also insgesamt wieder m — n {ibrige Jobs, denn es gibt m Maschinen-
tripel, die auf n Jobtripel aufgeteilt sind, also bleiben m — n Jobs iibrig.) Maschine i gehore zu einem Tripel vom Typ
J,2.B.T; = (a;, by, ¢;). Maschine ¢ bendtige fiir by, und ¢; eine Zeiteinheit, fiir a; zwei und fiir die restlichen 3 Zeiteinheiten.

Schritt 2: Paarung existiert < Einteilung zu unserem Problem existiert

Wir zeigen nun analog zum vorherigen Beweis, dass eine Paarung existiert, genau dann wenn ein Zeitplan mit Lauf-
zeit kleiner gleich 2 existiert.

»=": Es existiere eine Paarung. Fir jedes T; = (a;, by, ¢;) in der Paarung, teilen wir die Jobs by, und ¢; zur Maschine ¢
ein. Fiir jedes j existieren ¢; — 1 leerlaufende Maschinen, denen wir m — n iibrig gebliebene Jobs zuweisen. Also haben
wir einen Plan mit Laufzeit 2.

»<=": Es existiere eine Einteilung. Jeder der tibrigen Jobs ist einer Maschine zugeteilt, die zu einem Tripel vom Typ j
gehort. Also existiert fiir jedes j = 1,..,n eine Maschine, die keinen der iibrigen Jobs erledigt. Diesen Maschinen teilen
wir 2 Jobs zu, fiir die sie jeweils eine Zeiteinheit benotigen. O

Die Aussage des ersten Korollars kann also noch verstiarkt werden:

Korollar 5.2. Fiir alle p < 3/2, existiert kein p-Approzimationsalgorithmus fiir das Problem der Einteilung unabhdingiger
parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit, wenn nicht P=NP.

Der Beweis lauft analog zum Beweis von Korollar 5.1 nur unter Verwendung des Theorems 5.1 statt Theorem 5.1.

Wir haben also mit dem 2- Approximationsalgorithmus bzgl. der Worst-Case-Schranke in der Abweichung fast den
bestmoglichen Fall erreicht. Der beste Approximationsalgorithmus, der zu diesem Problem existieren kann, ist ein 1,5-
Approximationsalgorithmus. Es wird also auch in Zukunft unméglich bleiben, fiir jedes P eine Einteilung mit mininmaler
Laufzeit zu finden.
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6 Feste Anzahl an Laufzeiten

Nun werden wir das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit fiir den
Fall untersuchen, dass nur eine feste Anzahl fester Laufzeiten vorliegt. Dies ist in bestimmten Fillen eine wesentliche
Vereinfachung, wenn z.B. alle Laufzeiten gleich sind, l&sst sich das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender
Maschinen mit minimaler Laufzeit in polynomieller Zeit 16sen.

6.1 Die Fille p;; € {1,2} und p;; € {1, 00}

Wir zeigen nun, dass wenn p;; € {1,2}, das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit
minimaler Laufzeit und gegebener Deadline immer noch in polynomieller Zeit 16sbar ist.

Theorem 6.1. Wir finden in polynomieller Zeit zum Problem der Finteilung unabhdngiger parallel laufender Maschinen
mit minimaler Laufzeit eine Einteilung mit Laufzeit kleiner gleich d, wenn alle p;; € {1,2}.

Beweis. Schritt 1: Das Teilgraphenproblem

Wie im vorherigen Kapitel werden wir die Aquivalenz zu einem anderen Problem zeigen, von dem bekannt ist, dass
es in polynomieller Zeit gelost werden kann. Das Problem sieht wie folgt aus:

Sei G=(S,T,E) ein bipartiter Graph. Die Aufgabe ist es einen Teilgraphen mit maximaler Anzahl an Kanten zu finden,
in dem jeder Knoten in S Grad 0 oder 2 hat und jeder Knoten in T Grad 1. Dies geschieht in polynomieller Zeit[18].

Schritt 2: Der Bezug des Teilgraphenproblems zu unserem Problem, fiir d = 2k

Fiir die Deadline d = 2k, konstruieren wir G wie folgt: In S gebe es k Knoten fiir jede Maschine, diese kann man
als time slots der Lange 2 in den Maschinen interpretieren, in T gebe es fiir jeden Job einen Knoten, die Kanten gehéren
zu den Produktionszeiten der Lange 1. Nun 16sen wir das Teilgraphenproblem in G. Daraus bekommen wir eine Teileintei-
lung mit den Jobs, die eine Zeiteinheit bendtigen, aus dem Teilgraphen und wir versuchen dies zu einer Gesamteinteilung
zu erweitern, in dem wir die Jobs mit Lénge 2 den verbliebenen Maschinen zuweisen und dabei die Deadline einhalten.
Wenn eine Einteilung mit Laufzeit 2k existiert, finden wir sie so.

Schritt 3: Vorgehen bei ungeradem d
Wenn nun allerdings d = 2k — 1, dann fligen wir zu dem obigen Plan einen Job zu jeder Maschine hinzu, der an

der jeweiligen Maschine eine Zeiteinheit benétigt und an den restlichen 2. Dieses Problem hat Laufzeit 2k genau dann,
wenn das urspriingliche Problem Laufzeit 2k — 1 hatte. O

Dieser Fall ist natiirlich dquivalent zu p;; € {l,2{} fiir [ beliebig aus N, denn die skalare Multiplikation &ndert das
Problem nicht.
Anhand eines Beispiels machen wir uns klar, was hier passiert:

1 21
Beispiel 6.1. Sei P= |2 2 2| undd = 2. Der Graph hierzu sieht wie folgt aus:
2 2 1

Daraus kann man in polynomieller Zeit folgenden Teilgraph finden, in dem jeder Jobknoten Grad 0 oder 2 hat:
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Es Job 1 und Job 3 werden also Maschine 1 zugewiesen. Job 2 kionnen wir entweder Maschine 2 oder 3 zuweisen, die
Deadline wird in beiden Féllen nicht idberschritten.

Wenn p;; € {1, 00} gilt, kann man durch dhnliches Vorgehen wie oben eine Einteilung finden. Bei einer Deadline d = k
gebe es zu jeder Maschine k Knoten, die wiederum time slots diesmal der Léange 1 reprasentieren, und zu jedem Job
einen Knoten. Die Kanten seien die (4, j), fiir die p;; = 1 gilt. Nun teilen wir die Jobs so auf, dass jedem der Jobknoten
ein Maschinenknoten zugewiesen wird. Finden wir keine solche Einteilung, existiert auch keine Einteilung mit Laufzeit
maximal d = k. Fir den Fall p;; € {l,00} : | € N gehen wir analog vor.

6.2 Der allgemeine Fall zweier Laufzeiten

Wir werden aber gleich sehen, dass das Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Maschinen mit minimaler
Laufzeit allerdings fir jede andere feste Anzahl an Laufzeiten nicht gelost werden kann, wenn nicht P = N P.

Theorem 6.2. Das Problem der FEinteilung unabhdangiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit sowie
gegebener Deadline d ist in NP-schwer, wenn alle p;; € {p,q} mit p<q und 2p # q

Beweis. OBdA seien p und q teilerfremd. Ansonsten teilen wir p, ¢ und d durch den groiten gemeinsamen Teiler von p
und gq.

Fir p;; € {1,3} haben wir die Behauptung schon in Theorem 5.1 durch das reduzieren auf die 3-dimensionale Paarung
gezeigt, denn NP-vollstandig liegt in NP-schwer.

Wir schreiben das Problem der Einteilung unabhingiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Laufzeit in eine
g-dimensionale Paarung um. Es sei eine Paarungsinstanz mit m g-Tupeln iiber einer Grundmenge mit gn Elementen
gegeben. Daraus bilden wir eine Instanz mit gn Jobs, p(m — n) iibrigen Jobs und m Maschinen. Ein Job kann in p
Zeiteinheiten von jeder Maschine, die einem Tupel zugewiesen ist, das das Jobelement enthilt, erledigt werden. Alle
anderen Herstellungszeiten seien ¢q. Es existiert also fiir jede Paarung eine Einteilung mit Laufzeit pq. Daraus folgt, dass
jede Maschine entweder g ihr zugewiesene Jobs erledigt oder p der iibrigen Jobs. O
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7 Fazit

Wir wollen nun ein Fazit dieser Arbeit ziehen.

Zunéchst haben wir ein Rundungstheorem bewiesen, das grundlegend fiir den Approximationsalgorithmus war. Dort
haben wir im Prinzip die Ganzzahligkeitsbedingungen des Problems der Einteilung unabhéngiger parallel laufender Ma-
schinen mit minimaler Laufzeit vernachléssigt, um dann die Ecken des erhaltenen linearen Problems zu einer Losung des
ganzzahligen Problems zu runden. Dieses Runden geschah in polynomieller Zeit, was spéater wichtig fiir die Laufzeit des
Algorithmus war.

Der Algorithmus selbst, der im Mittelpunkt dieser Arbeit stand, war ein 2- Approximationsalgorithmus, der nur polyno-
mielle Zeit benétigte. Hierbei haben wir keinerlei Einschrankungen bzgl. Laufzeiten oder Maschinenanzahl gemacht, wie
es bei frither gefundenen Algorithmen mit d&hnlicher Giitegarantie der Fall war. Der beste vor unserer Arbeit gefundene
Approximationsalgorithmus hatte eine Giitegarantie von 24/m, hing also von der Maschinenanzahl m ab, wir erreichten
also eine erhebliche Verbesserung in der Giitegarantie.

Im selben Kapitel haben wir fiir eine feste Anzahl m an Maschinen ein PAS gefunden. Dieses setzte sich im Vergleich zu
dem bereits gefundenen FPAS durch einen erheblich geringeren Speicherplatz ab. Leider ist es bis zum jetzigen Zeitpunkt
nicht moéglich, ein FPAS mit geringerem Speicherplatz zu finden, dies wird wohl ein Problem sein, mit dem man sich
auseinandersetzen kann, wenn man sich in Zukunft mit dem Problem der Einteilung unabhéngiger parallel laufender
Maschinen mit minimaler Laufzeit beschéftigt.

Im nachfolgenden Kapitel haben wir eingesehen, dass es unmdoglich ist, einen polynomiellen Approximationsalgorithmus
mit einer besseren Giitegarantie als 1,5 zu finden, wenn nicht P=NP. Es wird vermutet, dass die Aussage P=NP falsch
ist, allerdings ist es bisher noch nicht gelungen, dies zu beweisen. Wir kénnen also héchstwahrscheinlich davon ausgehen,
dass kein Approximationsalgorithmus mit einer Giitegarantie kleiner gleich 1,5 existiert. Da wir einen Approximationsal-
gorithmus mit Giitegarantie 2 gefunden haben, sind wir relativ nah am Optimum. Vielleicht werden in Zukunft auf Basis
unserer Arbeit polynomielle Approximationsalgorithmen gefunden, deren Giitegarantie ndher am Optimum 1,5 sind.
Zum Schluss verdnderten wir das Problem der Einteilung unabhingiger parallel laufender Maschinen mit minimaler Lauf-
zeit, in dem wir die Anzahl an Produktionszeiten festhielten. Hierbei stellten wir aber fest, dass diese Einschrankung nur
in den Féllen p;; € {1, 2} oder p;; € {1, 00} das Problem vereinfacht und das Entscheidungsproblem, ob eine Einteilung
mit Laufzeit kleiner gleich d existiert, in polynomieller Zeit 16sbar ist. Fir den Fall p;; € {p, ¢} mit 2p # ¢ ist das gleiche
Entscheidungsproblem in NP-schwer.
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