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Vorwort

Die Terminvergabe in Krankenhdusern ist eine anspruchsvolle Aufgabe, die sich bei einer
schlechten Planung auf Maschinen- und Personalkosten sowie auf die Gesundheit von Patienten
auswirken kann. Es gibt viele Faktoren, die die Terminplanungen in Krankenhédusern beeinflus-
sen, insbesondere spielen unsichere Ereignisse eine grofie Rolle. Solche unsicheren Ereignisse
konnen beispielsweise Notfallpatienten oder zusétzliche Behandlungen sein, deren Eintreten
zum Planungszeitpunkt noch nicht bekannt waren und die dadurch in einer deterministischen
Planung nicht beriicksichtigt worden sind. Aus diesen Griinden wird ein robuster Plan zur Ter-
minvergabe bendtigt, der in allen erdenklichen Szenarien eine moglichst gute Terminvergabe
erstellt. In dieser Arbeit wird dieses Problem behandelt und ein mogliches Losungsverfahren
gezeigt. Dieses Losungsverfahren beinhaltet ein graphentheoretisches Teilproblem, was in dieser
Arbeit zusétzlich fiir einen allgemeineren Fall betrachtet wird.
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1 Einleitung

Terminvergabe in Krankenhdusern

In Krankenh&usern kommt es hiufig zu Wartezeiten, die die Gesundheit von Patienten beein-
flussen kénnen. Die Ressourcen des Krankenhauses sind auflerdem sinnvoll einzusetzen, damit
keine unnétigen Wartezeiten auf teuren Maschinen und keine Uberstunden fiir das Personal
entstehen. Dies alles fiihrt fiir die Krankenhausbetreiber zu hohen Kosten, auflerdem ist ne-
ben einer gesundheitlichen Beeintrachtigung der Patienten mit einem negativen Ansehen von
Krankenhéusern zu rechnen. Aus diesen Grinden sind sinnvolle und moglichst geschickt ge-
plante Terminvergaben unerlésslich. Eine deterministische Terminvergabe reicht haufig nicht
aus, um Leerlauf und Verzogerungen zu verhindern. Viele Vorginge in der Behandlung und
Belegung der Patienten in Krankenhdusern ist im Vorhinein oft nicht absehbar oder optimal
planbar. Notfallpatienten sind beispielsweise solche Unsicherheitsfaktoren. Ihr Erscheinen ist
vorher nicht bekannt und sie miissen oft mit einer hoheren Prioritit als Patienten, die einen
reguldren Termin haben, behandelt werden. Dies fiihrt dazu, dass erstellte Plane nicht mehr
giiltig sind und Wartezeiten entstehen.

Solche Unsicherheiten, wie etwa Notfallpatienten, kommen im Gesundheitsbereich héufig vor.
Weitere Beispiele fiir solche Unsicherheiten sind etwa stochastische Behandlungszeiten, oder
ein bereits erfasster Patient muss aufgrund einer speziellen Diagnose zusétzliche Behandlungen
erhalten. Einen Terminplan, der unter allen moglichen Unsicherheiten eine moglichst gute
Losung liefert, nennen wir robust.

In dieser Arbeit betrachten wir eine spezielle Unsicherheit und versuchen unter dieser Unsicher-
heit einen robusten Plan zur Terminvergabe in Krankenh&usern zu finden. Dazu betrachten wir
den Fall, dass alle Patienten fiir einen Planungszeitraum bekannt sind. Ein Planungszeitraum
umfasst dabei beispielsweise einen Tag oder eine Personalschicht. Jeder dieser Patienten muss
aufgrund seiner Diagnose in diesem Zeitraum verschiedene Behandlungen in einer bestimm-
ten Reihenfolge durchlaufen. Es kann jedoch sein, dass jeder Patient aufgrund von weiteren
Diagnosen wiahrend seines Krankenhausaufenthaltes einige Behandlungen zusétzlich zu den im
Vorhinein bekannten Behandlungen erhalten muss. Die Behandlungen, die ein Patient insge-
samt erhalten wird, werden in einem klinischen Behandlungspfad dargestellt. Wenn nicht alle
Behandlungen auf einem Behandlungspfad sicher eintreten werden, nennen wir einen solchen
Behandlungspfad in der vorliegenden Arbeit unsicher. Dabei gehen wir davon aus, dass be-
kannt ist, welche zusétzlichen Behandlungen an welcher Stelle des Behandlungspfads eintreten
koénnen.

Mithilfe von mathematischen Optimierungsmethoden lassen sich deterministische Terminpléne
fur Krankenhéuser erstellen. Um einen robusten Terminplan unter Unsicherheiten zu erstellen,
nutzen wir in dieser Arbeit Methoden der robusten Optimierung. Die robuste Optimierung



1 Einleitung

ist ein Gebiet der Optimierung, in dem bei Unsicherheiten in den Parametern eine fiir alle
Szenarien moglichst stabile Losung gesucht wird.

Einordnung

Die Basis dieser Arbeit liefert die Planung von Patiententerminen im Krankenhausumfeld. In
der Literatur ist dies ein viel behandeltes Thema, da hier ein grofles Potenzial in der Ein-
sparung von Kosten und Zeit fiir Krankenhéuser liegt. Die Planung von Patiententerminen
im Krankenhaus unterliegt haufig Unsicherheiten, siehe dazu Schliichtermann [2I] oder Pau-
lussen u.a. [20]. Viele Unsicherheiten wie etwa Patientenausfélle, sieche Liu u.a. [I7], wurden
bereits behandelt und untersucht. Fiir die Patientensteuerung unter variablen Behandlungs-
pfaden und stochastischen Behandlungsdauern haben Paulussen u. a. [20] einen Losungsansatz
iiber ein Multiagentensystem vorgestellt.

Um unter Unsicherheiten zu optimieren, verwenden wir Methoden der robusten Optimierung.
Dies ist eine verhaltnisméfiig neue Methode, um Optimierungsmodelle, deren Parameter mit
Unsicherheiten gegeben sind, zu behandeln. Soyster [23] war (1973 einer der ersten, der die
robuste Optimierung erforschte, bevor Jahre spéater Ben-Tal und Nemirovski [4] sowie Ben-Tal
und Nemirovski [3] weitere wichtige Erkenntnisse treffen konnten. Allgemein sind in den letzten
Jahren viele neue Erkenntnisse fiir die robuste Optimierung getroffen worden. In dieser Arbeit
benutzen wir die Idee der adaptiven robusten Optimierung, den Ben-Tal u. a. [2] im Jahre [2004
entwickelt haben.

Von grofler Bedeutung ist in dieser Arbeit das Minimalkostenflussproblem. Edmonds und Karp
[10] konnten 1972 zeigen, dass das Minimalkostenflussproblem polynomiell 16sbar ist. Wir be-
trachten eine Abwandlung des Minimalkostenflussproblems in azyklischen Digraphen. In azy-
klischen Digraphen entspricht dieses Problem einem Maximalkostenflussproblem mit negierten
Kantenkosten. Unser Problemabwandlung besteht darin, dass man fiir das Maximalkosten-
flussproblem einige Bogenkosten erhohen darf. In der Literatur ist diese Problematik bislang
nach bestem Wissen noch nicht bekannt oder erforscht worden.

Aufbau dieser Arbeit

Diese Arbeit behandelt eine robuste Terminvergabe in Krankenh&dusern unter unsicheren Be-
handlungspfaden. Der Aufbau dieser Arbeit ist dabei wie folgt:

In Kapitel [2] werden wir einige notige Grundlagen geben, um ein grundlegendes Verstandnis
und eine iibereinstimmende Notation fiir tiefergehende Betrachtungen und Untersuchungen
zu erhalten. Dabei gehen wir knapp auf Komplexititstheorie, graphentheoretische Notationen
und Probleme, das Job Shop Scheduling Problem, ganzzahlige lineare Optimierung, das Colum
Generation Verfahren anhand der Dantzig-Wolfe Zerlegung sowie auf robuste Optimierung als
Grundlage der Planung in Krankenh&usern ein.



In Kapitel [3] wird das Problem der Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden noch
einmal genau erldutert und alle Modellannahmen getroffen. Es wird in Abschnitt zunéchst
ein deterministisches Modell zur Terminvergabe gegeben und ausgehend von diesem ein ro-
bustes zweistufiges Modell zur betrachteten Unsicherheit erstellt. In Abschnitt [3.4.3] wird die
zweite Entscheidungsstufe des robusten Modells als graphentheoretisches Problem auf azy-
klischen Digraphen interpretiert, dem Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten,
abkiirzend K-MKF-Problem genannt.

In Kapitel [4] werden wir ein insgesamtes Losungsverfahren zur robusten Terminvergabe im
Krankenhaus unter unsicheren Behandlungen kennenlernen. Dieses basiert auf dem zweistufi-
gen robusten Modell aus Kapitel [3]. Dabei verzichten wir jedoch zunéchst darauf, Losungsver-
fahren fiir das Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten anzugeben.

Das Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten untersuchen wir in Kapitel [5| fiir
allgemeine azyklische Digraphen. Dabei unterscheiden wir Digraphen mit nur einer Senke und
allgemeine Digraphen mit mindestens zwei Senken. Fiir Digraphen mit einer Senke finden wir in
Abschnitt polynomielle Algorithmen, um das Maximalkostenflussproblem mit K variablen
Kosten zu l6sen. Fiir das allgemeine Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten sehen
wir in Abschnitt ein Optimalitdtskriterium.

Losungsverfahren fiir das betrachtete Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten im
allgemeinen Fall werden in dem folgenden Kapitel [] gezeigt. Neben dem Losen als ganzzahliges
lineares Optimierungsproblem werden wir ein Losungsverfahren iiber eine genauere Betrach-
tung der Quelle-Senke-Wege finden sowie ein Losungsverfahren iiber das Column Generation
Verfahren.

Abschlielend werden wir in Kapitel [7] einen knappe Zusammenfassung der Ergebnisse dieser
Arbeit liefern. Auflerdem werden wir einen Ausblick auf Modifikationen des Maximalkosten-
flussproblems mit K variablen Kosten und der betrachteten Problemstellung der Terminpla-
nung unter Unsicherheiten in Krankenh&usern geben.






2 Grundlagen und Notationen

Bevor wir uns der genauen Problemstellung der robusten Terminvergabe im Krankenhaus unter
unsicheren Behandlungspfaden widmen, wollen wir zunéchst in diesem Kapitel einige benotigte
Begrifflichkeiten und Hintergriinde kurz erldutern und wiederholen sowie eine einheitliche No-
tation angeben, um die nétige Grundlage fiir diese Arbeit zu schaffen. Dabei wird im Folgenden
auf Komplexitit, verwendete Graphenprobleme und ihre Notationen sowie auf Methoden der
ganzzahligen linearen Optimierung und dabei insbesondere auf die Dantzig-Wolfe Zerlegung
und ihre Anwendung in dem Column Generation Verfahren eingegangen. Auflerdem wird das
Job Shop Scheduling Problem erldutert, welches fiir den verwendeten Ansatz der Terminver-
gabe im Krankenhaus benétigt wird, und die robuste Optimierung umrissen.

2.1 Komplexitat

Als Komplexitdt eines Problems bezeichnet man den Aufwand, der bendtigt wird, um dieses
Problem zu l6sen. Dabei wird der Aufwand iiber den besten bekannten Algorithmus zur Lo-
sung dieses Problems definiert. Der Aufwand kann in der Anzahl benétigter Rechenschritte
als zeitlicher Aufwand oder in dem benétigten Speicherbedarf als Speicheraufwand gemessen
werden. Wir beschrénken uns in dieser Arbeit auf den zeitlichen Aufwand von Algorithmen.
Fiir die Laufzeit eines Algorithmus wird die maximale Zeit angegeben, die der Algorithmus fiir
die Losung eines Problems bendtigen kann. Die Laufzeit eines Algorithmus A bezeichnen wir
mit t4(n) bei einer Eingabe der Linge n € IN.

Da vor allem der Anstieg des Ressourcenverbrauchs, also die benétigte Zeit bei wachsender
Eingabegrofie, von Interesse ist, gibt man fiir die Komplexitdt eines Algorithmus meist obere
oder untere Schranken in Landau-Notation an. Fiir zwei Funktionen f,g : R — R bedeutet
f € O(g) oder f = O(g), dass es ein zyp € R und ein ¢ > 0 gibt, sodass |f(z)| < c¢-|g(x)| fiir
alle © > xq gilt, wobei |f(z)| die Laufzeit der Funktion f beschreibt. Die Funktion f ist also
asymptotisch ab einem gewissen Punkt durch ein Vielfaches der Funktion g beschréinkt. Fiir
die Laufzeit t 4 (n) eines Algorithmus A, die durch eine Funktion f beschrieben wird, schreiben
wir auch t4(n) = O(f) oder A liegt in O(f).

Die Laufzeit eines Algorithmus A ist polynomiell beschréankt, falls eine Konstante o € IN
existiert, sodass

gilt. Man sagt in diesem Fall auch, dass Algorithmus A ein polynomieller Algorithmus ist.
Anhand von Schranken kann man Probleme in Komplexitétsklassen einordnen. Bei Problemen,
die in derselben Komplexitétsklasse liegen, ist der Aufwand zur Losung dieser Probleme &hnlich
groB. In diese Arbeit werden die beiden Klassen P und NP bendtigt, es gibt jedoch noch
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weitere. In der Klasse P liegen alle Probleme, fiir die ein polynomiell beschrankter Algorithmus
existiert. In der Klasse NP liegen alle Probleme, fiir die Richtigkeit einer gegebenen Losung
in Polynomialzeit gepriift werden kann. Insbesondere bedeutet das, dass alle Probleme aus P
auch in AP liegen, also gilt P C NP. Bislang ist jedoch unklar, ob die beiden Klassen ungleich
oder gleich sind.

Ein Problem A heifit auf ein Problem B polynomiell reduzierbar , bezeichnet mit A <, B,
genau dann, wenn es eine polynomielle Abbildung f gibt, sodass die Eingabe von Problem A
zu einer Eingabe von Problem B transformiert werden kann.

Nun werden noch die Begriffe der N"P-Vollstandigkeit und NP-Schwere benétigt. Ein Problem
A heiBt N'P-schwer genau dann, wenn B <, A fir alle B € NP gilt. Das Problem A ist also
mindestens genauso schwer zu losen wie alle Probleme, die in NP liegen. Falls zusitzlich
A € NP gilt, ist das Problem A N'P-vollstindig. Zwei Probleme A und B heiflen polynomiell
dquivalent, wenn sowohl A <, B als auch B <, A gilt.

Einen Algorithmus A, dessen Laufzeit polynomiell im Wert der Eingabegréfe ist, nennt man
auch pseudopolynomiell. Der Unterschied zwischen pseudopolynomiellen und polynomiellen Al-
gorithmen ist, dass polynomielle Algorithmen in der Lange der Eingabegrofie polynomiell sind.
NP-vollstandige Probleme, fiir die ein pseudopolynomieller Algorithmus existiert, nennt man
schwach N'P-vollstindig. Probleme, fiir die kein pseudopolynomieller Algorithmus existiert,
nennt man auch stark N'P-vollstindig.

FEigenschaften und Definitionen der Komplexitatstheorie, die iiber das hier Vorgestellte hinaus
gehen, sind zum Beispiel Jongen u.a. [I3] oder Garey und Johnson [II] zu entnehmen.

2.2 Graphentheoretische Notationen

In diesem Abschnitt wird nun kurz eine einheitliche Notation von Graphen und ihren benétigten
Eigenschaften gegeben, ohne diese vollstdndig definieren zu wollen. Diese und weiterfithrende
Notationen sind beispielsweise in Diestel [9] zu finden.

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) besitzt die Knotenmenge V = V(G) sowie die Kanten-
menge F = E(G). Die Kardinalitdten dieser Mengen werden in dieser Arbeit durchgehend mit
|V| beziehungsweise |E| bezeichnet, um eine Mehrdeutigkeit der Notationen mit dem Job Shop
Scheduling zu vermeiden, siehe dazu Abschnitt Eine ungerichtete Kante e € F(G) eines
ungerichteten Graphen G, die zwischen zwei Knoten v und w verlauft, wird auch als e = (v, w)
oder e = (w,v) bezeichnet.

Ein gerichteter Graph oder Digraph D = (V, A) besitzt die Knotenmenge V' = V(D) sowie
die gerichtete Kantenmenge A = A(D). Die Kardinalititen dieser Mengen werden analog zu
denen der ungerichteten Graphen bezeichnet. Eine gerichtete Kante a € A(D) eines Digraphen
D, die von Knoten v zu Knoten w mit v und w € V(D) verlauft, wird auch als a = vw notiert.

12
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Die Kante ' = wv ware demnach die gerichtete Kante von Knoten w zu Knoten v, also die
antiparallele Kante zu a. Gerichtete Kanten werden auch als Bogen bezeichnet.

Einfache Wege zwischen zwei Knoten v und w in einem beliebigen Graphen G = (V, F') werden
als v-w-Weg bezeichnet. Die Liange [ eines Weges p ist {(p) = |p| und bei einer Kantengewich-

tung w : E(G) — Z I(p) = Y. w(e). Anstelle von Gewichten kann eine Kostenfunktion
eecp
c¢: E — Z auf den Kanten definiert sein. Gerichtete Kreise in einem Digraphen D sind, sofern

nicht anders bezeichnet, einfach in dem Sinne, dass jeder Bogen a € A(D) maximal einmal
auf dem Kreis C' enthalten sein darf. Dies impliziert jedoch, dass Knoten, im Gegensatz zur
allgemein bekannten Definition von gerichteten Kreisen, auf einem Kreis mehrfach enthalten
sein diirfen.

Wir betrachten in dieser Arbeit in den meisten Féllen azyklische Graphen, also kreisfreie Gra-
phen. Die Knoten eines azyklischen Digraphen D = (V, A) kénnen nach Schrijver [22] in li-
nearer Zeit topologisch sortiert werden. Eine topologische Sortierung vi, . .., vy (p) der Knoten
von D ist eine Anordnung, sodass fiir alle Bogen v;v; € A(D) gilt, dass i < j ist.

Der Grad eines Knotens v in einem ungerichteten Graphen G = (V, A) wird mit d(v) bezeich-
net, in gerichteten Graphen D = (V, A) wird an einem Knoten v € V(D) der Ausgangsgrad
mit d (v) bezeichnet und der Eingangsgrad mit d (v). Den mazimale Ausgangsgrad eines ge-
richteten Graphen D bezeichnen wir mit AT(D), den mazimalen Eingangsgrad mit A~ (D)
sowie den minimale Ausgangs- und Eingangsgrad mit 67 (D) und 6~ (D). AuBerdem wird die
positive Nachbarschaft eines Knotens v in einem Graphen D mit N (v) oder mit N p(v)
bezeichnet.

2.3 Graphenprobleme
Ein Grofiteil dieser Arbeit benétigt die Kenntnis einiger bekannter Graphenprobleme. In Jon-
gen u. a. [I3] oder in Diestel [9] lassen sich diese und weitere nachlesen. Hier in diesem Abschnitt

mochten wir kurz die benétigten Probleme vorstellen. Diese Probleme umfassen Varianten des
kiirzesten Wege Problems und verschiedene Arten des Flussproblems.

2.3.1 Kiirzeste Wege

Das kiirzeste Wege Problem in gerichteten Graphen

Instanz:  Digraph D = (V, A), ein Quellknoten s € V (D), ein Senkeknoten ¢ € V(D) sowie
eine Kostenfunktion c¢: A(D) — R
Aufgabe: Finde einen s-t-Weg mit minimalen Kosten oder zeige, dass kein solcher existiert

Hierbei sind die Kosten eines Weges die Summe seiner Bogenkosten, also ¢(P) = > ¢(a) fir
acP
einen Weg P.

13
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Das kiirzeste Wege Problem kann in Graphen ohne negativ gewichtete Kreise mithilfe des
Dijkstra-Algorithmus in O(]V(D)|?) gelést werden, der Algorithmus von Moore, Bellman und
Ford hingegen spiirt zusétzlich eventuell vorhandene negative Kreise in einer Laufzeit von
ebenfalls O(|V(D)|?) auf. Beide kiirzesten Wege Algorithmen sind unter anderem in Jongen
u. a. [I3] nachzulesen.

Das ldngste Wege Problem ergibt sich analog zu dem kiirzesten Wege Problem, man sucht
jedoch nun einen einfachen s-v-Weg mit maximaler Lange. Dabei beschrénken wir uns in dieser
Arbeit auf azyklische Digraphen.

Das lingste Wege Problem in azyklischen Graphen

Instanz:  Azyklischer Digraph D = (V, A), eine Quelle s € V(D), eine Senke ¢t € V(D)
sowie eine Kostenfunktion ¢ : A(D) — R*
Aufgabe: Finde einen s-t-Weg mit maximalen Kosten oder zeige, dass kein solcher

existiert

Allgemein ist dies nicht in polynomieller Zeit berechenbar. Nach Schrijver [22] ist aber bekannt,
dass fiir azyklische Graphen dieses Problem sogar in einer linearer Zeit von O(|A(D)|) losbar
ist.

2.3.2 Langenbeschrankte kiirzeste Wege

Fine Modifikation des kiirzesten Wege Problems ist das ldngenbeschréinkte kiirzeste Wege
Problem, siehe dazu Ziegelmann [25]. Dabei ist auf den Bogen des betrachteten Graphen D =
(V, A) nicht nur eine Kostenfunktion ¢ : A(D) — IN definiert, sondern zusitzlich auch Langen
iiber eine Langenfunktion [ : A(D) — IN definiert. Ein gesuchter kiirzester s-t-Weg darf eine
gegebene Langenschranke L nicht {iberschreiten.

Das langenbeschriankte kiirzeste Wege Problem

Instanz:  Digraph D = (V, A), ein Quellknoten s € V (D), ein Senkeknoten ¢ € V (D), eine
Kostenfunktion ¢ : A(D) — IN, eine Léngenfunktion / : A(D) — IN und eine
Léngenschranke L

Aufgabe: Finde einen s-t-Weg in D mit minimalen Kosten, der die Langenschranke
einhalt oder zeige, dass kein solcher existiert

Es ist also ein s-t-Weg p gesucht, fiir den gilt, dass I(p) = Y I(a) < L ist und dessen Kosten
aEep
¢(p) = > c¢(a) minimal sind. Das Problem einen solchen lingenbeschrankten kiirzesten Weg
acp

zu finden ist nach Garey und Johnson [1I] schwach N P-vollstandig.

Ein pseudopolynomieller Algorithmus hierfiir ist eine Erweiterung des Dijkstra-Algorithmus,
der sogenannte Labeling Dijkstra Algorithmus nach Aneja u.a. [I]. Bei diesem werden anstelle
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der kiirzesten Distanzen pro Knoten v € V(D) mehrere Labels (cp,l,), abgespeichert, wobei
p ein s-v-Weg mit Kosten ¢, und einer Lénge von [, ist. Der Algorithmus berechnet einen
lingenbeschrinkten kiirzesten Weg in einer Zeit von O(|V (D)|>L), wobei L die gegebene Lin-
genschranke ist.

2.3.3 Kostenminimale Fliisse

Gerade das Finden von kostenminimalen Fliisse in Netzwerken ist fiir diese Arbeit besonders
relevant. Hier werden kurz die wichtigsten Notationen und Eigenschaften zu diesen kostenmi-
nimalen Flissen nach Schrijver [22] gegeben.

Sei D = (V,A) ein Digraph mit einer Quelle s und einer Senke ¢, wobei s € V(D) und
t € V(D) gilt. Sei zudem u : A(D) — Z eine Kapazititsfunktion. Ein s-t-Fluss f unter
der Kapazitétsfunktion u ist eine Abbildung f : A(D) — R, die die folgenden Eigenschaften
erfullt:

(1)  fla)>0 fir alle Bogen a € A(D)
(i5)  f(6T(v)) = f(6(v)) fiir alle Knoten v € V(D)\{s,t} Flusserhaltsbedingung
(i)  f(a) <wu(a) fur alle Bogen a € A(D) Kapazitétsbedingung

Der Wert eines Fluss f wird beschrieben durch

value(f) := f(57(s)) = f(6°(s)) = f(6°(2)) = F(67(2))

Das maximale Fluss Problem

Instanz:  Digraph D = (V, A), eine Quelle s € V(D), eine Senke ¢ € V(D) und eine
Kapazitiatsfunktion u : A(D) — Z™*

Aufgabe: Finde einen s-t-Fluss f mit maximalem Wert oder zeige, dass kein solcher
existiert

Da u ganzzahlig ist, existiert ein maximaler Fluss mit ganzzahligem Wert. Zudem ist das
maximaler Fluss Problem polynomiell 16sbar, der wohl bekannteste Algorithmus dazu ist der
Ford-Fulkerson-Algorithmus mit einer Laufzeit von O(|V (D)||A(D)?).

Sofern der betrachtete Digraph D zusétzlich eine Kostenfunktion ¢ : A(D) — Z7T besitzt,
lassen sich fiir jeden Fluss f auch Kosten bestimmen, ndmlich

o(f) .= ¥ cla)f(a)

a€A(D)
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2 Grundlagen und Notationen

Das Minimalkostenflussproblem

Instanz:  Digraph D = (V, A), eine Quelle s € V(D), eine Senke ¢ € V (D), eine
Kapazitéitsfunktion v : A(D) — Z™* und eine Kostenfunktion ¢ : A(D) — Z*
Aufgabe: Finde einen s-t-Fluss f mit minimalen Kosten oder zeige, dass kein solcher

existiert.

Edmonds und Karp [10] zeigten, dass das Problem, einen kostenminimalen Fluss zu finden,
polynomiell 16sbar ist.

Man kann Fliisse mit minimalen Kosten auch {iber eine Balancefunktion definieren. Die so
definierten Fliisse werden auch b-Flisse genannt. Sei dazu ein Digraph D = (V, A), eine
Kapazitatsfunktion u : A(D) — Z*, eine Kostenfunktion ¢ : A(D) — Z" sowie eine Balance-

funktion b : V. — Z mit ). b(v) = 0 gegeben. Fiir einen Knoten v € V' bezeichne der Wert
veV

b(v) die Balance des Knotens v. Falls b(v) > 0 gilt, dann ist der Knoten v ein Quellknoten,
gilt hingegen b(v) < 0, so ist der Knoten v ein Senkeknoten. Ein b-Fluss f ist ein gewohnlicher
Fluss f mit der zusédtzlichen Eigenschaft, dass

b(v) = f(07F(v)) = f(6(v))

fir alle Knoten v € V gilt. Ein minimaler b-Fluss ist ein b-Fluss mit minimalen Kosten.

Das minimale b-Fluss Problem

Instanz:  Digraph D = (V, A), eine Kapazitéitsfunktion u : A(D) — Z™, eine
Kostenfunktion ¢ : A(D) — Z™ sowie eine Balancefunktion

b: V(D)= Z* mit > bv) =0
veV
Aufgabe: Finde einen b-Fluss f mit minimalen Kosten oder zeige, dass kein solcher

existiert

Nach Goldberg und Tarjan [I12] gibt es einen polynomiellen Algorithmus, der das minimale
b-Fluss Problem 16st.

2.4 Job Shop Scheduling

Die grundlegende Problemstellung der robusten Terminvergabe im Krankenhaus basiert auf
einer Instanz des Job Shop Scheduling Problems. Dieses Planungsproblem gehort zur Klasse des
allgemeinen Shop Scheduling Probleme. In diesem Abschnitt werden die fiir diese Masterarbeit
benotigten Grundkenntnisse des Job Shop Scheduling auf einer Grundlage von Brucker [§]
vorgestellt.

FEin allgemeines Shop Scheduling Problem besteht aus n Jobs Ji,...,J, und m Maschinen
M, ..., My,. Die Indexmenge {1,...,n} wird dabei mit I bezeichnet und die Indexmenge
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2.4 Job Shop Scheduling

{1,...,m} mit J. Jeder Job J; fiir i € I = {1,...,n} besteht aus einer individuellen Anzahl
n; an Operationen O;1,..., Oy, wobei jede Operation O;; eine Prozessdauer von p;; besitzt
und zu jede Operation eine Menge p;; € {Ma,. .., M,,} an Maschinen gehort, auf denen diese
Operation ablaufen kann. Es konnen optional fiir jeden Job J; eine Releasezeit r; sowie eine
Deadline d; fiir ¢ € I definiert sein. Die Releasezeit entspricht dem frithesten Startzeitpunkt,
ab wann der Job verfiigbar ist, wohingegen die Deadline d; dem letzten Zeitpunkt entspricht,
bis zu dem Job J; vollstindig behandelt werden muss. Auf einer Maschine kann zu jedem
Zeitpunkt nur maximal ein Job bearbeitet werden und jeder Job kann offensichtlich zu jedem
Zeitpunkt nur auf einer Maschine bearbeitet werden. Ziel ist es, unter einer einer bestimmten
Zielfunktion einen zuléssigen Plan zu erstellen.

In dem hier zugrunde liegenden Job Shop Scheduling Problem, einem Spezialfall des allgemeinen
Shop Scheduling Problems, existieren zuséatzlich zwischen den jeweiligen Operationen eines
Jobs Vorgingerbeziehungen, auch Prézedenzrelationen genannt, die fiir einen Job J; in der
Form

Ozl_>012_>013_>_>0m1

auftreten, wobei n; die Anzahl an Operationen von Job J; ist. Diese Beziehungen miissen
eingehalten werden, was bedeutet, dass eine Operation nicht beginnen kann, bevor ihre Vor-
gidngeroperation beendet wurde. Mit C; bezeichnet man fiir einen Job J;, ¢ € I, den Fertig-
stellzeitpunkt, zu dem die letzte Operation dieses Jobs beendet wird.

Es wird angenommen, dass die Prozesszeiten ganzzahlig sind. Ein Plan ist zuldssig, falls sich
auf keiner Maschine Zeitintervalle iiberschneiden und wenn sich fiir einen Job ebenfalls keine
Zeitintervalle der einzelnen Operationen {iberschneiden. Ein Plan ist optimal, falls er zulassig
ist und eine bestimmte Zielfunktion minimiert beziehungsweise maximiert.

Als Zielfunktion kommen verschiedene Moglichkeiten in Frage, etwa das die gesamte Produk-
tionsdauer, der sogenannte Makespan, minimiert werden soll. In dieser Arbeit werden wir uns
jedoch darauf beziehen, dass die Endzeitpunkte aller Jobs in der Summe minimal sind, also

min )" Cj,

el

wobei I = {1,...,n} die Indexmenge aller Jobs ist. Da die Prozessdauern fiir die Operationen
als Parameter festgelegt sind, ist die Zielfunktion dquivalent dazu, die Starttermine der letzten
Operationen aller Jobs zu minimieren, also

min ) to,, ,
iel
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2 Grundlagen und Notationen

wenn to,; den Startzeitpunkt von Operation O;; beschreibt. Wir vernachléssigen hier die Re-
leasezeiten und Deadlines fiir alle Jobs. Somit ergibt sich folgende Problemstellung;:

Das Job Shop Scheduling Problem

Instanz: n Jobs Ji,...,J,, wobei jeder Job J; aus n; Operationen besteht, Reihenfolgen
Oi1 = Oi2 = O;3 — ... = Oy, fiir jeden Job 7 € I, m Maschinen My, ..., M,,
eine Prozesszeit p;; € Z™ fiir jede Operation O;; und eine Maschinenmenge
pij C {M, ..., My} fir jede Operation O;; mit ¢ € [ und j € J

Aufgabe: Finde einen zuldssigen Plan z, der Y C; minimiert oder zeige, dass kein solcher
i€l
existiert

Zu bemerken ist, dass das Job Shop Scheduling Problem allgemein nach Brucker [8] NP-
vollstéandig ist. Es gibt spezielle Instanzen, fiir die man in polynomieller Zeit einen optimalen
Plan finden kann, diese sind jedoch hier nicht weiter von Interesse, da sie in der vorliegenden
Arbeit keine Anwendung finden.

2.4.1 Disjunktive Graphen

Mithilfe sogenannter disjunktiver Graphen lassen sich Plane fir das Job Shop Scheduling,
jedoch auch fir andere Shop Scheduling Probleme, darstellen. In der von uns betrachteten
Instanz enthélt die Menge aller fiir das Problem zuléssigen Plédne einen optimalen Plan, welchen
man mithilfe des disjunktiven Graphen finden kann.

(2.1) Definition (Disjunktiver Graph)
Fiir die von uns gegebene Instanz des Job Shop Scheduling Problems sei der disjunktive Graph
G = (V,C, F) wie folgt definiert:

Fiir jede Operation der Jobs Ji, ..., J, existiert ein Knoten und zuséatzlich ein Quellknoten s,
also

V :={vo,, : O ist eine Operation von Job J; fiir alle i € I} U {s}.

Jeder Knoten v € V\{s} besitzt ein Gewicht, was der Prozesszeit p;; der entsprechenden
Operation O;; fiir ein ¢ € I und j € J entspricht. Der Quellknoten s erhélt ein Gewicht von 0.
Die Bogenmenge des Graphen wird durch zwei Mengen C' und F' beschrieben.

Die Bogenmenge C enthélt alle konjunktiven Bogen. Diese gerichteten Bogen beschreiben die
Vorgangerbeziehungen der Operationen. Fiir einen Job J;, i € I, mit den Operationen O;;, und
O;j, und der Reihenfolge O;;, — O;;, existiert also ein Bogen V0,;, V0, - Zusatzlich werden
Bogen von der Quelle s zu jeder ersten Operation O;; fir alle Jobs J; mit ¢ € I hinzugefiigt.
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2.4 Job Shop Scheduling

Die ungerichteten disjunktiven Bogen sind in der Menge F' enthalten. Diese Bogen beschreiben
die Maschinenzugehorigkeit. Fiir je zwei Operationen, die auf derselben Maschine zu absolvie-
ren sind, existiert ein solcher ungerichteter Bogen. o

Angenommen, man habe 3 Jobs Ji,Jo und J3 sowie 4 Maschinen M, ..., My zur Verfigung

und die Jobs besitzen folgenden Operationen:

Job Operation 1 | Operation 2 | Operation 3 | Operation 4
Job Ji: | My, p11 =2 | M3, pia=1| Mz, p13g =1 | My, p1a =2
Job Ja: | M, po1 =3 | My, paa =2 | My, po3 =2 | M3, poy =1
Job J3: | M, p31 =2 | M3, p3go =2 | My, p33 =3 | My, p3s =2
Tabelle 2.1: Beispiel Job Shop Scheduling
s >

Abbildung 2.1: Beispiel eines disjunktiven Graphen zu Tabelle

Abbildung[2.1|zeigt den disjunktiven Graphen, der durch die Daten aus Tabelle 2.T] definiert ist.

Die Knotenkosten sind durch die Prozessdauern der entsprechenden Operationen aus Tabelle

gegeben.

In einem zuldssigen Ablaufplan fiir das Job Shop Scheduling Problem existieren nicht nur Rei-
henfolgen zwischen den Operationen der Jobs, sondern auch Reihenfolgen zwischen den Jobs,
die auf einer Maschine laufen. Fiir den disjunktiven Graphen bedeutet das, dass die disjunk-
tiven Bogen gerichtet werden miissen, um einen zuldssigen Plan zu erhalten. Dies lédsst sich
dadurch gewéhrleisten, dass der Graph, der durch das Richten von Bogen entsteht, azyklisch
sein muss. Damit ist fiir jede Maschine eine eindeutige Reihenfolge festgelegt.

Disjunktive Bogen, die gerichtet wurden nennt man fiziert und eine Auswahl S ist eine Menge
fixierter disjunktiver Bogen. Eine Auswahl § ist wvollstindig, wenn jeder disjunktive Bogen
fixiert wurde und der so entstehende Graph G(S) = (V,C U S) azyklisch ist.
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2 Grundlagen und Notationen

Abbildung 2.2: Beispiel einer vollstdndigen Auswahl eines disjunktiven Graphen

Abbildung ist ein Beispiel fiir eine vollstindige Auswahl anhand des zuvor gewahlten Bei-
spiels eines disjunktiven Graphen aus Abbildung

Eine vollstdndige Auswahl beschreibt einen zuldssigen Plan z, siche dazu Brucker [§]. Dies
bedeutet insbesondere, dass immer eine vollstdndige Auswahl eines disjunktiven Graphen exis-
tieren wird, die einen optimalen Plan darstellt.

Unsere gewéhlte Zielfunktion min 3 C;, bedeutet wie schon beschrieben, dass die addierten

el

Endzeitpunkte der letzten Operationen fiir alle Jobs minimiert werden miissen. Um einen
Endzeitpunkt C; zu berechnen, muss ein lingster s-vp,, -Weg von der Quelle s zu dem Knoten
der letzten Operation Oy, eines Jobs J; berechnet werden. Dies kann als kostenminimales

Flussproblem aufgefasst werden.

Das Job Shop Scheduling Problem iiber disjunktive Graphen

Instanz:  Ein disjunktiver Graph G = (V,C, F') einer Job Shop Scheduling Probleminstanz

Aufgabe: Finde eine vollstdndige Auswahl S, die min Y C; minimiert oder zeige, dass
i€l
keine solche existiert

2.5 Ganzzahlige lineare Optimierung

Da in dieser Masterarbeit ganzzahlige lineare Optimierungsprobleme modelliert werden, wer-
den hier in diesem Abschnitt kurz die wichtigsten Eigenschaften, die hier benotigt werden,
zusammengefassen. Néiheres lisst sich Schrijver [22] entnehmen.

Fin Polyeder P ist eine Teilmenge des IR™ und wird durch eine endliche Anzahl an linearen
Ungleichungen beschrieben, also P = {z € R"|Az < b} mit A € R™" und b € R™. Das
Polyeder P ist konvex. Ein Punkt z € P ist ein Extrempunkt von P, also ein Eckpunkt des
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2.5 Ganzzahlige lineare Optimierung

Polyeders, falls er nicht als Konvexkombination von Punkten in P dargestellt werden kann.
Das bedeutet, dass jeder innere Punkt y von P in folgender Weise dargestellt werden kann:

K ) K )
y=Y Ny mit ' € RT" und > X' =1, y* € P\{y} firallei=1,..., K
i=1 i=1

Lineare Optimierungsprobleme sind Probleme, die eine lineare Zielfunktion in einem Polyeder
minimieren oder maximieren. Sie haben also fiir ¢ € IR eine der beiden folgenden Formen

min ¢’z max clx

st. Az <b s.t. Az <hb.

Mit dem Dualitdtssatz fiir lineare Programme lassen sich Probleme umformulieren. Sei dazu
A e R™" heR™ und ¢ € R". Dann gilt

max{c’z|Az < b} = min{b"y|ATy = ¢,y > 0},

sofern mindestens eins der beiden linearen Programme endlich ist.

Fiir ein lineares Optimierungsproblem ist jeder Punkt x € P eine zuléssige Losung. Ist P
leer, so ist das Optimierungsproblem unzuléssig. Eine zulissige Losung x € P, die unter einer
Zielfunktion ¢ € R™ den besten Wert annimmt, nennt man eine optimale Losung. Lineare
Programme kénnen mithilfe der Ellipsoidmethode in polynomieller Zeit gelost werden, in der
Praxis wird das Problem jedoch oft iiber das Simplexverfahren gelost.

Fin lineares Programm ist ein ganzzahliges lineares Programm, falls die Variable x ganzzahlig

gefordert ist, also beispielsweise
max{clz|Ax < b,x € Z"}.
Es gilt
max{c’z|Azx < b,z € Z"} < max{c'z|Az < b}

und bislang sind fiir das Losen ganzzahliger linearer Optimierungsmodelle keine polynomiellen
Algorithmen bekannt. Man kann sogar zeigen, dass das Losen von ganzzahligen linearen Pro-
grammen N P-vollstindig ist. Desweiteren sind nicht nur rein ganzzahlige Probleme, sondern
auch z € Z¥ x RY mit K + L = n moglich. Diese sind auch als gemischt-ganzzahlige lineare
Programme bekannt.
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2 Grundlagen und Notationen

Ein rationales Polyeder P ist ganzzahlig, genau dann wenn fiir alle ¢ € Q™ das lineare Programm
max{c’z : x € P} einen ganzzahligen Wert annimmt.

FEine wichtige Eigenschaft um mit ganzzahligen Polyedern zu arbeiten, ist die totale Unimo-
dularitdt der Nebenbedingungsmatrix A € R™*". Eine Matrix A € R™*" ist genau dann
total unimodular, wenn jede quadratische Untermatrix eine Determinante von 0, 1 oder —1
besitzt. Insbesondere gilt dann, dass die lineare Relazierung max{c’ x| Az < b} eines ganzzahli-
gen linearen Programms max{c’ z|Ax < b,z € Z"} immer eine ganzzahlige Losung annimmt.
Beispiele fiir total unimodulare Matrizen sind etwa die Inzidenzmatrix eines Digraphen, Ein-
heitsmatrizen oder die Nebenbedingungsmatrix eines minimale Kosten Fluss Problems.

Es gibt natiirlich auch Optimierungsprobleme, die iiber einem Polyeder eine quadratische Ziel-
funktion minimieren oder maximieren wollen. In dieser Arbeit soll jedoch hauptséchlich mit
Methoden der linearen Optimierung gearbeitet werden, weswegen wir hier von einer ndheren
Betrachtung von diesen sogenannten quadratischen Optimierungsproblemen absehen.

Fiir die Bezeichnung von linearen oder quadratischen Programmen verwenden wir als einheit-
lichen Begriff Modell. Da wir einige nichtlineare Formulierungen angeben werden, soll dies ein

grober Oberbegriff fiir diese Programme sein.

2.6 Dantzig-Wolfe Zerlegung und Column Generation

Das Losen ganzzahliger linearen Programme ist im Allgemeinen N P-vollstandig, falls nicht
bestimmte Bedingungen wie etwa totale Unimodularitét der Ungleichungsmatrix A gelten und
somit das lineare Programm gelost werden darf. Im Allgemeinen werden solche ganzzahli-
gen Probleme mittels eines Branch-und-Bound-Algorithmus gelost. Hier in diesem Abschnitt
werden wir anhand von Liibbecke und Desrosiers [18] ein weiteres Losungsverfahren von ganz-
zahligen Optimierungsproblemen auf der Grundlage der Dantzig- Wolfe Zerleqgung zeigen.

2.6.1 Column Generation

Das Verfahren der Column Generation, also der Spaltengenerierung, beruht darauf, dass man
zur Losung eines linearen Programms

Z = 1min ZCJ.CE]
jedJ

s.t. Zajxj <b
jeJ

.%’jZO jed,
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2.6 Dantzig-Wolfe Zerlegung und Column Generation

dem sogenannten Masterproblem [MP], nicht alle moglichen Variablen x; mit j € J betrachtet,
da |J| sehr grofl sein kann. Stattdessen beschrénkt man die Betrachtung auf eine Teilmenge
J' C J. Dies fiihrt zu einem eingeschrankten Masterproblem, auch beschrinktes Masterproblem
[RMP] genannt. Bei der Losung des RMPs durch den Simplexalgorithmus wird in jedem ein-
zelnen Schritt nach Nichtbasisvariablen x; gesucht, deren reduzierte Kosten ¢; den aktuellen
Zielfunktionswert ¢ verbessern. Im Pricingschritt wird also mithilfe der Dualvariablen

argmin{c; := ¢; —ula;|j € J}.

gesucht. Seien nun T und @ die optimalen primalen und dualen Losungen des RMPs. Dann ist
das Pricingproblem in diesem Falle

3

¢ :=min{c(a) - ala € A},

wobei A die Menge der Spalten a; mit j € J ist und die Kosten ¢(a) anhand der Spalte a;
berechnet werden konnen. Ist ¢* > 0, so sind alle reduzierten Kosten ¢; negativ fiir j € J und
damit 16st T das MP optimal. Ansonsten fiigen wir der Matrix des RMPs eine Spalte a; hinzu
und den entsprechenden Kostenkoeffizienten der Zielfunktion ¢. Anschlieflend reoptimieren wir
das RMP. Dies ist das Column Generation Verfahren.

Es ergibt sich fiir den optimalen Zielfunktionswert z* des MPs dabei die Schranken
z+c <z" <3z,

wobei Z der optimale Zielfunktionswert des RMPs ist. Bei Maximierungsproblemen muss man
analog priifen, ob ¢* > 0 ist. Das Column Generation Verfahren ist algorithmisch aufgeschrie-
ben das Folgende:

Algorithmus 1 Column Generation
Initialisiere das RMP mit einer sinnvollen Teilmenge;

repeat
Lose das RMP optimal und erhalte die primal optimale Lésung T* und die dual optimale

Losung u*;
Lose das Pricingproblem und erhalte dafiir die optimale Losung ¢*;
if ¢* < 0 then

Sei j € J mit ¢* = ¢j;

Fiige die Spalte (¢;, A;) und die Variable z; in das RMP ein;
end
until¢* > 0 ;
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2 Grundlagen und Notationen

2.6.2 Dantzig-Wolfe Zerlegung

Die Dantzig-Wolfe Zerlegung ist eine Moglichkeit, ein lineares Programm mit einer speziellen
Struktur zu 16sen. Das Optimierungsmodell liegt dabei in der Form

Z*:=min 'z
st. Ax <b
Dz <d

x>0

vor, wobei die Nebenbedingungen in folgender Struktur auftreten:

Al A% A3 .. AF b

D! d!

D2 d2
D3 r < B3|

DF dr

DF und d* liegen in passender GroBe zueinander vor. Die Nebenbedingung
Algt + A%222 + A3+ .. 4 AR <)
ist die gemeinsame Nebenbedingung und die iibrigen Nebenbedingungen
DFz < d* fiir alle k = 1,...,K

sind einzelne Nebenbedingungen fiir k& < k. Zu den einzelnen Nebenbedingungen lassen sich
die Polyeder P* := {x|D¥z < d* 2 > 0} definieren. Jeder Punkt x € P* kann, sofern P* #
¢ und beschrinkt ist, als Konvexkombination von Extrempunkten von P* fir k = 1,...,k
beschrieben werden, und im Falle eines unbeschrankten Polyeders als Konvexkombination von
Extrempunkten {p’;}quk und einer gewichteten Kombination von Extremvektoren {p¥}, . g
fir k < k dargestellt werden. QF ist die Indexmenge zu den Extrempunkte und die Menge RF
die Indexmenge zu allen Extremvektoren mit k£ < x. Eingesetzt in das eigentliche Modell mit
k

¢ = ché? und ag? = Ap? ergibt dies das Masterproblem
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z* := min XH: Z k)\k—i—z k)\k

k=1 qeQ* rcRk
st Y (Y afai4+ Y afak) < [u]
k=1 qeQ* reRk
NoXN=1 Vk=1,....x [v]
qEQF

AN>0 VgeQbk=1,...,r

Die Anzahl an Variablen ist hierbei sehr grof}, da alle Extrempunkte und Extremvektoren
betrachtet werden miissen. Falls x = 0 eine zuldssige Losung in P ist, kann die Konvexitats-

bedingung > Ay =1durch >  ); <1 mit k <k ersetzt werden. Die Dualvariablen werden
qeQ* qeQk
durch u und v beschrieben.

Eine optimale Losung besteht nur aus einem einzelnen Extrempunkt. Da wir jedoch nicht jeden
moglichen Extrempunkt betrachten wollen, wenden wir zur Losung das Column Generation
Verfahren an.

Es entstehen nun s Pricingprobleme der Dantzig-Wolfe Zerlegung. Seien dazu @ und o die
optimalen Dualvariablen des dazugehorigen RMPs. Die Pricingprobleme haben nun folgende
Struktur:

.= min{ (T —al AF)ak — | DFP < d¥ 2 >0} ke {1,...,k}

Durch die Anwendung des Column Generation Verfahrens erhédlt man eine Schranke von

Y <<z,
k<k

wobei ¢** der optimale Wert des Pricingproblems fiir k = 1,. .., s ist, Z der optimale Zielfunk-
tionswert des RMPs und z* der optimale Wert des Masterproblems. Bei der Anwendung des
Column Generation Verfahrens verfolgt man das Vorgehen von Algorithmus ?7.

2.7 Robuste Optimierung

Sei ein lineares Programm
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min{c!z|Az < b}

gegeben, wobei z € R"” dem Vektor der Entscheidungsvariablen und ¢ € R" dem Zielfunktions-
koeffizientenvektor entspricht. Die Matrix A € R™*" beschreibt die Nebenbedingungsmatrix
und der Vektor b € R™ entspricht der rechten Seite der Nebenbedingungen. Unter bestimm-
ten Umstédnden treten diese Werte nicht als feste Werte auf, sondern kénnen Unsicherheiten
unterliegen. Da die Werte A,b und ¢ Zufallsvariablen entsprechen, ist die stochastische Op-
timierung ein klassischer Ansatz solch unsichere Probleme zu losen. Dies wollen wir aber in
dieser Arbeit vernachlissigen. Stattdessen wollen wir Ansétze von Ben-Tal und Nemirovski [4]
sowie Ben-Tal u.a. [2] auf das Problem der Terminvergabe im Krankenhaus iibertragen und
damit Loésungsverfahren bestimmen.

Zu jeder moglichen Unsicherheit gehéren individuelle Werte der Eingabedaten A,b und c. Sei
S die Menge aller moglichen Unsicherheiten, dann gibt es fiir jedes S = (¢, A,b) € S die
entsprechenden Unsicherheitsparameter A, b° sowie ¢°. Eine einzutretende Unsicherheit wird
auch ein Szenario genannt. Wir betrachten in diesen Fall das Problem, dass in allen méglichen
Szenarien die Nebenbedingung Az < b eingehalten werden soll.

Die robuste Optimierung kann in mehreren Stufen betrieben werden. Zunéchst betrachten wir
die robuste Optimierung als einstufiges Modell, das heifit, dass alle Entscheidungen vor dem
Bekanntwerden des Szenarios getroffen werden.

In einem deterministischen Optimierungsproblem der Form min{c’z|Az < b} sind alle beno-
tigten Daten (¢, A,b) mit Sicherheit gegeben und bekannt. Fiir diese Arbeit betrachten wir
jedoch keine deterministischen Modelle, sondern Probleme, die unter Unsicherheit vorliegen.
Ein unsicheres lineares Optimierungsproblem

{min{c"z|Azx < b}} (. ap)es

ist eine Menge an linearen Optimierungsproblemen, wobei die Eingabedaten durch eine Unsi-
cherheitsmenge S gegeben sind. Die Menge S wird auch die Szenarienmenge genannt.

Fiir ein unsicheres lineares Optimierungsproblem ist x € R™ eine robust zuldssige Lésung,
falls

Az < b fiir alle (¢, A,b) € S

gilt. Fiir eine robust zuléssige Losung x miissen also alle Nebenbedingungen in allen moéglichen
Szenarien gelten. Den Wert, den ein unsicheres Optimierungsproblem im schlimmsten Fall
annehmen kann, ist der robuste Wert é(x). Dies entspricht dem groBten Wert, den die unsichere
Zielfunktion c¢ iiber alle moglichen Szenarien annehmen kann, also
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2.7 Robuste Optimierung

el(x) = (cgl,%)XGS{CTx}'

Dieser Wert wird auch der Worst-Case-Wert oder der Max-Case- Wert genannt.

Der robuste Counterpart eines unsicheren linearen Optimierungsproblems ist
min{y|(c*)T (z) <y, Az < b fiir alle (¢, 4,b) € S}.

Eine optimale Losung x des robusten Counterparts ist eine robust optimale Lésung und der
optimale Wert y = é(x) ist ein robust optimaler Wert. Eine robuste optimale Losung z gibt also
den kleinsten Wert an, den eine Losung des unsicheren Optimierungsproblems im schlechtesten
Szenario annimmt.

Das Modell des Robust Counterparts lésst sich umformulieren zu

Modell 1
minmax (¢*) 'z
rzeX SeS
st. Az <b® vSeS

reX,

wobei X die Menge aller robust zulédssigen Losungen definiert.

Als Worst-Case-Szenario oder auch Maz-Case-Szenario bezeichnen wir fiir eine gegebene ro-
bust zuléssige Losung = das Problem

S\T
By ()

st. Az < VS eS

Hierbei ist x fest gegeben und man sucht fiir diesen Wert das Szenario, welches den schlechtesten
Zielfunktionswert liefert. Dieses Modell nennen wir auch das Maz-Szenario-Problem oder den
Max-Szenario-Fall.

Einstufige Entscheidungen bedeuten, dass einmal getroffene Entscheidungen nicht revidiert
werden konnen. Es gibt weitere, mehrstufige Ansétze, die in dieser Hinsicht weniger konservativ
sind. Beispiele sind etwa Ansétze der Wiederherstellung, ,,Recoverability “, sieche dazu Liebchen
u. a. [I6] oder der adaptiven robusten Optimierung nach Ben-Tal u. a. [2]. Auch in dieser Arbeit
verfolgen wir einen mehrstufigen Ansatz mit der Idee der adaptiven robusten Optimierung, die
jedoch auch dazu genutzt werden kann, Losungen nach Eintreten des tatsdchlichen Szenarios

zu verbessern.
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2 Grundlagen und Notationen

Bei der einstufigen robusten Optimierung werden alle Entscheidungen vor Eintreten eines Sze-
narios festgelegt und anschlieflend nicht mehr verdndert. Bei der Wiederherstellung von Losun-
gen konnen Entscheidungen nach Eintreten eines Szenarios noch geringfiigig verdndert werden,
um den robust optimalen Wert zu verbessern. Bei der adaptiven robusten Optimierung werden
nicht alle Entscheidungen vor dem tatséchlichen Eintreten eines Szenarios getroffen, sondern
manche Variablen werden erst nach Gewissheit iiber das Szenario festgelegt. Dabei werden
die Entscheidungsvariablen in zwei Mengen unterteilt: diejenigen, die im Vorhinein festgelegt
werden, als unverdnderliche Variablen und die verdnderlichen Variablen, die nach Eintreffen
des Szenarios neu bestimmt werden kénnen. Natiirlich kénnen Variablen auch zu anderen Zeit-
punkten bestimmt werden, wir befassen uns in dieser Arbeit jedoch nur mit einem maximal

zweistufigen Fall.

Dazu schreiben wir das unsichere lineare Optimierungsmodell mit z = (u,v) um zu

{min{y|c" (u,v) <y, A(u,v) < b} apes:

U7U7y

wobei u und y die unverénderlichen Variablen und v die Verédnderlichen darstellen.

Wir wenden hier nicht den vollstdndigen Ansatz der adaptiven robusten Optimierung nach
Ben-Tal u.a. [2] an, sondern passen ihn unserem Modell etwas an. Dies wollen wir jedoch erst
in Kapitel [3] ndher erlautern.
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3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

Terminvergaben und ihre Durchfiihrbarkeit in Krankenhdusern werden von vielen Faktoren
beeinflusst. Inbesondere kann man - wie bei vielen praktischen Anwendungen - nicht davon
ausgehen, dass alle Daten und Behandlungen bei der Planung bekannt sind und beriicksichtigt
werden konnen. Dafiir finden sich im Krankenhaus viele Beispiele, die diese Annahme belegen
kénnen, wie Notfallpatienten, deren Erscheinen vorher nicht bekannt gewesen ist, die aber
schnell behandelt werden miissen, oder unvorhergesehen Diagnosen, auf deren Basis bisher
nicht geplante Behandlungen durchgefithrt werden miissen. Ein deterministischer Plan zur
Terminvergabe, also ein Plan, der nur auf vorab bekannten Informationen basiert, ist in diesem
Kontext in der Durchfiithrung unpraktikabel, da er viele Ereignisse nicht beinhaltet und keine
Moglichkeit bietet, auf Verdnderungen einzugehen.

Eine Moglichkeit mit Unsicherheiten in der Terminvergabe umzugehen, ist ein robuster Ter-
minplan, der alle moglichen Szenarien beriicksichtigt und unter all diesen Szenarien das beste
Ergebnis liefert. Die Gewinnung eines solchen robuste Plans zur Terminvergabe im Kranken-
haus ist Hauptgegenstand dieser Arbeit. In diesem Kapitel werden zu dieser Problemstellung
alle notigen Informationen gegeben und erste Erkenntnisse ausgearbeitet.

Im Umfeld von Terminvergaben und -planungen im Krankenhausbereich ergeben sich viele
mogliche Unsicherheiten, die jedoch nicht alle beriicksichtigt werden sollen. Aus Zeitgriinden
beschrénken wir uns in dieser Arbeit auf eine ausgewéahlte Unsicherheit und untersuchen diese
genauer.

In Abschnitt werden die Unsicherheiten der Terminvergabe im Krankenhaus erldutert.
Die ausgewahlte Unsicherheit der unsicheren klinischen Behandlungspfade und die dabei ver-
wendeten Annahmen werden in Abschnitt [3.2] ndher beschrieben. In Abschnitt 3.3 wird ein
deterministische Modell der Terminvergabe in Krankenhéusern vorgestellt und im folgenden
Abschnitt ein robustes einstufiges sowie ein robustes zweistufiges Modell fir unsichere Be-
handlungspfade erstellt und interpretiert.

3.1 Unsicherheiten bei der Terminvergabe in Krankenhdusern

Wie schon erwahnt, ist es insbesondere bei der Terminplanung in Krankenh&usern unwahr-
scheinlich, dass alle kommenden Patienten, Behandlungen und dariiber hinausgehenden be-
notigten Daten zum Zeitpunkt der Planung vorliegen. Die Planer der Terminvergabe miissen
also eine grofle Anzahl an Unsicherheiten und Verdnderungen bei der Terminplanung einkal-
kulieren, hierzu zihlen zum Beispiel stochastische Behandlungsdauern, eine Anderung des Be-
handlungspfads der Patienten, der Eingang vorher unbekannter Patienten, eine Anderung der
Ressourcen, die fiir eine Behandlung bendtigt werden, oder ein Maschinenausfall. Maschinen
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3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

kénnen beispielsweise Rontgengeréte, aber auch Personal sein. Natiirlich sind auch viele wei-
tere Unsicherheitsfaktoren und vor allem Kombinationen von Unsicherheiten bei der Planung
vorstellbar. Man sieht anhand dieser Beispiele schnell, dass ein deterministischer Terminplan,
der jegliche Unsicherheiten unberiicksichtigt ldsst und keine Mdoglichkeit der Anpassung bietet,
nicht realistisch ist und so zu hohen Kosten fiihren kann.

In dieser Masterarbeit werden unsichere klinische Behandlungspfade als einzige Unsicherheit
gewdhlt und auf dieser Basis ein Losungsverfahren fiir einen robusten Plan fiir die Terminver-
gabe in Krankenhdusern erarbeitet. Bis auf die Unsicherheiten der Behandlungspfade sind alle
weiteren Daten bei der Planung bekannt und unverénderlich, insbesondere das Wissen iiber
alle erscheinenden Patienten und die Behandlungsdauern. Ein klinischer Behandlungspfad gibt
fiir einen Patienten alle Behandlungen und Untersuchungen an, die er wahrend seines Kran-
kenhausaufenthaltes erhalten wird. Ebenso liefert ein Behandlungspfad die Reihenfolge dieser
Behandlungen untereinander. Im Kontext des Job Shop Scheduling Problems entsprechen Be-
handlungspfade der Reihenfolge von den Operationen eines Jobs.

3.2 Problemannahmen

Wir wollen nun die genauen Problemannahmen fiir diese Arbeit treffen. Allgemein nehmen
wir an, dass in unserer Zeitplanung, die zum Beispiel einen Tag umfassen kann, n Patienten
J1,...,Jn erscheinen werden und m mogliche Behandlungsarten M, ..., M,, zur Verfiigung
stehen. Die Indexmenge {1,...,n} aller Patienten bezeichnen wir im Folgenden mit I und die
Indexmenge {1,...,m} aller Behandlungsarten mit J. Jede Behandlungsart umfasst genau eine
Art der Behandlung oder Untersuchung, die einer bestimmten Ressourcenmenge zugeordnet
ist. Zur Vereinfachung sind die Behandlungsarten alle unterschiedlich und jede genau einmal
verfiigbar. Auflerdem wird fiir jede Behandlungsart eine bestimmte Ressourcenmenge, wie etwa
Gerate oder Personal benotigt. Die Behandlungsart, zu der eine Behandlung O;; fiir ¢ € I und
J € J gehort, wird mit p;; € {M; ..., Mp,} bezeichnet. Jeder Patient wird in einer bekannten
und festgelegten Reihenfolge verschiedene Behandlungen erhalten, pro Patient J; sind es n;
Behandlungen insgesamt mit ¢ € I. Eine bereits begonnene Behandlung eines Patienten darf
nicht unterbrochen werden und es gibt keine Wechselzeiten auf den Behandlungsressourcen.

Abbildung 3.1: Behandlungspfad eines Patienten J;
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3.2 Problemannahmen

Abbildung zeigt einen beispielhaften Behandlungspfad fiir einen mdoglichen Patienten J;,
i € I. Dieser Patient durchléuft sechs Stationen im Krankenhaus, die Untersuchungen, Behand-
lungen oder verwaltungstechnischem Aufwand entsprechen. In einer festgelegten Reihenfolge
wird der Patient J; zunéchst im Krankenhaus aufgenommen, bevor eine Anamnese durchge-
fiihrt wird. Nach einer medizinischen Untersuchung wird ein Ultraschall gemacht, bevor der
Patient gerongt wird. Zuletzt wird der Patient wieder entlassen.

Anhand von Abbildung lasst sich erkennen, dass man einen klinischen Behandlungspfad
so interpretieren kann, dass jede mogliche Behandlung, Untersuchung oder sonstiges Ereignis
des Behandlungspfads als Knoten eines Graphen dargestellt werden kann. Die Reihenfolge auf
dem Behandlungspfad legt auch eine Reihenfolge zwischen den Knoten fest. Ein klinischer
Behandlungspfad lésst sich somit als Graphenpfad interpretieren, bei dem jeder Knoten ei-
ner bestimmten Behandlung O;; zuzuordnen ist mit ¢ € [ und j € J. Im allgemeinen Fall
entsprechen klinische Behandlungspfade keinem Graphenpfad, sondern eher einem Entschei-
dungsbaum, da bei Untersuchungen beispielsweise verschiedene Ausgidnge moglich sind. In
dieser Arbeit befassen wir uns jedoch ausschliellich mit einfachen Pfaden.

Wir nehmen an, dass fiir einen Patienten J; mit ¢ € I alle méglichen Behandlungen bekannt und
die Reihenfolge der Behandlungen festgelegt ist. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit bezeichnet
eine Behandlung eines Patienten zur Vereinfachung sowohl die medizinischen Behandlungen,
wie auch Untersuchungen oder andere Ereignisse im Krankenhaus. Einige dieser Behandlungen
werden auf jeden Fall eintreten, bei anderen ist das tatséchliche Eintreten zum Planungszeit-
punkt noch nicht bekannt, da sich wihrend des Krankenhausaufenthaltes der Zustand eines
Patienten verédndern kann oder Diagnosen gemacht werden, die zusédtzliche Behandlungen er-
fordern.

Fiir einen Patienten J; bezeichnet O; mit |O;| = n; die gesamte Menge aller moglichen Behand-
lungen. O;,,, C O; ist die Teilmenge der Behandlungen, die auf jeden Fall eintreffen werden,
C O; beinhaltet alle moglichen, zusétzlichen Behandlungen, deren
und O

und die Teilmenge O

iU(lT‘
Eintreffen vorher unsicher ist. Die Mengen O
@) uo - Oz ist.

ivar i Sind disjunkt und es gilt, dass

Lfix

lvar

| Aufnahme |—>| Anamnese |—>

Untersuchung |—>| Ultraschall |—>

Abbildung 3.2: Unsicherer Behandlungspfad eines Patienten J

In Abbildung lasst sich im Vergleich zu Abbildung erkennen, wie ein moglicher unsi-
cherer Behandlungspfad aussehen kann. Im Unterschied zu Abbildung hat dieser Behand-
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3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

lungspfad sechs sicher eintretende Behandlungen, jedoch ist zum Planungszeitpunkt unklar, ob
Behandlung O;¢ tatséchlich eintreten wird. Fiir diesen Job J; mit einer Behandlungsmenge O;
ist die Menge der fixen Behandlungen O;,,, die Menge aller Behandlungen ohne Behandlung
O, und die Menge der méglicherweise zusétzlichen Behandlungen O;, . enthélt somit nur die

Behandlung O.

lvar

Die unsicheren Behandlungen kénnen iiber den gesamten Pfad verteilt und abwechselnd mit
sicheren Behandlungen auftreten. Bekannt ist jedoch, welche zusétzlichen Behandlungen auf
einem Behandlungspfad eintreten kénnen, wo sie einzuordnen sind und wie lange diese Be-
handlungen dauern werden. Also sind explizit die zu einer Behandlung O;; gehoérende Be-
handlungsart pj; € {Mi,..., My}, ihre Behandlungsdauer p;; und ihre Einordnung auf den
Behandlungspfaden fiir alle Patienten bekannt. Wir gehen bei der Modellierung dieser Pro-
blemstellung davon aus, dass alle einzuplanenden Patienten ab dem Planungsbeginn sofort
verfiigbar sind und keine weiteren Release- und Deadlinezeitpunkte fiir die Patienten vor-
liegen. Dies entspricht der Annahme, dass alle Patienten zum ersten Planungszeitpunkt im
Krankenhaus sind und sofort mit der ersten Behandlung beginnen kénnen.

Eine wichtige Annahme, die wir fiir diese Arbeit treffen, ist, dass im gesamten Planungszeit-
raum maximal K zusétzliche Behandlungen eintreten werden. Der Wert K > 0 ist dabei fest
gegeben und ganzzahlig.

Wir wollen einen zuléssigen Ablaufplan erzeugen, der die Summe aller letzten Behandlungs-
zeitpunkte fiir alle Patienten minimiert. Dies entspricht der Zielfunktion

min " C;.

iel

C; beschreibt hierbei den Endzeitpunkt der letzten Behandlung eines Patienten J;, i € I. Diese
Zielfunktion tragt dazu bei, dass alle Patienten moglichst schnell behandelt werden.

Dass eine allgemeine deterministische Terminvergabe im Krankenhaus einer Instanz des Job
Shop Scheduling Problems entspricht, ldsst sich anhand der vorhergehenden Erlauterungen
leicht nachvollziehen. Dabei entsprechen die Jobs den Patienten, die Operationen der Jobs den
Behandlungen und Reihenfolgen werden iiber den Behandlungspfad geliefert. Die Prozessdauer
einer Operation wird durch die Behandlungsdauer der dazugehorigen Behandlung bestimmt.
Diese Problemstellung wird im Zuge der robusten Planung so erweitert, dass im Vorhinein
nicht klar ist, welche K zusétzlichen Behandlungen eintreffen werden.

3.3 Deterministisches Modell

Auch wenn ein deterministischer Plan zur Koordination von Terminen in Krankenhausern we-
nig praktikabel ist, wollen wir uns hier in diesen Abschnitt trotzdem kurz fiir ein tiefgehendes
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3.3 Deterministisches Modell

Verstindnis mit einem solchen befassen. Dazu verwenden wir die Annahmen und Notatio-
nen aus dem vorhergehenden Abschnitt Es gibt hier jedoch keine Behandlungen, deren
Eintreten vorher unsicher gewesen ist, weswegen O;,, = () fiir alle i € I gilt.

Die reelle Variable ¢;; bezeichnet den Anfangszeitpunkt einer Behandlung O;; mit ¢ € I und
Jj € J und die bindre Variable z;;;; ist genau dann eins, wenn die Behandlungsarten der
Behandlung O;; von Patient J; und der Behandlung Oy ;» von Patient J; gleich sind, also von
der gleichen Behandlungsressource ji;j; = 135 durchgefiihrt werden, und terminlich Oy ;s direkt
nach der Behandlung von O;; durchgefiihrt wird. Anstelle eine Operation als O;; zu schreiben,
werden wir in dieser Arbeit hdufig abkiirzend ij flir diese Behandlung notieren. R ist eine
zusétzliche Dummybehandlung, die auf den letzten Auftrag jeder Behandlungsart folgen soll.
Fiir diese Behandlung R gilt also pg = {M,..., My }.

Modell 2 (Deterministisches Modell)

min E tini

iel

st Y > wyay =1 Vij € O i€l (2.1)
i'eI\{i} i'j'€0,; U{R}:

Mg =Mt 51

tij 2 tij—1) T Pi(j-1) Vij,i(j—1) € Opj>1i€el (2.2)
tij + pij < tijii iy Vij € O0;,7'j € Op,iyi' € 1 (2.3)
Tij45 € {0, 1} Vij € Oi,’ilj, S Oi/,i,i, el
tz‘jZO VijGOi,iGI

Wir minimieren die Summe der Startzeitpunkte der letzten Behandlungen fiir jeden Patienten
J;, ¢ € I, anstelle in diesem deterministischen Modelldie Zielfunktion Y C; zu minimieren. Es
iel
gilt C; = tin, + pin, fiir ¢ € I, wobei p;y,, ein konstanter Wert ist. Fiir das Minimierungsproblem
macht es also keinen Unterschied, iiber die in Modellverwendete Zielfunktion oder tiiber Y C}
el
71 minimieren.

Ungleichung fordert, dass jede Operation genau eine Nachfolgebehandlung eines weite-
ren Patienten besitzen muss. Diese Nachfolgebehandlung muss eine Behandlung der gleichen
Behandlungsart sein, also laufen diese Behandlungen auf den gleichen Ressourcen ab. Mit der
Ungleichung wird eingehalten, dass eine Behandlung O;; nur dann beginnen kann, wenn
der Patient J; seine vorausgehende Behandlung O;(;_1) abgeschlossen hat. Ungleichung
sagt in dhnlicher Weise aus, dass fiir eine Behandlungsart eine Patientenbehandlung nur be-
ginnen kann, wenn die vorhergehende Patientenbehandlung fiir diese Behandlungsart ebenfalls
abgeschlossen ist. Diese Vorgéngerbeziehung wird tiber die Variable x definiert. Da sowohl z
als auch ¢t Variablen sind, ist die Ungleichung somit quadratisch. Wir linearisieren diese,
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3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

indem wir mithilfe einer Konstante M die Ungleichung (2.3) durch die Ungleichung

tij +pij <ty + (1 — xij,i’j’)M Vi € Oi,i/j/ € Oi/,i,i/ el (2.3a)

in dem Modellersetzen. M ist hierbei ein ausreichend grofiler Wert, damit ¢;; + p;; <ty + M
fiir alle Behandlungen ij und i'j’ gilt.

Mithilfe von Modell [2] lasst sich also eine deterministische Terminvergabe im Krankenhaus be-
stimmen. Auf der Basis von diesem deterministischen Modell wird im nun folgenden Abschnitt
ein robustes Modell unter unsicheren Behandlungspfaden eingefithrt und erldutert.

3.4 Robuste Modellierungen der Terminvergabe unter unsicheren Behand-
lungspfaden

Wie schon erldutert, ist eine Losung des deterministischen Modells aus Modell 2 nicht geeignet,
um die komplexen Abldufe in Krankenh&usern zu koordinieren. Um einen guten Ablaufplan
zu erzielen, muss man alle moglichen Zusténde, die eintreten konnten, beriicksichtigen. Diese
Zustdnde - oder auch Szenarien - sind in unserem Fall alle Méglichkeiten aus allen zusétzlichen
Behandlungen, deren Eintreten unsicher ist, K Stiick auszuwahlen.

Wir werden sowohl ein einstufiges robustes Optimierungsmodell wie auch ein zweistufiges ro-
bustes Optimierungsmodell betrachten. Diese unterscheiden sich in der Flexibilitdt, die ein
Terminplan besitzt, der mit diesen Modellen erstellt wurde.

3.4.1 Einstufige robuste Optimierung

Zunichst wollen wir ein einstufiges robustes Optimierungsmodell betrachten. Dabei werden
alle Entscheidungsvariablen vor Eintreten des Szenarios festgelegt und danach nicht mehr ver-
dndert.

Fiir einen robusten Terminplan suchen wir eine robust optimale Losung (z,t), fir die gilt, dass
in allen Szenarien die Nebenbedingungen eingehalten werden und fiir die der Worst-Case-Wert
é(z,t) = max c!'(x,t) minimal ist.
(c,Ab)ES

Zunéchst definieren wir den robusten Counterpart als robustes einstufiges Modell ausgehend
von dem deterministischen Modell [2| Sei dazu O; die Menge der deterministischen Behand-
lungen eines Patienten J;. Wir nehmen an, dass nur die Behandlungspfade unsicher sind, das
bedeutet, dass fiir ein Szenario S nur die Menge der Behandlungen O; von dem Szenario
abhéngt. Dafiir schreiben wir zunéchst OZ-S fir SeS.
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3.4 Robuste Modellierungen der Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden

Modell 3 (Robuster Counterpart)

min y

s.t. Z Z Tij g = 1 Vij € O;S,Z el,Ses (31)
‘e€N{i}i'j'cO5U{R}:

Hij=H;s 51

tij 2 ti(j—1) T Pi(j—1) Vij,i(j—1)€0;,j>1,iel,S€S (3.2)
tij +pij < tyjr + (1 — xij,i/j/)M Vij € O%g,l'/j/ S Oﬁ,i,i/ el,5es (3.3)
icl
;i € {0,1} Vij € 07,15 € O5,i,i' e I,S €S
ti; >0 VijeOf,icel,SeS

Wir wollen jedoch, um die Szenarien besser umfassen zu kénnen, diesen robusten Counterpart
umformulieren. Wir suchen eine robust zulédssige Losung (z, ), die den besten Worst-Case-Wert
besitzt. Damit die Lésung aber in allen Szenarien eine giiltige ist, benotigen wir Reihenfolgen
flir die einzelnen Behandlungsarten, die alle méglichen zusétzlichen Behandlungen der Patien-
ten einschlieflen. Dazu bestimmen wir fiir alle Behandlungen, egal, ob sie tatsdchlich eintreten
werden oder nicht, eine Reihenfolge auf den Ressourcen der dazugehorigen Behandlungsart.
Aulerdem bestimmen wir fiir jede Behandlung O;; einen Startzeitpunkt ¢;;. Unsere Szenari-
en bestehen darin, dass K zusétzliche Behandlungen maximal eintreten werden. Das folgende
Modell 4] beschreibt unser somit betrachtetes robuste Modell. Dieses nennen wir zukiinftig das
robuste einstufige Modell.

Modell 4 (Robustes einstufiges Modell)

min max E tin,

x,t z 4
i€l
i'eI\{i}i'j' €0, U{R}
Mg =Mt 51
tij = ti(j—1) T Pi(j—1)Zi(j—1) Vij,i(j—1) € Oy > 10 €l (4.2)
tij + Dijzij < ti/jl + (1 — xij’i/j/)M Yij € O;, i/j/ € Oy, 1, i'el (4.3)
sy =1 Vij € Oy, i€ 1 (4.4)
> > <K (4.5)
iel ijGOivar
Tiji50 € {0, 1} Vij € Oz‘,i/j/ S Oi/,i,i/ el
tijZO Vijg € Oi,1 €1
zi; €{0,1} Vij € O;,Viel

35



3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

Da wir Startzeitpunkte und Reihenfolgen fiir alle Behandlungen berechnet haben, héngt nur
die Behandlungsdauer davon ab, ob die Behandlung tatséchlich eintritt oder nicht. Im Falle,
dass eine zusdtzliche Behandlung eintritt, erhélt sie eine Behandlungsdauer, die der tatséchli-
chen Behandlungsdauer entspricht. Fiir den Fall, dass diese Behandlung nicht eintritt, erhélt
sie eine Behandlungsdauer von 0. Die Szenarien beschreiben wir in Modell 4] mit einer bindren
Variable z. Falls eine Behandlung O;; eintritt, ist z;; = 1 und 0 sonst. Dieses robuste Optimie-
rungsmodell entspricht dem robusten Counterpart unserer Problemstellung, jedoch mit einer

genaueren Darstellung der Szenarien.

Fiir das Job Shop Scheduling bedeutet dies, dass alle Behandlungen und damit alle Knoten
des disjunktiven Graphen fest sind, jedoch die Kosten der Knoten des disjunktiven Graphen
unsicher sind. Fiir fest eintretende Behandlungen, entsprechen die Kosten weiterhin der Be-
handlungsdauer. Bei einer nicht sicher eintretenden Behandlung sind die Kosten entweder 0
oder entsprechen der Behandlungsdauer, wobei nur K Behandlungen, die nicht sicher eintreten
werden, mit Kosten der Behandlungsdauer gewéhlt werden diirfen.

Das Modell [4] liefert, wie der robuste Counterpart, die konservativste robuste Losung, da alle
Entscheidungen vor Bekanntwerden des tatséchlichen Szenarios getroffen werden.

Die Nebenbedingung entspricht der exakten Nebenbedingung des deterministischen
Modells. Mit diesen beiden Nebenbedingungen werden die Patientenreihenfolgen fiir die Be-
handlungsarten bestimmt. Nebenbedingung besagt, dass die Variable z fiir die definitiv
eintretenden Behandlungen gleich 1 ist. Die Nebenbedingungen und sind die entspre-
chenden unsicheren Nebenbedingungen der deterministischen Ungleichungen und ,
die aussagen, dass eine Behandlung nur nach Beendigung der vorhergehenden Patientenbehand-
lung und der Vorgéngerbehandlung der Behandlungsart erfolgen darf. Egal, ob die Behandlung
eintreten wird oder nicht, wird fiir sie ein Startzeitpunkt berechnet, nur die Behandlungsdau-
ern hangen davon ab, ob die Behandlung eintritt oder nicht. Dies wird im Unterschied zu dem
deterministischen Modell [2| so betrachtet, dass die Prozesszeiten mit der Variable z multipli-
ziert werden.

Anhand dieser Ungleichungen sieht man, dass sich ein moégliches Szenario in unserer gewéhlten
Modellierung nur auf die Behandlungsdauern bezieht.

In allen moglichen robust zuldssigen Losungen (z,t¢) wird nun diejenige gesucht, die fiir das
schlechteste Szenario die beste Losung besitzt, also den besten Worst-Case-Wert.

Diese erste robuste Formulierung 4 kann zu einem linearen Modell umgewandelt werden, indem
es wie der robuste Counterpart zu einem reinen Minimierungsproblem umgewandelt wird. Das
innere Problem Stufe von Modell [4] das Maximierungsproblem des Max-Szenario-Problems
mit der Zielfunktion max ) ¢;,,, wird dabei als Nebenbedingung v > " ¢;,, in dem &ufleren
Modell formuliert. AnschliZeGéend wird {iber v minimiert. So ergibt sich :ueéser lineares robustes
einstufiges Optimierungsmodell [5
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3.4 Robuste Modellierungen der Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden

Modell 5 (Robustes einstufiges Modell)

min v

st Y S wyay =1 Vij € Osiel (5.1)
irel\{i} ij'€0, U{R}

Hig =t 3/
v Z Ztmi (5'2)
i€l

tij 2 ti(j—1) T Pi(—1)Zi(j-1) Vij,i(j —1) € Os,j > 1,0 el (5.3)
tij + pijzij < tiry + (1- $ij,i/j’)M Vij € 04,75 € Oy,i,i' €1 (5.4)
Zij = 1 Vij € Oifm;i el (55)
Z Z Zij < K (5.6)
1€l i€ 4,
Tij i € {O, 1} Vij € Oy, (7,/]/) S Oi/,i,i/ el
tijZO Vij € O;1 €1
Zij € {0, 1} Vij € O;,1 €1

Der soeben vorgestellte Modellansatz ist ein sehr konservatives robustes Optimierungsmodell,
da die Losung fiir alle Szenarien zuléssig sein muss. Um mehr Flexibilitdt zu erlangen, betrach-
ten wir nun eine Idee der adaptiven robusten Optimierung, ndmlich ein zweistufiges robustes
Optimierungsproblem.

3.4.2 Zweistufige robuste Optimierung

Bei der einstufigen robusten Optimierung nach Modell |5 wird eine Losung (x,t) berechnet,
die fiir alle Szenarien und somit auch im schlechtesten Fall das beste Ergebnis liefert. Die
Festlegung beider Entscheidungsvariablen geschieht dabei vor Bekanntwerden des tatséchli-
chen Szenarios. Bei dem Ansatz der adaptiven robusten Optimierung miissen nicht alle Ent-
scheidungsvariablen vor Eintreten eines Szenarios festgesetzt werden. Die Variablen werden
aufgeteilt in unverénderliche Variablen, fiir die es unerlésslich ist, dass sie vor Eintreten des
Szenarios bestimmt werden, und verédnderliche Variablen, die nach Eintreten des Szenarios be-
stimmt werden diirfen. Dadurch kann man nach Kenntnis des tatséchlichen Szenarios flexibler
auf die Problemstellung eingehen.

Um diese Idee auf unser Problem zu iibertragen, betrachten wir noch einmal das einstufige ro-
buste Optimierungsmodell 4] Wir benotigen eine robust zuléssige Losung, die fiir alle moglichen
Szenarien zuléssig ist. Da zum Planungszeitpunkt unklar ist, welche Behandlungen tatséchlich
stattfinden werden, miissen alle Patientenreihenfolgen fiir alle Behandlungsarten vor Kennt-
nis iiber das Szenario geplant werden. Also entspricht x einer unverdnderlichen Variablen. Es
ist jedoch nicht zwingend nétig, die Startzeitpunkte der Behandlungen vor dem Eintreten des
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3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

Szenarios zu bestimmen. Hat man die Patientenreihenfolgen fiir die Behandlungsarten gegeben
und weifl man, welche Behandlungen tatsédchlich eintreten werden, konnen daraufthin die opti-
malen Startzeiten berechnet werden. Es ist also sinnvoll, die Startzeitpunkte in Abhéngigkeit
der Szenarien zu bestimmen. Dazu seien die Startzeitpunkte ¢ verdnderliche Variablen.

Das Modell [4] 4&ndert sich fiir diesen flexibleren Ansatz nun so, dass die Entscheidungsvariablen
2 und t nicht mehr zusammen vor dem Eintreten des Szenarios bestimmt werden, sondern die
Startzeiten erst nach Wissen iiber das Szenario. Dadurch ergibt sich das folgende zweistufige
Optimierungsmodell.

Modell 6 (Zweistufiges robustes Modell 1)

min max min E tin,
x z t ‘
el

s.t. Z Z

i'eI\{i} i'j’€0, U{R}

Ty =1 Vij € O;,i€l (6.1)

pij =t jr
tij 2 ti(j—1) T Pi(j—1)Zi(j—1) Vij,i(j—1) € O, > 1,i €1 (6.2)
tij + pijzig < toj + (1= 245050/ M Vij € 05,i§' € Op,iyi' €I (6.3)
zij =1 Vij € Oipppyi €1 (6.4)
Z Z zij < K (6.5)
i€l (ij)€0iyq,
w55 € {0, 1} Vij € Oy, (i'5') € Oy, iyi' €1
t;j >0 Vij € O;,1 €1
zi; € {0,1} Vij € O;,1 € 1

Im Vergleich zu Modell [5 ist aus dem einstufigen Entscheidungsmodell mit einer Zielfunktion
nun ein zweistufiges Modell mit drei Zielrichtungen geworden. Geéndert hat sich jedoch im
Vergleich zu dem zu Modell [5] dquivalenten Modell ] nur die Zeitpunkte der Berechnungen
der Variablen. Im einstufigen robusten Modell 5| wurden die Entscheidungen = und ¢ vor dem
Bekanntwerden des Szenarios auf Grundlage des schlechtmdglichsten Szenarios getroffen. Im
zweistufigen robusten Modell treffen wir nur die Reihenfolge x auf der Basis eines optimalen
Zeitplans fiir das schlechteste Szenario. Dabei wird der Worst-Case-Wert nicht mehr in Ab-
héngigkeit von x und ¢ bestimmt, sondern der Worst-Case-Wert beinhaltet nun zusétzlich das
Problem der Terminvergabe der Szenarien.

Kompaktere Formulierungen
Das Modell [6] besitzt zunéchst drei Zielfunktionen. Dies wollen wir versuchen, etwas kompakter

zu formulieren. Setzen wir die Entscheidung der ersten Stufe als bereits getétigt voraus, ver-
bleibt noch das Problem, iiber alle mdglichen Szenarien den Worst-Case-Wert zu finden. Der
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Worst-Case-Wert wird durch das Szenario definiert, dessen optimaler Zeitplan der schlechteste
aller Szenarien ist. Der Zeitplan wird dabei fiir alle Szenarien als deterministischer Plan zur
Terminvergabe berechnet, ohne Reihenfolgen zu berechnen. Diese Worst-Case-Stufe umfasst
aktuell zwei unterschiedliche Zielrichtungen. Wie zuvor bei dem einstufigen robusten Optimie-
rungsmodell lasst sich dies jedoch als Modell mit nur einer Zielrichtung umformulieren. Dazu
wird die innerste Zielfunktion

min ) i,
i€l

fiir ein fest gewéahltes x als lineare Nebenbedingung

v(z) < 3 tin,

el

in das Modell eingebaut, womit sich das zweistufige Modell mit verbleibenden zwei Zielrich-
tungen ergibt.

Modell 7 (Zweistufiges robustes Modell 2)

min  max v(x)

z,tv

s.t. Z Z Tijitj! — 1 VZ] € OZ,’L el (71)
' €I\{i}i'j' €0,/ U{R}

Hij=Hit 51
v(x) < tin, (7.2)
el

tij 2 ti(j—1) T Pi(j—1)Zi(j—1) Vij,i(j —1) € Oy j>1iel  (7.3)
tij + pijzij <ty + (1 — xij,i’j’)M Vij € Oi,i/j/ S Oi/,i,i/ el (7.4)
Zij = 1 VZ] € Oifm,i el (7.5)
Z Z Zij S K (76)
1€l 1§€0;, 4y
Tiji5 € {0, 1} Vij € Oi,’ilj, S Oi/,’i,i, el
tij >0 Vij € O;,i el
Zij € {0,1} Vij € O;,i €1

Es verbleiben aber auch fiir diese zweite Formulierung des zweistufigen robusten Optimie-
rungsmodells zwei Zielrichtungen. Fiir eine kompakte Darstellung dieses zweistufigen robusten
Optimierungsmodells eignet sich das vorherige Vorgehen nun nicht mehr. Hierfiir miissten wir
die Zielfunktion

max v(z)
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3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

durch eine Nebenbedingung

w > v(z)

fiir alle moglichen Reihenfolgen x ausdriicken und w minimieren. Dies entspriache dem folgenden
Modell:

Modell 8
min w
s.t. Z Z Tij il = 1 Vij € O;,i el (81)
i'eIl\{i} 5’ €0, U{R}
Hig =yt 51
v(x) <D tin, (8.2)
el
w > v(x) Va

Vij,i(j—1) € 0,5 > 1€l

(8.3

tij 2 tij—1) T Pi(j—1)Zi(j—1) (8.4
Vij € 04,1 € Opyi,i’ €I (8.5
(8.6

(8.7

tij + pijzij < tig + (1 — 24505 ) M

~— ~— ~— ~— ~—

Zijzl VijEOifiz,iGI

2 2 sk

1€l €O, qr

i,y € {0,1} Vij € O, (i'5') € Op,i,i' € T
t;j >0 Vij € O;1 €1

Zij € {0, 1} Vij € O;,1€ 1

Damit beide Formulierungen der Modelle [7] und [§] d&quivalent sind, miissen die jeweiligen op-
timalen Losungen den gleichen Wert ergeben. Das Modell [§] ist jedoch unbeschrankt, da fiir v
und w keine weiteren Schranken vorliegen und die Nebenbedingungen und sowie die
Zielfunktion dies bedingen. Die Variable w soll minimiert werden und w ist groBer als v(x) fur
alle moglichen Patientenreihenfolgen x fiir die Behandlungsarten. Da jedoch an jedes v(z) nur
eine obere Schranke gegeben ist, ist die Variable w somit nicht nach unten beschrinkt. Also
kann dieses Modell nicht der Formulierung [7] entsprechen.

Ein anderer Betrachtungsansatz fiir eine kompaktere Formulierung

Der bisher betrachtete Ansatz, um das Modell [ in eine kompakter Form zu bringen, fithrte zu
Modell[7]mit zwei Zielrichtungen. Wir sehen in diesem Abschnitt nun eine weiteren Ansatz, eine
kompaktere Form von Modell {4 zu erhalten. Diese beinhaltet, wie wir in Abschnitt sehen
werden, ein graphentheoretisches Problem, was wir ndher untersuchen wollen und mit dessen
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Hilfe wir die robuste Terminvergabe im Krankenhaus berechnen wollen. Um diese kompaktere
Form zu erhalten, gehen wir noch einmal zuriick zu unserem Ausgangsmodell[d, Wir nehmen an,
dass die Reihenfolgen x bereits festgelegt sind und ein Szenario S, iiber die Variablen z definiert,
eingetroffen ist. Es verbleibt das Optimierungsmodell der zweiten Entscheidungsstufe.

Modell 9 (Zweite Entscheidungsstufe)

min g tin,

el
tij + pijzij < Ly + (1 — l‘ijﬂ'/j/)M Vij € Oi,i/j/ S Oi/,i,i/ el [y] (9.2)
tij >0 Vij € O;iel

Diese zweite Entscheidungsstufe beinhaltet nur die Festlegung der genauen Starttermine an-
hand der bereits festgelegten Reihenfolge x und einem eingetretenen Szenario S. Die Werte
x und z sind damit genau wie die Prozesszeiten p als Konstanten zu werten, da diese Ent-
scheidungen schon getroffen wurden. Die Werte von x geben an, welche Reihenfolgen fiir die
Behandlungsarten einzuhalten sind, und die Werte von z geben an, welche Behandlungen ein-
getreten sind. Da insbesondere die Variable x fest gesetzt ist, konnen wir auch die eigentliche
quadratische Nebenbedingung

tij + pijzij < Ly iy Vij € Oi,i/j/ € O0y,i,i €1

anstelle von Nebenbedingung (9.2) betrachten, da sie hier nun linear ist. Das Modell @] ist ein
lineares Programm mit folgender zugrundeliegender Koeffizientenmatrix der Nebenbedingun-

gen:

Tijitj! -1

Tijargr —1
wobei die Werte 2 bindr sind und fiir eine Behandlung O;; maximal ein Wert x;; ;5 fiir alle

iibrigen Behandlungen Oj s gleich eins ist. Also ist die transponierte Matrix AT als Teilmatrix
einer Inzidenzmatrix eines Digraphen total unimodular. Somit ist eine optimale Ldsung von
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3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

Modell [9] immer ganzzahlige. Diese Ganzzahligkeitseigenschaft bleibt auch bei der Dualisierung
erhalten. Dualisiert man dieses Modell [9] mithilfe der Dualvariablen 7w und y, so erhilt man
das folgende Modell:

Modell 10 (Duales Modell der zweiten Entscheidungsstufe)

max Y (> [pigonzig-nmii+ Y, (Y piiziyie)])

i€l ijeo; i'el\{i} i'5'€0,
st —mij + 1) — SO wigay —xijrijyiryri) <0 Vigi(j—1) € O\{ini}, i€l
Vel i5'€0,
(10.1)
Ti(n;—1) + Z( Z Tt it in Yir it ing) < 1 Viel (10.2)
i'el i'§'€0,
WijZO VijGOi,iEI
Yijiryr > 0 Vij € Oi,i'j’ € Op,iyi' € 1

Auch die Matrix, die dem Polyeder der Formulierung von Modell [I0] zugrunde liegt, ist to-
tal unimodular und daher nimmt auch das duale Programm der zweiten Entscheidungsstufe
immer eine ganzzahlige Losung an. Somit gelten fiir eine optimale Losung von Modell [10] die
Ganzzahligkeitsbedingungen

yeZ " meZ".

Auf ndhere Erlauterungen und Interpretationen zu Modell wollen wir erst in Abschnitt
eingehen. Sowohl das Max-Szenario-Problem als zweite Zielfunktion wie auch dieses dua-
lisierte zweite Entscheidungsproblem sind nun Maximierungsprobleme. Wir koénnen sie daher
in einem gemeinsamen Modell zusammenfassen. Dieses bezeichnen wir als die Max-Szenario-
Formulierung.
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Modell 11 (Max-Szenario-Formulierung)

max > (> [pig-nzg-nmii+ Y, (Y. pijziyieg)]

icl ij€0; el\{i} Vj'€0y

s.t. ﬂ'U + 7T j 1 Z Z yZ] i’ ':E’L'/j’,ijy’i/j/,ij) S 0 \V/l], l(] — 1) S Ol\{lnz},l € I

i'el i'5'€0,
(11.1
Ti(n;—1) T Z( Z Tt jt ins Yit i ing) < 1 Viel (11.2)
el i'5'€0y

Zij = 1 Vij € Olfm? el (113)
Y <K (11.4)
i€l ijeoivar
mi; >0 Vij € O;1 €1
Yiji'g >0 VijEOi,i/jIEOi/,i,i/EI
Zij € {0, 1} Vij € O;1 €1

Die Matrix A der Nebenbedingungen, die dieser Formulierung zugrunde liegt,

ist zwar ebenfalls total unimodular, jedoch besitzt das Modell keine lineare Zielfunktion.
Aus diesen Griinden kann der Dualitétssatz hier kein zweites Mal angewendet werden, um eine
kompakte Formulierung fiir das zweistufige robuste Optimierungsproblem zu erhalten. Wie wir
spéter in Abschnitt noch sehen werden, dndert eine Linearisierung der Zielfunktion auch
die Nebenbedingungsmatrix A, die bei erfolgreicher Linearisierung der Zielfunktion ihre totale
Unimodularitdt verliert. Dadurch verliert das Modell seine Ganzzahligkeitsbedingung. Da z
binéar ist, kann also der Dualitdtssatz nicht angewandt werden. Bisher ergibt das Modell
eingebettet in die erste Entscheidungsstufe das weiterhin zweistufige Entscheidungsmodell mit

zwei Zielrichtungen:
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Modell 12 (Zweistufiges robustes Modell 3 )

mxinrzl}&;i Z(Z [pi(jf1)2¢(jf1)77ij+ Z ( Z pijzijyij,i’j’)]

i€l ijeo; i'el\{i} Vj'€0y

i eI\{i} i§'€0, U{R}
Hij=H;t 51

=i migony — 2 (D Yigg — TagigYigig) <0 Vig,i(j —1) € O\{ini},i € 1
i'el i'j'€0y

(12.2

Titni) T 2,0 D TirjrinYirjrin,) < 1 Viel (12.3)
i'el i'5'€0,

2 =1 Vij € O, i €1 (12.4)
Y <K (12.5)
1€l i§€0;,,4,
x5 € {0,1} Vij € 04,45 € Op,i, i’ €1
mij >0 Vij € O;1 €1
Yijirje >0 Vij € 04,75 € Oy,i,i' €1
zi; € {0,1} Vij € Ogi €1

Dieses zweistufige Modell[I2|mit den verbleibenden zwei Zielrichtungen l4sst sich, wie wir schon
mehrfach in dieser Arbeit gesehen haben, durch ein Ersetzen der Zielfunktion

max > (¥ [piGg—nzig-nmii + X (X pigzigYijig)]
i€l ije0; eI\{i} Vj'€0y

durch die Nebenbedingung

v> 3 (X Pig—nzig-ymii + X (X pijziYieg)]
ict ijeo, #eINi} 741€0y

in ein kompaktes Gesamtmodell umformulieren.

44



3.4 Robuste Modellierungen der Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden

Modell 13 (Kompakte Formulierung)

min v
el i'j'€0y
(13.1
Ti(n;—1) T Z( Z Tt it in, Wit ing) < 1 Viel (13.2)
el i'j'€0,
Zij = 1 Vlj € Oifm,i el (13.3)

> <K (13.4)

1€l €0, 4y

v>Y (Y Iig-nzEG-nmii+ Y (Y Pz (13.5)

i€l ije0; i'el\{i} i'j'€0,
zijvy € {0,1} Vij € O0;,i'5 € Oyp,i i €1
mij >0 Vij € Os,1 €1
Yij,irg = 0 Vij € 0;,i'j € Oy, i, i €I
zij €{0,1} Vij € Oy iel
v>0

Dies ist zwar eine kompakte Formulierung des Gesamtmodells, jedoch sind einige Nebenbedin-
gungen quadratisch und somit beschreiben diese Nebenbedingungen kein Polyeder mehr. Dieses
Problem gehort der konvexen Optimierung an. Methoden, ein solches Modell zu 16sen sind zum
Beispiel Subgradientenverfahren oder die innere Punkt Methoden. Diese wollen wir jedoch in
dieser Arbeit nicht ndher betrachten. Wir kehren somit an dieser Stelle zu der Betrachtung des
Max-Szenario-Modell [11] zuriick, da dies noch nicht weiter untersucht und beschrieben worden

ist.
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3.4.3 Interpretation der Max-Szenario-Formulierung

Unser im vorherigen Abschnitt definiertes Max-Szenario-Modell

Modell 14
max Y (Y [pig-nzig-nms+ >, (> Pijzi¥ijig)]
i€l ijeO; 7el\{i} Vj'€0y
i€l /€0,
(14.1
Ti(ni—1) T Z( Z Tt it iny Wit ing) < 1 Viel (14.2)
Vel /€0,
Zij = 1 Vij € Oifi;c’i el (143)
Y <K (14.4)
el Z‘jGOiuar
mi; >0 Vij € O;,1 €1
Yij il >0 Vij € Oi,i,j, S Oi/,i,i/ el
Zij € {O, 1} Vij € O;,1 €1

besitzt eine quadratische Zielfunktion und eine total unimodulare Matrix der Nebenbedingun-
gen, wie wir im vorherigen Abschnitt schon gesehen haben. Das dualisierte Modell der ersten
Entscheidungsstufe erhielt immer eine ganzzahlige Losung, weswegen wir dem Modell die
Ganzzahligkeitsbedingungen

yeZ  meZ".

ergénzen diirfen.

Bedeutung der Variablen und Nebenbedingungen der Max-Szenario-Formulierung

Es sind nicht nur die Behandlungszeiten p von Modell[11]fest gegeben, sondern auch die Reihen-
folge x bereits festgesetzt. Mithilfe der Patientenreihenfolgen x wird eine vollstandige Auswahl
eines disjunktiven Graphen beschrieben. Die Patientenreihenfolgen sind als Pfade gegeben, je-
doch beschreibt dies eine vollstdndige Auswahl eines disjunktiven Graphen, da anhand dieser
Pfade alle {ibrigen disjunktiven Bogen gerichtet werden kénnen. Diesen Graphen, der durch
die Variable z und die so definierte vollstdndige Auswahl S definiert wird, bezeichnen wir mit

G(9).
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Die bindre Variable z gibt an, ob eine Behandlung eintreten wird oder nicht. Nebenbedingung
fordert, dass maximal K zusétzliche Behandlungen eintreten werden. Die als Dualvaria-
blen ins Modell gekommene Variablen 7« und y sind die weiteren Variablen dieser Formulierung.
Da die Variablen 7 und y aus dem dualen Modell [10| entstammen und diese Matrix dieser Ne-
benbedingungen total unimodular war, kénnen 7 und y auch ganzzahlig gefordert werden.

Die Variable m gehort zu den Ungleichungen, dass jede Behandlung pro Patient nur nach der
Vorgéngerbehandlung fiir denselben Patienten starten darf und y gehort zu der Ungleichung,
dass jede Behandlung 7" nur nach einer Behandlung ij derselben Behandlungsart starten darf,
die ein Vorgianger von 4’5" im disjunktiven Graphen G(S) ist. Fiir jeden konjunktiven Bogen
von Behandlung i(j — 1) zu Behandlung ij des disjunktiven Graphen existiert nun also eine
Variable 7;; und fiir jeden fixierten disjunktiven Bogen von Behandlung ij zu einer Behandlung
i'j" existiert eine Variable y;; ;- Die Nebenbedingungen und entsprechen Flus-
serhaltsbedingungen an jeder Behandlung ij, wobei an den Senken des disjunktiven Graphen
nach Nebenbedingung jeweils eine Einheit ankommen muss. Man kann die Variablen
also so interpretieren, dass m;; Fluss, der zu Knoten ij von dem Vorgéngerknoten i(j — 1) auf
dem Behandlungspfad flieit, beschreibt und die Variable y;;;;» Fluss, der zu einem Knoten
4" iiber den Vorgiangerknoten ij der Behandlungsart fliefit, beschreibt. Die quadratische Ziel-
funktion summiert die Kosten eines solchen Flusses iiber die Bogen der Behandlungspfade und
die Kosten tiber die Reihenfolgebogen der Behandlungsarten. Kapazitdten auf den Bogen sind

nicht gegeben.

-V 4 <
4
\
~_ ’
! S~ 7’ \
~ ;- ~ . \
\ AN s 4 RS L7 \
’ ~
\ .~ - ~v \
AY ’,\l 4 s~
N~ \& ’ P SO 1
PR h ’ S 1
O : : JO : O Ol
> — v > > |
N \// N ’l ]
S 1 N -~ - 1
| vt N N 1
7’ -
h v >3 N Phd N 1
PN N - N B
1 A ~ N Phd N
1 < ~ N
\\<¢\
N,
_-7 S A

- ~ 1
----» y-Bogen f JPE I X : R :"

— m-Bogen

Abbildung 3.3: Die Dualvariablen 7w und y

In Abbildung wird noch einmal verdeutlicht, welchen Bogen des disjunktiven Graphen den
Dualvariablen m und y entsprechen. Die Variablen 7 stellen die konjunktiven Bogen dar und
die Variablen y die gerichteten disjunktiven Bogen. Die ausgehenden Bogen an einem Knoten,
der zu einer Behandlung O;; gehért, haben Kosten von p;;, sofern die Behandlung eintritt. Dies
wird durch die quadratischen Terme der Zielfunktion p;;z;;y;; «; fiir ij € O; und 7’5’ € Oy mit
i,i € I sowie Pi(j—1)%i(j—1)Tij mit ij € Oy, @ € I, deutlich. Falls die Behandlung nicht eintritt,
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3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

werden alle ausgehenden Bogen ohne Kosten berechnet. Auflerdem miissen die Flussvariablen
m und y mit den Kosten gewichtet werden.

Dieses Max-Szenario-Problem entspricht einem b-Fluss mit maximalen Kosten auf dem azy-
klischen Graphen G(S), bei dem fiir K Behandlungen O;j, deren Eintreten unsicher ist, die
Behandlungsdauern von 0 auf p;; erhéht werden. Dies ist eine Abwandlung des Flussproblems
mit minimalen Kosten in azyklischen Digraphen. Die Balancen des Graphen G(S) mit einer
Quelle s und n Senken t;, i = 1,...,n sind dabei b(s) = n, b(t;) = —1 furallei =1,...,n
und b(v) = 0 fiir alle iibrigen Knoten.

Fiir die robuste Terminvergabe léasst sich das Problem nun wie folgt definieren.

Das Max-Szenario-Problem der robusten Terminvergabe unter unsicheren Be-
handlungspfaden

Instanz:  Eine vollstindige Auswahl S eines disjunktiven Graphen G = (V,C, F') unter
unsicheren Behandlungspfaden mit Quelle s und n Senken t1,...,%, und einer
Balancefunktion b : V(G(S)) — Z mit b(s) = n, b(t;) = —1 fiir alle ¢+ € I und
b(v) = 0 sonst

Aufgabe: Finde einen zuldssigen b-Fluss mit maximalen Kosten, bei dem die Kosten
von K Knoten v;; € O

von 0 auf p;; erhéht werden diirfen

lvar

Ein solcher b-Fluss f mit K Knoten, deren Kosten erhoht wurden, kann durch das Tupel (f, B)
beschrieben werden, wobei B C V(G(S)) die Menge der Knoten mit erhchten Kosten ist.

Man kann dieses Max-Szenario-Problem allerdings auch etwas anders formulieren. Bisher wird
ein kostenmaximaler b-Fluss gesucht, bei dem die Behandlungsdauer von K Behandlungen
erhoht werden darf, wobei die Kosten auf den Knoten definiert sind. Wenn man nun einige
Anderungen an dem azyklischen Graphen G(S) vornimmt, lisst sich der Fluss auch iiber die
Erhéhung von Bogenkosten definieren, so dass alle Behandlungsknoten fest sind.

(3.1) Definition (Modifizierter disjunktiver Graph)

Sei eine vollstindige Auswahl S eines disjunktiven Graphen G = (V,C, F') gegeben. Der mo-
difizierte disjunktive Graph G’(S) = (V/,C"US"UU), entsteht aus dem azyklischen Graphen
G(S) wie folgt:

o Erstelle fiir jeden Knoten v € V(G(S)) einen Knoten v und fiir jeden Knoten v €
V(G(S))\{s} eine zusitzliche Kopie v/

o Erstelle fiir alle Knoten v € V(G(S)) einen Bogen vv’ mit Kosten in Héhe der Behand-
lungsdauer der dazugehorigen Behandlung

o Erstelle fiir alle Bogen vv’ € V(G(S)), die zu einer nicht sicher eintretenden Behandlung
gehoren, einen weiteren Kostenwert von 0

o Erstelle fiir jeden Bogen vw € A(G(S)) einen Bogen v'w in G’(S) mit Kosten von 0
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3.4 Robuste Modellierungen der Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden

o Erstelle fiir jeden Bogen sv € A(G(S)) einen Bogen sv in G’(S) mit Kosten von 0

Die Knotenmenge des Graphen G’(S) bezeichnen wir mit V', die Menge der konjunktiven
Bogen aus G(S) in dem Graphen G'(S) bezeichnen wir mit C’, die Menge der gerichteten
fixierten disjunktiven Bogen aus G(.S) mit S’ und alle Bogen vv’ mit v € V(G(S)) liegen in
der Bogenmenge U. Die Knoten v € V(G'(S)) und v' € V(G'(S)) erhalten jeweils die Balance
b(v) des Graphen G(S). o

Fine solche Reduktion einer vollsténdigen Auswahl eines disjunktiven Graphen ist in polyno-
mieller Zeit durchfiihrbar, da 2|V (G(S))| Knoten erstellt werden und |A(G(S))| + |[V(G(9))]
Bogen. Indem man jedem Bogen mit nur einem Kostenwert denselben Kostenwert ein zweites
Mal gibt, entsteht ein Digraph mit zwei Kosten fiir jeden Bogen. Die Kosten werden dabei
fir einen Bogen a € A(G’) mit (c(a),¢(a)) bezeichnet, wobei ¢(a) > c(a) gilt. Ein Beispiel
fiir einen modifizierten disjunktiven Graphen abgeleitet von der vollstindigen Auswahl eines
disjunktiven Graphen aus Abbildung wird in der folgenden Abbildung gezeigt.

(elid) 2(id))

Abbildung 3.4: Beispiel eines modifizierten disjunktiven Graphen

Im Unterschied zu der Problemstellung in den gewdéhnlichen disjunktiven Graphen sind hier
die Kosten einer Behandlung, also die Behandlungsdauer, nicht mehr auf Knoten definiert,
sondern auf dem Bogen, der zwischen zwei Knoten verldauft, die zu der gleichen Behandlung
gehoren.

In dem modifizierten disjunktiven Graphen G'(S) mit Kosten (c(a),¢(a)) fir jeden Bogen

a € A(G'(S)) entspricht das Max-Szenario-Problem damit dem folgenden Problem.
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3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

Das Max-Szenario-Problem der robusten Terminvergabe unter unsicheren Be-
handlungspfaden in modifizierten disjunktiven Graphen

Instanz:  Ein modifizierter disjunktiver Graph G’(S) = (V/, A) unter unsicheren
Behandlungspfaden mit einer Quelle s € V(G'(S)) und Senken ¢; € V(G'(S5)),
i € I und einer Balancefunktion b : V(G'(S)) — Z mit b(s) = n, b(t;) = —1 fiir
alle i € I und b(v) = 0 sonst

Aufgabe: Finde ein Tupel (f, B), wobei f ein zuldssiger b-Fluss mit maximalen Kosten ist
und B C A(G'(S)) mit |B| < K gilt, sodass fiir alle a € B f(a) > 0 ist und die
Kosten ¢(a) gelten, und fiir alle iibrigen Kanten a’ # B mit f(a’) > 0
die Kosten ¢(a’) verwendet werden

Dieses besondere Flussproblem mit maximalen Kosten, was in unserem Max-Szenario-Problem
gesucht wird, lasst sich nicht nur fiir unsere Problemstellung definieren. Auch auf allgemeine
azyklische Digraphen mit n Senken lésst sich unser Flussproblem {ibertragen, und zwar als
Flussproblem mit maximalen Kosten, bei dem man bei K Bogen die Kosten erhéhen darf.
Welche Bogen vom Kostenwert erhoht werden, gehort dabei zum Teil des Problems. Dieses
werden wir fiir allgemeine azyklische Digraphen mit n Senken von nun an als das Maximalkos-
tenflussproblem mit K variablen Kosten bezeichnen. Abkiirzend bezeichnen wir dieses Problem
auch als das K-MKF-Problem. Sei dazu D = (V, A) ein azyklischer gerichteter Digraph mit
einer Quelle s und n Senken t1, ..., t,. Fiir jeden Bogen a € D(A) sind zwei Kostenwerte ¢(a)
und ¢(a) mit ¢(a) > c(a) definiert. Das Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten
ist ein Flussproblem mit maximalen Kosten in D, wobei bei K Bogen a in D die Kosten von
c(a) auf ¢(a) erhoht werden diirfen. Alle {ibrigen Bogen a’ € A(D) miissen mit den niedrigeren
Kosten ¢(a’) berechnet werden.

Das Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten

Instanz:  Ein azyklischer Digraph D = (V, A), eine Quelle s € V (D), Senken t; € V (D),
i € I, zwei Kostenfunktion ¢ : A(D) — Z* und c¢: A(D) — Z" mit ¢(a) > c(a)
fiir alle a € A(D), eine Balancefunktion b: V(D) — Z* mit b(s) = n,
b(t;) = —1 fir allei = 1,...,n und b(v) = 0 sonst sowie K € Z*

Aufgabe: Finde ein Tupel (f, B), wobei f ein zuléssiger b-Fluss mit maximalen Kosten ist
und B C A(D) mit |B| < K gilt, sodass fiir alle a € B f(a) > 0 ist und die
Kosten ¢(a) gelten, und fiir alle iibrigen Kanten o’ # B mit f(a’) > 0
die Kosten ¢(a’) verwendet werden

In Kapitel [5| werden wir uns ndher mit dem allgemeinen Maximalkostenflussproblem mit K
variablen Kosten befassen.

Unser robuste Modell [11] fiir die Terminvergabe im Krankenhaus besitzt zwar lineare Neben-
bedingung, jedoch ist die verwendete Zielfunktion
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3.4 Robuste Modellierungen der Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden

max Y (> [pi-nzig-nmii+ 2, (Y. pijzijyijig)]

iel ij€0; i'eI\{i} V'j'€0y

offensichtlich nicht linear, sondern quadratisch. Wir wollen hier in dieser Arbeit allerdings keine
quadratischen Optimierungsprobleme betrachten. Wir kénnen jedoch fiir das Maximalkosten-
flussproblem mit K variablen Kosten eine Modellierung betrachten, die linear und dquivalent
zu Modell [[T] ist.

Sei dafir G = (V,C, F) ein disjunktiver Graph und S eine vollstindige Auswahl S von G.
Sei auBerdem G’(S) = (V',C"US"UU) der entsprechende modifizierte disjunktive Graph. Die
beiden Kosten, die auf den Bogen in der Menge U des modifizierten disjunktiven Graphen
definiert sind, werden mit ¢ : A(G'(S)) — N sowie ¢ : A(G'(S)) — IN notiert. Die Kosten der
iibrigen Bogen werden mit ¢ beschrieben, wobei in unserem Fall der robusten Terminvergabe
in Krankenhéusern ¢(a) = 0 oder ¢(a) = p;; fir eine Behandlung O;; gilt.

Modell 15 (Verwendete Modellierung des Max-Szenario-Problems)

max Y e(a)y(a) + Y (@ c(@))w(a)

a€C'US'UU acl

s.t. Z y(a) — Z y(a) = b(v) Vo e V(G'(S)) (15.1)
a€dt(v) a€d~ (v)
> z(a) <K (15.2)
acU
z(a) < y(a) VYa e U (15.3)
w(a) < Mz(a) Va e U (15.4)
w(a) <yla) Va e U (15.5)
z(a) € {0,1} Va € U (15.6)
w(a) € Z* Va e U (15.7)
y(a) e Z* Vae C'US'UU (15.8)

Die Variable y(a) gibt an, wie viel Fluss iiber einen Bogen a € A(G’(S)) mit Kosten ¢(a) fliefit,
und die bindre Variable z(a) gibt an, ob die Kosten des Bogens a € U erhoht werden oder
nicht. Zudem definiert die Variable w(a), wie viel Fluss tiber einen Bogen a € U mit Kosten
¢(a) flieBt. Die Konstante M ist ein groBer konstanter Wert um zu gewéhrleisten, dass genug
Fluss w(a) iiber einen Bogen a flieBen kann, beispielsweise M = n.

Diese Formulierung ist zwar linear in Zielfunktion und Nebenbedingungen, jedoch ist die Matrix
A der Nebenbedingungen nicht total unimodular, wie nachfolgend zu sehen ist.
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3 Robuste Terminvergabe unter Unsicherheiten

2
D

1...1
—Las)l | Laes))
~MZas)) | Diae )
—Liac(s))] Lia(cr(s))|

Hier beschreibe D die Inzidenzmatrix des modifizierten disjunktiven Graphen G’(S) und
Z a(cr(s))| eine Einheitsmatrix der Grofle |A(G'(S))| x [A(G'(S))]. Durch die Nebenbedingung
ist diese Matrix nicht total unimodular. Das bedeutet, dass die Ganzzahligkeitsbedin-
gungen der Variable z nicht relaxiert werden diirfen, ohne die Ganzzahligkeit einer optimalen
Losung zu verlieren.

Das Max-Szenario-Problem der robusten Terminvergabe im Krankenhaus unter unsicheren Be-
handlungspfaden entspricht nun dem Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten in
einem modifizierten disjunktiven Graphen. Wir zeigen im folgenden Kapitel 4l wie das Pro-
blem der robusten Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden insgesamt zu losen
ist, ohne explizit auf Losungsverfahren fiir dieses Maximalkostenflussproblem mit K variablen
Kosten einzugehen. In Kapitel [l werden wir zu dem Maximalkostenflussproblem mit K varia-
blen Kosten zuriickkehren und es allgemein untersuchen, bevor wir anschlieflend in Kapitel [6]
Losungsverfahren dazu vorstellen werden.
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4 Losungsverfahren fiir die robuste Terminvergabe unter
unsicheren Behandlungspfaden

Im vorherigen Kapitel haben wir auf der Basis unserer Problemstellung ein zweistufiges ro-
bustes Optimierungsmodell erstellt. Die beiden Entscheidungsstufen umfassten das Fixieren
der disjunktiven Bogen eines disjunktiven Graphen und das Max-Szenario-Problem als Maxi-
malkostenflussproblem, bei dem fiir maximal K Behandlungen, deren Eintreten unsicher sind,
die Behandlungsdauern erhoht werden diirfen. Dieses Max-Szenario-Problem definierten wir
als Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten auf dem modifizierten disjunktiven
Graphen.

Das Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten, was wir im Folgenden meist nur
noch als das K-MKF-Problem bezeichnen werden, werden wir in Kapitel [5] fiir allgemeine
azyklische Digraphen ausfiihrlich betrachten, um in Kapitel [ zwei Verfahren kennenzulernen,
mit denen sich das K-MKF-Problem in diesen Digraphen 16sen lésst. Um unser Problem der
robusten Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden aber allgemein zu l6sen, wollen
wir zundchst nicht explizit auf Losungsverfahren fiir das K-MKF-Problem eingehen.

Unser robustes Modell [12]

minmax > (> [pig-nzig-nmi + 2 (D, Pz

Zy7

icl ij€O; irel\{i} i'5'€0y
Z Z Tijrg =1 Vij € O, <nj,i €1
i'el\{i} i'j'€0, U{R}
Hig=H; 51

— Ty — D0 > Yy — Tagagliga) <0 Vg i(j—1) € Oj\{ini},i € I

i'el 5'€0y

Ti(ni—1) T Z( Z Tt jt in Vit it in;) < 1 Viel

i'el i'§'€0y,
zij =1 Vij € Ojyy,,i €1
%z’ﬁ;ﬁm
zijvy € {0,1} Vij € Oy, € Op,i,i €1
mij > 0 Vije O;,1€l
Yijary =0 Vij € 04,75 € Oy,i,i' €1
zij € {0,1} Vij € Osiel

welches wir in Kapitel [3] bereits kennengelernt haben, beinhaltet die zwei Stufen der robusten
Terminvergabe. Eine kompakte lineare Formulierung dieser robusten Modellierung haben wir
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4 Lésungsverfahren fiir die robuste Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden

bislang nicht gefunden, weswegen wir das Modell nun auf einem anderen Weg 16sen wollen,
ndmlich in einem ebenfalls zweistufigen Losungsverfahren. Wir haben als Instanz der robusten
Terminvergabe einen disjunktiven Graphen G = (V,C, F') gegeben. Fiir diesen sind die Knoten
und Bogen jeweils fest gegeben, nur die Dauer einer Behandlung ist eventuell unsicher. In einer
ersten unverdnderlichen Entscheidung sollen die disjunktiven Bogen fixiert werden, und zwar
so, dass dabei die Losung des Max-Szenario-Problems iiber alle vollstdndigen Auswahlen S
minimiert wird.

In jeder vollstédndigen Auswahl S des disjunktiven Graphen G und dem dadurch entstehenden
modifizierten disjunktiven Graphen G'(S) = (V/,C"US"UU) 16sen wir, wie ebenfalls in Kapitel
bereits gesehen, das Max-Szenario-Problem in der Formulierung

Modell 16
max Y c(a)y(a)+ Y_(e(a) — c(a))w(a)

a€A(G'(9)) aeU

st > yla)— D yla) =bv) Yo e V(G'(S)) (16.1)
a€dt(v) a€d(v)
> z(a) <K (16.2)
acU
z(a) < y(a) Va e U (16.3)
w(a) < Mz(a) Va e U (16.4)
w(a) <yla) Va e U (16.5)
z(a) € {0,1} VaeU (16.6)
w(a) € Z* Va € U (16.7)
y(a) e Z* Va € A(G'(S)) (16.8)

Wir suchen in dem disjunktiven Graphen G die vollstdndige Auswahl S, fiir die der Wert von
Modell minimal ist. Sei dazu G die Klasse der modifizierten disjunktiven Graphen aller
moglichen vollsténdigen Auswahlen in G. Das Modell [12] ist offensichtlich dquivalent zu der
Formulierung von Modell[17], da iiber die Variable x eine vollstdndige Auswahl des disjunktiven
Graphen G festgelegt wird. Die Reihenfolgen = legen in einem disjunktiven Graphen zunéchst
nur gerichtete Pfade der disjunktiven Bogen fest, wodurch noch nicht alle disjunktiven Bogen
gerichtet sind. Diese Pfade legen jedoch auch die Richtungen der {ibrigen disjunktiven Bogen
fest. Anhand eines Pfades vjvs...v;, der ein Pfad der Lénge |Q| — 1 fir die Menge @ aller
Patienten, die eine bestimmte Behandlungsart erhalten sollen, ist, lassen sich alle ibrigen Bogen
zwischen den Behandlungen der Patienten wie folgt fixieren: Fir zwei Behandlungsknoten v;
und v; mit ¢ < j fixiere den ungerichteten disjunktiven Bogen {v;,v;} zu v;v;.
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Modell 17

min max Y c(a)y(a)+ Y (e(a) — c(a))w(a)

G'(8)=(V',C'US'UU)EG

acA(G'(S)) acl
st. > yla)— D yla) =b(v) Yo e V(G'(S)) (17.1)
acdt(v) a€d— (v)
> z(a) <K (17.2)
aclU
z(a) < y(a) VaeU (17.3)
w(a) < Mz(a) Va e U (17.4)
w(a) < yla) VaeU (17.5)
z(a) € {0,1} Va e U (17.6)
w(a) € Z* VaeU (17.7)
y(a) € Z* Va € A(G'(S)) (17.8)

Fiir eine optimale Lésung von Modell wird eine vollstdndige Auswahl benétigt, die eine
minimale optimale Losung des K-MKF-Problems liefert. Um diese optimale Losung von Modell
und damit auch von Modell [12] zu finden, missen alle méglichen vollstdndigen Auswahlen
betrachtet werden und fiir diese das jeweilige Max-Szenario-Problem gelost werden. Um alle
dabei entstehenden modifizierten disjunktiven Graphen durchzugehen, bietet sich eine Art
Branch-and-Bound-Algorithmus an. In Brucker [§] wird ein Branch-and-Bound-Algorithmus
vorgestellt, der eine Losung des Job Shop Scheduling Problems unter der Zielfunktion, dass
der Makespan minimiert wird, definiert. Dieser ist fiir unser Unterproblem, dem Losen des
K-MKF-Problems, nicht sonderlich geeignet, weswegen wir in diesem Abschnitt nun einen
anderen Losungsalgorithmus fiir unser Problem vorstellen wollen.

In Abbildung sehen wir dazu noch einmal den disjunktiven Graphen aus Abbildung

Abbildung 4.1: Disjunktiver Graph

Bei der Suche nach einer vollstdndigen Auswahl eines disjunktiven Graphen miissen die disjunk-
tiven Bogen fixiert werden. Das bedeutet insbesondere, dass jeder Graph G € G die folgende
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4 Lésungsverfahren fiir die robuste Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden

Grundstruktur aus Abbildung besitzt, die die konjunktiven Bogen bestimmen.

Oo——O0——™>0——0
Abbildung 4.2: Grundstruktur der konjunktiven Bogen eines disjunktiven Graphen

Alle Behandlungen, die derselben Behandlungsart angehoren, sind im disjunktiven Graphen
iiber die disjunktiven Bogen zunéchst als ungerichtete Cliquen benachbart, farblich dargestellt
in Abbildung [£.1] Es gilt nun die Cliquenbogen so zu richten, dass eine vollstdndige Auswahl
dabei entsteht. Eine vollstdndige Auswahl eines disjunktiven Graphen hat die Figenschaften,
dass jeder disjunktive Bogen gerichtet wurde und der dabei entstehende Graph azyklisch ist.
Fine solche vollstdndige Auswahl wird in Abbildung noch einmal dargestellt.

Abbildung 4.3: Beispiel einer vollstdndige Auswahl eines disjunktiven Graphen

Ganz allgemein sieht das hier vorgestellte Losungsverfahren der Terminplanung im Kranken-
haus unter unsicheren Behandlungspfaden wie folgt aus:
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4.1 Branchingverfahren

Algorithmus 2 Losungsverfahren der robusten Terminvergabe unter unsicheren Behandlungs-
pfaden

Input: ein disjunktiver Graph G = (V,C, F) einer Instanz der robusten Terminvergabe unter
unsicheren Behandlungspfaden
Output: eine robuster Terminplan unter unsicheren Behandlungspfaden
begin
for jede vollstindige Auswahl S des disjunktiven Graphen G do
Erstelle den modifizierten disjunktiven Graphen G'(S);
Lose fur G'(S) das K-MKF-Problem;
return eine optimale Losung des K-MKF-Problems fiir eine optimale vollstindige Aus-

wahl von G;
end

end

Wie schon erwéhnt, wollen wir Losungsverfahren fiir das K-MKF-Problem erst in den Kapiteln
und [6] genauer betrachten. In diesem Kapitel wollen wir ein Vorgehen angeben, um alle
moglichen vollstdndigen Auswahlen zu betrachten und durch Abschneiden von vollstdndigen
Auswahlen die Laufzeit fiir das Verfahren von Algorithmus [2] zu verbessern.

4.1 Branchingverfahren

Fiir jede vollstindige Auswahl des durch die Problemstellung gegebenen disjunktiven Gra-
phen miissen alle disjunktiven Bogen so fixiert werden, dass der dabei entstehende Graph
azyklisch ist. Um alle moglichen vollstdndigen Auswahlen eines gegebenen disjunktiven Gra-
phen zu bilden, speichern wir das Fixieren der disjunktiven Bogen in einem Suchbaum ab.
In jedem Knoten des Suchbaums ist eine Auswahl S von disjunktiven Bogen fixiert worden.
Der Suchbaum besitzt einen Wurzelknoten, in dem der initiale disjunktive Graph gespeichert
wird, also gilt hier S = (). In den Nachfolgeknoten werden disjunktive Bogen fixiert, und dies
rekursiv auf jeden Knoten des Suchbaums angewendet, bis eine vollstindige Auswahl des zu-
grunde liegenden disjunktiven Graphen getroffen wurde. In den Bldttern des Suchbaums sind
die gesuchten vollstdndigen Auswahlen zu finden. Dies bedeutet insbesondere, dass nur auf den
Graphen, die durch die vollstdndigen Auswahlen der Blétter des Suchbaums definiert werden,
das K-MKF-Problem gelost werden muss.

Formal definiert sich der Suchbaum nach Brucker [§] wie folgt: Ein Knoten r in einem Suchbaum
definiert einen Graphen G(S,) = (V,C'US,), wobei S, die Menge aller fixierten disjunktiven
Bogen in Knoten r symbolisiert. Y () beschreibt alle moglichen Losungen, die aus dem Graphen
des Knotens r erzeugt werden kénnen. Der Suchbaum wird nun an Knoten r verzweigt, in dem
man die Menge aller méglichen Losungen Y(r) in ¢ disjunkte Teilmengen Y (s1),...,Y (sq)
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4 Lésungsverfahren fiir die robuste Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden

zerteilt. Dabei entspricht wieder jedes Y'(s;) einer Losungsmenge eines Graphen G(Fs,) =
(V,CUSs,) mit S, C Ss,. Den so erstellten Suchbaum bezeichnen wir mit 7.

Von dem Suchbaum T benétigen wir fiir die Berechnung des Max-Szenario-Problems nur die
Blatter. Alle iibrigen Knoten werden nur benttigt, um alle moglichen vollstdndigen Auswahlen
zu erzeugen und zu gewéahrleisten, dass keine vollstandige Auswahl mehrfach betrachtet wird.
Daher reicht es aus, in dem Suchbaum nur die Menge der fixierten disjunktiven Bogen zu
speichern. Sei F' die Menge aller disjunktiven Bogen des disjunktiven Graphen G und sei
I eine beliebig geordnete Menge dieser disjunktiven Bogen. In dieser Reihenfolge sollen die
disjunktiven Bogen nun nach und nach fixiert werden. Nach obiger Notation gilt also ¢ = 2. Das
bedeutet, dass in jedem Knoten des Suchbaums r, in dem schon ¢ disjunktive Bogen fixiert
wurden, zwei Nachfolgeknoten s; und sy erzeugt werden, in denen zusitzlich der (i + 1)-te
Bogen von F gerichtet wird. Fiir das Richten eines Bogens gibt es zwei Moglichkeiten, wobei
jeweils eine dieser Moglichkeiten in einem der Nachfolgeknoten gespeichert wird.

(a) Ursprungsgraph D,

(b) Verzweigung 1: D, (¢) Verzweigung 2: Dy,
Abbildung 4.4: Verzweigung im Suchbaum T zu einem disjunktiven Graphen
In Abbildung [4.4) wird ausgehend von einem Graphen D, in Teilabbildung in dem bereits

disjunktive Bogen fixiert wurden, gezeigt, wie eine Verzweigung aussieht. Hier wird der disjunk-
tive Bogen {v,w} gerichtet und somit entstehen die beiden Verzweigungen der Abbildungen

[4.4D und [4.4d
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4.2 Abschneiden von Suchbaumknoten

Fiir jeden Knoten r des Suchbaums T definieren wir eine untere Schranke LB(r) und fir das ge-
samte Branchingverfahren eine obere Schranke U B. Zu Beginn ist UB = oo und LB(r) = —o0
fiir alle Suchbaumknoten r € V(7). Da wir insgesamt minimieren, gilt, dass jede zuldssige Lo-
sung eine obere Schranke ist. Untere Schranken geben einen Wert an, den eine Losung des K-
MKF-Problems in dem Graphen, den dieser Suchbaumknoten definiert, mindestens annimmt.
Da die Losung des K-MKF-Problems ein b—Fluss mit weiteren Eigenschaften ist, ist zum Bei-
spiel die Losung des Maximalkostenflussproblems, bei dem nur die unteren Kosten verwendet
werden, eine untere Schranke fiir einen Suchbaumknoten.

FErst in den Blattern des Suchbaums wird das K-MKF-Problem gel6st. Nachdem dies fiir einen
Blatt einmal berechnet wurde, geht man zu einem weiteren, noch nicht betrachteten Blatt b mit
LB(b) < UB des Suchbaums weiter und 16st dort das entsprechende K-MKF-Problem. Falls
der Graph einer vollstdndigen Auswahl in einem Blatt S; des Suchbaums einen Kreis enthélt, so
ist LB(S;) = oo. Dies kann man etwa durch einen Suchbaum verhindern, der solche Graphen
nicht erstellt. Ebenso kénnte man den Suchbaum darauf beschrédnken, nicht alle disjunktiven
Bogen zu fixieren, sondern nur die Knoten der Behandlungsarten zu einem Pfad zu richten.
In jedem Knoten r des Suchbaums wird eine untere Schranke L B(r) angegeben, die einen Wert
angibt, der kleiner oder gleich dem kleinstmoglichen Wert ist, der in der Losungsmenge dieses
Knotens noch moglich ist. Die Losung eines Maximalkostenflussproblems mit K variablen
Kosten in einem einzelnen Blatt des Suchbaums ist eine mogliche obere Schranke, da wir
iber alle vollstdndigen Auswahlen des disjunktiven Graphen minimieren wollen. Das bedeutet,
dass eine neue Losung des K-MKF-Problems in einem Blatt b die obere Schranke UB des
Gesamtmodells moglicherweise verbessern kann, falls eine berechnete Losung geringere Kosten
als die aktuelle obere Schranke besitzt.

4.2 Abschneiden von Suchbaumknoten

Damit wir nicht jede einzelne vollstdndige Auswahl eines disjunktiven Graphen betrachten
miissen, wollen wir in diesem Abschnitt einige Regeln betrachten, um die unteren Schran-
ken einiger Suchbaumknoten zu verbessern. Dadurch kénnen eventuell diese Suchknoten abge-
schnitten werden und miissen nicht mehr betrachtet werden. Wir miissen fiir jede vollstandige
Auswahl das K-MKF-Problem l6sen. Insgesamt suchen wir die vollstandige Auswahl, die den
Wert der Losung des K-MKF-Problems minimiert. Unter bestimmten Umsténden ist jedoch
schon vor dem dazugehorigen Losungsverfahren absehbar, dass eine zu betrachtende vollstén-
dige Auswahl keine Verbesserung der aktuellen oberen Schranke bringen kann, also dass fiir
ein solches Suchbaumblatt r gilt, dass LB(r) > UB ist.

Eine optimale Losung des K-MKF-Problems ist ein Tupel (f, B), wobei f ein zulassiger b-Fluss

in D ist und B C A(D) eine Bogenmenge, fiir die gilt, dass |B| < K ist, f(a) > 0 fir allea € B

und c(f) = c(f)p + c(f)w maximal ist mit c(f)|p := X ¢(a) und c(f)w := X c(a) fiir
B B

ac ac

W :={a € A(D)|f(a) > 0,a ¢ B}. Dies definieren wir nun als einen (b, K )-Fluss (f, B).
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4 Lésungsverfahren fiir die robuste Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden

(4.1) Definition ((b, K)-Fluss)

Sei ein modifizierter disjunktiver Digraph D = (V| A) einer vollstindigen Auswahl eines dis-
junktiven Graphen gegeben mit einer Quelle s € V (D), n Senken t1,...,t, € V(D) und einer
Balancefunktion b : V(D) — Z* auf den Knoten V(D) mit b(s) = n, b(t;) = —1 fiir alle
i=1,...,nund b(v) = 0 sonst. Auf den Bogen des Digraphen D seien zwei Kostenfunktionen
¢: A(D) - Z" und ¢: A(D) — Z* definiert, wobei ¢(a) > c(a) fiir alle Bogen a € A(D) gilt.
Sei auflerdem K € IN.

Ein zulissiger (b, K)-Fluss (f, B) besteht aus ist einem zuldssigen b-Fluss f und einer Bogen-
menge B € A(D) mit |B| < K, f(a) > 0 fiir alle a € B und ¢(f) := ¢(f)|5 + c(f)w, wobei
c(f)ip = anBQ(a)f(a) und c(f)jw = ZBQ(a)f(a) fir W := {a € A(D)|f(a) > 0,a ¢ B}

ac
gilt. o

Ein optimaler (b, K)-Fluss ist ein zuldssiger (b, K)-Fluss (f, B) mit maximalen Kosten ¢(f).
Mithilfe eines solchen Flusses lassen sich die folgenden Regeln zur Schrankenverbesserung be-
weisen.

(4.2) Satz (Regel 1)

Sei G'(S) = (V/,C"US"UU) ein modifizierter disjunktiver Graph, der auf einer vollstandigen
Auswahl S eines disjunktiven Graphen G = (V,C, F) basiert und sei (f, B) ein optimaler
(b, K)-Fluss einer Lésung des K-MKF-Problems fiir D . Zudem sei S mit S C S’ die Menge an
gerichteten disjunktiven Bogen, iiber die Fluss von f flieit, also S := {a € S’|f(a) > 0}. Dann
gilt fiir jede optimale Losung des K-MKF-Problems (f’, B') eines modifizierten disjunktiven
Graphen G'(S7) mit S € S und " # S’

c(f') = c(f)- o

Beweis

Sei (f, B) ein (b, K)-Fluss mit maximalen Kosten in dem Graphen D und S := {a € S'|f(a) >
0}. In jedem iibrigen Graphen D' = (V,C’"US’UU) mit S # S und S C 5 ist der Fluss (f, B)
ebenfalls ein zulassiger (b, K)-Fluss. Fiir das K-MKF-Problem als Maximierungsproblem in
dem Graphen D’ gilt, dass die optimale Losung mindestens die Kosten von (f, B) annimmt.H

In Abbildungwird noch einmal verdeutlicht, dass der optimale Fluss (f, B), wobei f durch
die roten Bogen eingezeichnet ist, auch in den Graphen, die dieselben fixierten disjunktiven
Bogen besitzen, iiber die der b-Fluss f fliet, ein zuldssiger (b, K)-Fluss ist. Die beiden Kos-
tenwerte werden fiir jeden Bogen a in der Form (c(a),¢(a)) notiert. Es soll je eine Flusseinheit
von der Quelle s zu den beiden Senken versandt werden und dabei diirfen K = 2 Bogen er-
hoht werden. Teilabbildung stellt einen optimaler (b, K)-Fluss in einem Graphen einer
vollstandigen Auswahl eines disjunktiven Graphen dar. Die erhohten Bogen des (b, K )-Flusses
werden in der Abbildung 4.5 durch die rot gestrichelten Bogen dargestellt. In der Teilabbildung
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4.2 Abschneiden von Suchbaumknoten

wird dieser (b, K)-Fluss in einer anderen vollstindige Auswahl gezeigt, die sich von Ab-
bildung nur in einem Bogen {v,w}, iiber den kein Fluss flieit, unterscheidet. Fiir diesen
Graphen ist der gezeigte (b, K)-Fluss (f, B) zuldssig. Da nur Blétter » des Suchbaums mit
LB(r) < UB betrachtet werden, ist es anhand des Branchingschemas klar, dass diese Knoten
im weiteren Branch-and-Bound-Verlauf nicht weiter betrachtet werden. An jedem Blatt p, dass
die Menge S, definiert wie in Satz eines bisher berechneten (b, K)-Fluss (f, B) enthilt,
gilt LB(p) > ¢(f). Da aber (f, B) eine zuldssige Losung ist, gilt damit auch UB < ¢(f) gilt
und es werden alle solchen Blétter p nicht weitere betrachtet. In dem Spezialfall von Satz
dass ein optimaler (b, K)-Fluss f sogar gar keine disjunktiven gerichteten Bogen verwendet,
terminiert sofort das Branch-and-Bound-Verfahren.

O -1

(a) Optimaler (b, K)-Fluss in D (b) Zuléssiger (b, K)-Fluss in D’

Abbildung 4.5: Verdeutlichung von Satz

(4.3) Folgerung (Regel 2)

Sei D = (V,C"US’UU) ein modifizierter disjunktiver Graph einer vollstandigen Auswahl eines
disjunktiven Graphen G = (V,C, F) und sei (f, B) ein optimaler (b, K)-Fluss als Losung des
K-MKF-Problems. Falls f nur konjunktive Bogen verlauft, also {a € S'|f(a) > 0} = 0 ist,
kann der Branch-and-Bound-Algorithmus abgebrochen werden und f ist die optimale Losung
von Modell o

Beweis

Der hier beschriebene (b, K)-Fluss (f, B) ist in jeder vollstandigen Auswahl des disjunktiven
Graphen ein zuldssiger (b, K)-Fluss, also gilt fiir alle vollstindigen Auswahlen des disjunktiven
Graphen mit optimaler Losung (f*, B*), dass c¢(f*) > ¢(f) ist. Somit 16st f das Modell
optimal. |

Damit der Algorithmus moglichst schnell terminiert, wollen wir die unteren Schranken LB(r)
fiir jedes Blatt r des Suchbaums, was einer vollstdndigen Auswahl S, entspricht, moglichst
schnell erhohen und gleichzeitig die globale obere Schranke U B moglichst schnell verringern.

Jede optimale Losung des K-MKF-Problems fiir eine vollstindige Auswahl eines disjunktiven
Graphen stellt eine zulissige Losung des Gesamtproblems [12]dar. Da fiir eine zuléssige Losung

61



4 Lésungsverfahren fiir die robuste Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden

f gilt, dass UB < ¢(f) ist, mochte man also moglichst schnell Losungen berechnen, deren
Kosten moglichst gering sind. Mit Knotenauswahlregeln anhand der Graphenstruktur kénnen
eventuell frithzeitig gute Losungen als obere Schranken gefunden werden.

Eine Moglichkeit, fiir einen Knoten r des Suchbaums eine untere Schranke LB(r) zu berech-
nen, ohne dass der Knoten r eine eindeutige Losung als vollstdndige Auswahl eines disjunk-
tiven Graphen darstellt, ist es, in dem Graphen, den dieser Knoten bislang darstellt, also
G(Sy) = (V,CUS,), einen kostenmaximalen gewohnlichen Fluss zu berechnen. Dies ist mit
polynomiellem Aufwand mithilfe des Algorithmus von Edmonds und Karp [10] méglich. Hier-
flir miissen jedoch alle Kosten negiert werden. Dies berechnet eine optimale Losung des Ma-
ximalkostenflussproblems, da der zugrunde liegende Graph azyklisch ist und alle Kosten nun
negativ. Wendet man dies jedoch fiir jeden Knoten des Suchbaums an, ist der Aufwand nicht
mehr polynomiell, da es insgesamt 2/F171 Knoten im Suchbaum gibt, wobei F die Menge aller
disjunktiven Bogen beschreibt. |F| ist jedoch ein fester Wert, also ist der Aufwand insgesamt
pseudopolynomiell. Man kénnte darauf verzichten, diese Schranke nicht in jedem Knoten zu
berechnen, sondern nur in ausgewahlten Suchbaumknoten und die Schranken an alle nach-
kommenden Knoten weiterzureichen. Sinnvoll kann es zum Beispiel dann sein, wenn es grofle
strukturelle Unterschied des aktuell zu betrachtenden modifizierten disjunktiven Graphen zu
den bisher betrachteten Graphen gibt.
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4.3 Verbessertes Lisungsverfahren

4.3 Verbessertes Losungsverfahren

Mithilfe der vorherigen Ergénzungen ergibt sich nun das insgesamte Losungsverfahren.

Algorithmus 3 Verbessertes Losungsverfahren der robusten Terminvergabe unter unsicheren
Behandlungspfaden

Input: ein disjunktiver Graph G = (V,C, F) einer Instanz der robusten Terminvergabe unter
unsicheren Behandlungspfaden

Output: ein robuster Terminplan unter unsicheren Behandlungspfaden;

begin

Bilde den Suchbaum T zum disjunktiven Graphen G mit Blattern Sy, ..., S;;

Setze UB = oo und LB(r) = —oo fiir alle Knoten r € V(T);

Berechne einen kostenmaximalen Fluss f in G und setze LB(r) = ¢(f) fiir alle r € V(T);
Erstelle den modifizierten disjunktiven Graphen G’(S1);

Lose das K-MKF-Problem fir G'(S1);

Sei f die optimale Losung;

if ¢(f) < UB then
| Setze UB = ¢(F) und verbessere die unteren Schranken;

end

while noch Blitter r des Suchbaums ezistieren mit LB(r) < UB do
Gehe zum néchsten Blatt » von Suchbaum 7' mit LB(r) < UB;

Erstelle den modifizierten disjunktiven Graphen G'(S,);
Lose das K-MKF-Problem fiir G'(S1);
Sei f die optimale Losung;

if ¢(f) < UB then
| Setze UB = ¢(F) und verbessere die unteren Schranken;

end
end

return UB und eine optimale Lisung des K-MKF-Problems in einer optimalen vollstin-

digen Auswahl;
end

Nachdem wir bislang Losungsverfahren des K-MKF-Problems mit Ausnahme des ganzzahligen
linearen Programms vernachldssigt haben, widmen wir uns in den folgenden Kapiteln nun
diesem Problem und weiteren Losungsverfahren dazu.
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5 Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten

Nachdem wir in Kapitel 4] den gesamten Losungsansatz der robusten Terminvergabe im Kran-
kenhaus unter unsicheren Behandlungspfaden gesehen haben, ohne naher auf Lésungsverfah-
ren fiir das Max-Szenario-Problem einzugehen, wollen wir dies in den folgenden zwei Kapiteln
nachholen und das Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten, abkiirzend K-MKF-
Problem, fiir allgemeine azyklisch Digraphen untersuchen.

Das Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten

Instanz:  Ein azyklischer Digraph D = (V, A) mit Quelle s € V (D), Senken ¢; € V(D) mit
i =1,...,n, zwei Kostenfunktionen ¢ : A(D) — Z*, ¢: A(D) — Z" mit
¢(a) > c(a) fiir alle a € A(D), einer Kapazititsfunktion u : A(D) — Z™, eine
Balancefunktion b : V(G) — Z* mit b(s) = n, b(t;) = —1 firallei =1,...,n
und b(v) = 0 sonst sowie K € Z+

Aufgabe: Finde ein Tupel (f, B) mit einem zulissigen b-Fluss f und einer Bogenmenge
B C A(D) mit |B| < K mit ¢(f) := c(f)p + c(f)w maximal, wobei
W= {a € A(D)|f(a) >0,a ¢ B}, c(f)p = a%:Bé(a)f(a) und
(P = 5 clarf(@)

ac

Dieses Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten ist nach besten Wissen des Au-
tors in der Literatur bis dato noch nicht formuliert und nédher untersucht worden. In diesem
Kapitel werden wir dieses Problem nun aus theoretischer Sicht betrachten. Dazu werden wir
noch einmal kurz auf das Problem eingehen und die Interpretation aus Kapitel [3| erlautern,
einen Spezialfall betrachten und anschliefend das Problem fiir allgemeine azyklische Digraphen
untersuchen. Auch in diesem Kapitel bezeichnen wir das Maximalkostenflussproblem mit K
variablen Kosten im Folgenden abkiirzend als das K-MKF-Problem.

Das K-MKF-Problem entspricht der Suche nach einem b-Fluss in einem azyklischen Digraphen
mit zwei Kostenfunktionen ¢ und ¢, fiir die gilt, dass ¢(a) > c(a) fiir alle a € A(D) ist. Dieser
Fluss f soll maximale Kosten besitzen und darf fiir maximal K Bogen, tiber die Fluss flief3t,
die Kosten von ¢ verwenden und fiir alle ibrigen Bogen die Kosten ¢. Dieses entspricht dem in
Kapitel [4.2] schon angesprochenen (b, K )-Fluss.

(5.1) Definition ((b, K)-Fluss)

Sei ein azyklischer Digraph D = (V, A) gegeben mit Quelle s € V(D), Senken ty,...,t, €
V(D) und einer Balancefunktion b : V(D) — Z* auf den Knoten mit b(s) = n, b(t;) = —1 fiir
alle i =1,...,n sowie b(v) = 0 fiir alle ibrigen Knoten. Auf den Bogen des Digraphs D seien
zwei Kostenfunktionen ¢ : A(D) — Z* und ¢ : A(D) — Z" mit ¢(a) > c(a) fiir alle Bogen
a € A(D) und eine Kapazitatsfunktion u : A(D) — Z* definiert. Sei aufierdem K € IN.

Ein zuldssiger (b, K)-Fluss (f, B) besteht aus einem zuléssigen b-Fluss f und einer Bogenmenge
B C A(D) mit [B] < K und f(a) > 0 fir alle a € B. Es gilt fiir diesen (b, K)-Fluss,
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5 Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten

dass die Kosten c(f) = c(f)p + c(f)w entsprechen, mit c¢(f)p := > ¢(a)f(a) und mit
a€B

c(f)w = X cla)f(a) fir W := {a € A(D)|f(a) >0,a & B}. o

a€eB

(a) Digraph D (b) Zuléssiger (b, K)-Fluss in D
Abbildung 5.1: Beispiel eines (b, K)-Flusses

Ein solcher (b, K)-Fluss wird in Abbildung gezeigt. Es soll jeweils eine Flusseinheit von der
Senke s zu jeder Senke versendet werden. Der Fluss f wird durch alle rot gefarbten Bogen dar-
gestellt und die gestrichelten roten Bogen stellen die Bogen da, deren Kosten mit ¢ verwendet
werden, also die Menge B.

Ein mazimaler (b, K)-Fluss ist ein zuldssiger (b, K)-Fluss, der unter allen moglichen (b, K)-
Fliissen in einem solchen Digraphen D maximale Kosten besitzt. Offensichtlich entspricht nun
das K-MKF-Problem der Suche nach einem optimalen (b, K)-Fluss in dem gegebenen azykli-
schen Digraphen D.

Das Problem, einen solchen optimalen (b, K)-Fluss zu finden, ist ein Maximierungsproblem.
Jedoch lasst sich das Problem auch als Minimierungsproblem auffassen.

(5.2) Satz

Sei D ein azyklischer Digraph D = (V, A) mit einer Senke s € V(D) und n Senken t1,...,t, €
V (D), mit zwei positiven Bogenkostenfunktionen ¢ : A(D) — Z*, ¢ : A(D) — Z* mit
¢(a) > c(a) fir alle a € A(D) und einer Kapazititsfunktion u : A(D) — Z* sowie K € IN. Das
Problem einen kostenmaximalen (b, K)-Fluss in diesem Graphen D zu finden ist dquivalent
dazu, einen kostenminimalen (b, K)-Fluss in einem azyklischen Digraphen D zu finden mit
D = (V(D), A(D)), einer Kapazititsfunktion u : A(D) — Z7T, zwei Bogenkostenfunktionen
ciund cp : A(D) = Z7 mit ¢; 1= —¢, ¢3 := —¢, c1(a) < ca(a) fiir alle a € A(D). o

Beweis
Da der Graph D azyklisch und damit kreisfrei ist und da alle Kosten ¢(a) und c(a) groBer
gleich 0 sind, sind diese beiden Probleme dquivalent. |

Man kann alle weiteren Ergebnisse auch tiber dieses Minimierungsproblem herleiten, wir ver-
bleiben jedoch bei dem Maximierungsproblem. Im Kontext, den die Terminvergabe in Kran-
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kenh&usern liefert, besitzt der gegebene azyklische Digraph D keine Kapazitéatsfunktion, wie in
Modell[12] zu erkennen ist. Im Vergleich zum allgemeinen Minimalkostenflussproblem existieren
hier also keine Kapazitatsbedingungen.

Wir unterscheiden nun zwei Félle. Zum einen azyklische Digraphen mit einer Senke und zum
anderen azyklische Digraphen mit mehreren Senken.

5.1 Azyklische Digraphen mit einer Senke

Beginnen wollen wir unsere tiefergehenden Untersuchungen nun mit einem Spezialfall, ndmlich
dass es nur einen Knoten v € V(D) mit b(v) < 0 gibt. Der Graph besitzt also nur eine Senke.
Wenn n die Anzahl an Senken angibt, gilt demnach n = 1. Fiir unsere betrachtete Kranken-
hausumgebung bedeutet dies, dass nur fiir einen Patienten ein robuster Zeitplan zu erstellen
ist. Aber auch fiir diesen einen Patienten ist unklar, welche variablen Behandlungen auf sei-
nem Behandlungspfad eintreten werden und welche nicht. Wir wissen nur, es sind maximal K
zuséatzliche Behandlungen, die zu den vorher bekannten Behandlungen eintreten kénnen.

Fiir einen (b, K')-Fluss mit nur einer Senke soll genau eine Einheit von der Quelle s zu der
einzigen Senke, bezeichnet mit ¢ € V(D), versandt werden. Dies entspricht einem s-t-Weg in
dem gegeben Digraphen D, wobei K der verwendeten Pfadbogen Kosten von ¢ verwenden
diirfen und alle {ibrigen Pfadbogen Kosten von c.

(5.3) Satz

Fiir azyklische Digraphen D mit einer Quelle s € V (D), einer Senke ¢ € V(D) und ganzzahligen
Kapazitaten existiert immer ein ganzzahliger optimaler (b, K)-Fluss. o
Beweis

Sei (f,B) ein optimaler (b, K)-Fluss. Es wird eine Flusseinheit von Quelle s zu der Senke ¢
verschickt. Wenn nun (f, B) nicht ganzzahlig ist, existieren mindestens zwei Teilwege P; und
P,, die bei demselben Knoten v; starten und bei demselben Knoten v; enden und es gilt,
dass f(P1) und f(P,) nicht ganzzahlig sind. Sei ohne Einschriankung ¢(P;) > ¢(P,) unter
dem (b, K)-Fluss (f, B). Wenn man nun [ ! (Plﬂ Einheiten tiber den Weg P; verschickt und

{ f (PQ)J Einheiten tiber den Weg P, dann entsteht ein zulédssiger (b, K)-Fluss (f’, B') mit
c(f") > e(f), was ein Widerspruch dazu war, dass (f, B) optimal war. Also existiert immer
ein optimaler ganzzahliger (b, K)-Fluss in azyklischen Digraphen mit einer Senke. [ |

Aufgrund von Satz konnen wir annehmen, dass alle Kapazitaten grofier als 0 sind, womit
wir die Kapazitdtsbedingungen vernachlassigen konnen. Das K-MKF-Problem fiir den Fall mit
nur einer Senke ist damit das Folgende.
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Das K-MKF-Problem fiir azyklische Digraphen mit einer Senke

Instanz:  Ein azyklischer Digraph D = (V, A), Quelle s € V(D) und Senke ¢t € V(D)
zwei Kostenfunktionen ¢: A(D) — Z*, ¢: A(D) — Z™" mit ¢(a) > ¢(a)
fur alle a € A(D) sowie K € Z*

Aufgabe: Finde einen zulissigen s-t-Weg P und eine Bogenmenge B C A(P) C A(D),
sodass alle Bogen a € B in P mit den Kosten ¢ berechnet werden, alle {ibrigen
Bogen mit Kosten von ¢ und die Kosten von insgesamt P maximal sind

In den néchsten drei Abschnitten werden wir verschieden Algorithmen zur Losung des K-
MKF-Problems fiir azyklische Digraphen mit nur einer Senke behandeln. Dass nicht nur ein
Ansatz betrachtet wird, liegt daran, dass verschiedene Betrachtungsweisen der Problemstellung
zugrunde liegen und alle in dieser Arbeit vorgestellt werden sollen. Diese Ansétze lassen sich
eventuell auch fiir andere Problemstellungen anwenden. Die drei Algorithmen sind jeweils
polynomiell beschrénkt, weswegen das hier betrachtete Problem mit einer Senke polynomiell
losbar ist.

5.1.1 Dynamisches Programm zur Losung des K-MKF-Problems

Der erste dieser polynomiellen Algorithmen, den wir betrachten wollen, ist ein dynamisches
Programm. Dabei beschreibe (v, k) die Kosten des teuersten v-t-Weges von einem Knoten
v € V(D)\{t} zu der Senke ¢t in dem gegebenen azyklischen Digraphen D, auf dem insgesamt
die Kosten von k Bogen erhéht wurden. Sei auflerdem

Ny, ={w e V(D) :vwe A(D)}

die Menge aller Nachfolger eines Knotens v € V(D).

Fiir den folgenden Algorithmus [4| ist es wichtig zu wissen, dass es nach Schrijver [22] fiir die
Knotenmenge jedes azyklischen Digraphen D eine topologische Sortierung v1, ..., vy (py gibt,
sodass fiir alle Bogen v;v; gilt, dass ¢ < j ist. Eine solche topologische Sortierung lasst sich mit
einem Aufwand von O(|V(D)|+ |A(D)]) finden.

Die beiden Kosten ¢(a) und ¢(a), die fiir einen Bogen a € A(D) existieren, schreiben wir als
Tupel (c(a),¢(a)) fiir jeden Bogen a € A(D) auf.

Der Wert f(v,k) gibt an, welcher Knoten w das Maximum der Rekursion fir I(v,k) an-
genommen hat. Anhand dieser Werte f(v,k) ldsst sich rekursiv beginnend bei f(¢,r) mit
r = arg 1Ir€n<al>(<l(t, k) bestimmen, welcher s-t-Weg verwendet wird.

(5.4) Satz
Das Dynamische Programm beschrieben durch Algorithmus [4| 16st das K-MKF-Problem in
azyklischen Digraphen mit einer Senke optimal in O(|V (D)|?). o
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Algorithmus 4 Dynamisches Programm zur Losung des K-MKF-Problems mit n =1
Input: Azyklischer Digraph D mit Quelle s, Senke ¢ und mit Bogenkosten (c(a),¢(a)) Va €
A(G), K eN

Output: Die maximalen Kosten eines s-t-Weges P, fiir den K Bogen mit Kosten ¢ verwendet
werden diirfen

begin
for »r < K do
‘ l(t,?“) =0
end
forall v = vjy(p)|—1;-..,v1 do
for » < K do
(v k) = max max{l(w, k) + c(vw),l(w, k — 1) + ¢(vw)};
f(v, k) = arg max max{l(w, k) + c(vw),l(w, k — 1) +c(vw) };
end
end
return L = maxI(t,k) und f;
k<K

end

Beweis

Zunéchst zeigen wir die Korrektheit des Dynamischen Programms.

Das Dynamische Progamm 4] 16st das K-MKF-Problem in azyklischen Digraphen mit einer

Senke optimal:
Die Korrektheit zeigen wir per Induktion.

Induktionsanfang: Offensichtlich ist [(¢,7) = 0 fir alle r = 0,..., K, da von der Senke ¢ keine
Bogen abgehen.

Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass die Werte I(t, k), ..., l(w, k) sowie die Werte [(v,0),
...,l(v,k — 1) anhand der Rekursionsformel optimal berechnet wurden.

Induktionsschritt: Zu zeigen ist nun, dass die Rekursionsformel auch (v, k) optimal berechnet.
Es soll gelten, dass

l(v, k) = max max{l(w, k) + c(vw),l(w, k — 1) + ¢(vw)},

’u)GN'U

ist, wobei N, die Menge aller Nachbarn w € V(D) ist mit vw € A(D). Die Werte I(w,k — 1)
und I(w, k) sind nach Induktionsannahme optimal berechnet worden. Es wird der kosten-
maximale v-t-Weg gesucht, bei dem maximal K Bogen mit Kosten von ¢ verwendet wer-
den diirfen. Es gibt zwei Moglichkeiten die maximalen Kosten eines v-t-Weges iiber einen
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5 Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten

Nachbarn w zu bestimmen, namlich I(w, k) + c¢(vw) sowie l(w,k — 1) + ¢(vw). Da fir al-
le positiven Nachbarn von v bereits alle optimalen Werte berechnet wurden, bestimmt al-
so max{l(w, k) + c(vw),l(w,k — 1) + ¢(vw)} einen kostenmaximalen v-t-Weg, der iiber den
Nachbarn w fithrt. Daher bestimmt max max{l(w, k) + c(vw),l(w,k — 1) + ¢(vw)} den kos-

we Ny
tenmaximalen v-t-Weg mit k Bogen, die Kosten von ¢ verwenden.

Das Dynamische Programm [4| hat eine Laufzeit von O(|V|?):

Es werden insgesamt maximal |V (D)|K mogliche Werte berechnet, wobei |V (D)| < K gilt,
denn der Graph D ist kreisfrei und ein s-t-Weg kann daher itber maximal |V (D)| — 1 Knoten
verlaufen. Bei jedem dieser Paare werden maximal 2|V (D)| Berechnungen durchgefiihrt. Damit
ergibt sich insgesamt eine Laufzeit von O(|V(D)[?). [

Den s-t-Weg, der die maximalen Kosten annimmt, ist iiber f zu ermitteln. Die Kosten, die auf
einem daraufliegenden Bogen verwendet werden, sind {iber

arg max{l(w, k) + c(vw),l(w,k — 1) +¢(vw)}

fiir einen Bogen vw auf dem optimalen s-t-Weg zu ermitteln.
Mit dem Beweis von Satz ist also gezeigt, dass das K-MKF-Problem fiir azyklische Digra-
phen mit einer Senke polynomiell 16sbar ist.

(5.5) Folgerung
Das K-MKF-Problem fiir azyklische Digraphen mit einer Senke ist polynomiell 16sbar.

5.1.2 Langenbeschriankte kiirzeste Wege zur Losung des K-MKF-Problems

Eine weitere Moglichkeit, dass K-MKF-Problem in allgemeinen azyklischen Digraphen D mit
nur einer Senke zu Isen, ist eine Variation des l&ingenbeschrinkten kiirzesten Wege Problems.
Die Idee dahinter ist, aus unserer Instanz des K-MKF-Problems einen Digraphen H zu erstel-
len, der jeden Bogen von D kopiert und eine Liangenfunktion auf allen Bogen definiert. Durch
die Bogenverdopplung erhélt man einen Multidigraphen, der pro Bogen a € A(D) zwei Bogen
aj und ag in A(H) besitzt. Der Bogen a; erhélt ein Gewicht von ¢(a) und eine Lange von 0 und
der Bogen ay das Gewicht ¢(a) und Léange 1. Fir den Gebrauch eines erhohten Kostenwerts
auf einem Bogen hat man also einen Léngenverbrauch von einer Einheit. Die Langenschranke
des so entstandenen Graphen entspricht dem Wert K.

(5.6) Definition (Lidngenbeschrinkter Wege Graph)

Gegeben sei ein azyklischer Digraph D = (V, A) mit einer Quelle s, einer Senke ¢ sowie zwei
Kostenfunktionen ¢ : A(D) — Z%* und ¢ : A(D) — Z* mit ¢(a) > c(a) fiir alle Bogen
a€ A(D).

Der Lingenbeschrinkter Wege Graph H entsteht aus dem Graphen D, indem man fiir jeden
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5.1 Azyklische Digraphen mit einer Senke

Bogen a € A(D) einen Bogen a1 € A(H) sowie eine Kopie as € A(H) erzeugt. Der Bogen
a1 € A(H) erhilt eine Liange von 0 und Kosten von ¢(a) und die Kopie ay erhilt eine Lange
von 1 und Kosten von ¢(a). o

Ein solcher Lingenbeschriankter Wege Graph wird in der Abbildung dargestellt. In D hat
jeder Bogen a € A(D) die beiden Kostenwerte ¢(a) und ¢(a), die in Abbildung als Tupel
angegeben werden. In Abbildung wird zu jedem dieser Kostenwerte ein Bogen identifiziert
und eine Langenfunktion definiert. Aus einem schlichten Digraphen D ist nun ein Multidigraph
H entstanden. Dabei besitzt der eigentliche azyklische Digraph fiir jeden Bogen a € A(D)
zwei Kostenwerte (c(a),¢(a)) und der Graph H als lingenbeschriankter Wege Graph besitzt
fiir jeden Bogen a € A(D) zwei Werte, ndmlich Kosten ¢(a) und eine Lange von I(a).

(e(i4),e(i5))
b(l) H b(-]) (0’2)
i J »()
9,
(0,1)
2 (0,3)
S
(0,0)
O ) >
(a) Digraph D (b) Langenbeschrankter Wege Graph H zu D

Abbildung 5.2: Der lingenbeschrinkte Wege Graph einer Instanz des K-MKF-Problems

Ziel ist es, einen s-t-Weg in H zu finden, der die Lingenschranke einhélt und maximale Kosten
besitzt. Fiir die Losung dieses Problems ldsst sich der Labeling Dijkstra Algorithmus verwen-
den. Dieser findet eigentlich einen kiirzesten, also kostenminimalen, ldngenbeschriankten Weg,
weswegen das Problem zuvor angepasst werden muss. Dies kann dariiber geschehen, die Bo-
genkosten des ldngenbeschrénkten Wege Graphen H auf den negativen Wert zu dndern, also

eine neue Kostenfunktion ¢’ : A(H) — Z zu definieren mit ¢(a) := —c(a).

(5.7) Satz

Der Labeling Dijkstra Algorithmus bleibt in azyklischen Digraphen korrekt, wenn alle Bogen-
kosten negativ sind. o
Beweis

Die Korrektheit des Labeling Dijkstras fir positive Bogenkosten ist bewiesen. Da H ein azy-
klischer Digraph ist, existiert ein einfacher, optimaler ldngenbeschrinkter kostenminimaler s-
t-Weg in H. Insbesondere besitzt H keine Kreise und somit auch keine negativen.

Es sind alle Bogenkosten negativ. Sei ¢pin = rr}li(n )c(a). Addiere auf die Kosten jedes Bogens
acA(H

den Wert —cpin. Damit sind alle Bogenkosten groer gleich 0. In diesem Graphen H’ berech-
net nun der Labeling Dijkstra Algorithmus eine optimale Losung P*. Da alle Bogenkosten
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mit derselben Konstante addiert wurde, ist der Weg P* auch optimal fiir H. Die Kosten des
entsprechenden Weges P berechnet iiber den Labeling Dijkstras mit negativen Bogenkosten
entsprechen ¢(P) = ¢(P*) — cpin| A(P*)].

Der Labeling Dijkstra hat in diesem Fall, d&hnlich wie das Dynamische Programm [} eine
Laufzeit von O(|V(H)[?) = O(|V(D)|?), da L = K < |V(D)] gilt.

5.1.3 Langste Wege zur Losung des K-MKF-Problems

Wir stellen nun eine dritte Variante vor, die das K-MKF-Problem fiir azyklische Digraphen
mit einer Senke ¢ 16st, ndmlich tiber eine einfache Bestimmung des kostenmaximalen s-t-Weges
in einem speziellen Graphen. Diesen Graphen, einen sogenannten K -Ldngsten- Wege-Graphen,
erstellt man dazu aus dem gegebenen azyklischen Digraphen D wie folgt.

(5.8) Definition (K-Langsten-Wege-Graph)

Gegeben sei ein azyklischer Digraph D = (V, A) mit einer Quelle s € V(D), einer Senke
t € V(D) sowie zwei Kostenfunktionen ¢ : A(D) — Z* und ¢ : A(D) — Z* mit ¢(a) > c(a)
fiir alle Bogen a € A(D), sowie K € IN.

Ein K-Ldingster-Wege-Graph, kurz K LW-Graph, H besitzt einen Quellknoten s, einen Sen-
keknoten T' sowie (|V(D)| —1)(K + 1) weitere Knoten. Diese weiteren Knoten werden iiber
die Knoten des Graphen D erstellt: fiir jeden Knoten v € V(D)\{s} erstelle K + 1 Knoten
in V(H), bezeichnet mit (v,7), wobei ¢ = 0,..., K gilt. Man verbindet nun fiir jeden Bogen
vw € A(D) und fir r < K den Knoten (v,7) jeweils mit den Knoten (w,r) und (w,r + 1).
Der Bogen (v, r)(w,r) erhélt Kosten von ¢(vw) und der Bogen (v, r)(w,r + 1) erhilt die Kos-
ten ¢(vw). Fir v = s entspricht (v,r) dem Knoten s. Fiir r = K erstelle nur den Bogen
(v,7)(w,r) mit Kosten von ¢(vw). Alle Knoten (¢,4) mit ¢ < K werden mit dem Senkeknoten
T des Graphen H mit Kosten von 0 verbunden. o

Der neu erstellte K LW-Graph H ist wieder ein azyklischer Digraph mit einer Senke. Zur
besseren Anschauung eines solchen K-lingsten-Wege-Graphen hier nun ein explizites Beispiel
eines solchen Graphen mit K = 2 in Abbildung Zu dem Digraphen D aus Abbildung
ist der entsprechende K LW-Graph H in Abbildung zu sehen, wobei K = 2 ist.
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w
(=}
| S

o 1

(a) Digraph D (b) 2-LW-Graph H

Abbildung 5.3: Beispiel eines 2-langsten-Wege-Graphen

In diesem neu erstellten Graphen H einer Instanz des K-MKF-Problems eines azyklischen
Digraphen mit einer Senke findet man die Lésung des K-MKF-Problems {iiber die Suche eines
langsten, also kostenmaximalen, s-T-Weges.

Algorithmisch ldsst sich dies im folgenden Algorithmus [5| beschreiben.

Algorithmus 5 Losung des K-MKF-Problems iiber einen K LW-Graphen
Input: Azyklischer Digraph D = (V, A) mit zwei Bogenkosten (c(a),¢(a)) fur alle a € A(D)
Output: Losung des K-MKF-Problems fiir den Graphen D
begin
Erstelle den K-Léngsten-Wege-Graphen H;
Berechne einen langsten s-T-Weg P in H;

return P;
end
(5.9) Satz
Der ldngste Weg in dem K LW-Graphen H entspricht der Losung des K-MKF-Problems in
einem azyklischen Digraphen mit einer Senke und ist in O(|V(D)|?) berechenbar. o

Beweis
Es ist hier zu zeigen, dass der Algorithmus |5 eine optimale Losung des K-MKF-Problems fiir
den Graphen D berechnet und dafiir insgesamt eine Laufzeit von O(|V (D)[?) nétig ist.
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Algorithmus [p| liefert eine optimale Losung des K-MKF-Problems fiir azyklische Digraphen

mit einer Senke:

Sei OPT die optimale Losung des K-MKF-Problems fiir einen solchen Digraphen D und O PT5
die Lénge des langsten Weges in dem entsprechenden K LW -Graphen H.

OPTy > OPTy : Sei P = wy ... w; mit wy = s und w; = t eine Losung des K-MKF-Problems
mit k& < K ausgewéahlten und erhohten Bogen und I(P;) = OPT). Dieser Weg ist ein lingster
s-t-Weg in D. Es existiert ein s-T-Weg P, im K LW-Graphen H, der die Lange [(P,) = OPT}
besitzt: Fiir alle Bogen w;w;1, die als r — ter Bogen auf dem Weg P; erhoht wurde , verlauft

der Weg P, in H tiber den Bogen (wj,r)(wit1,r + 1) und falls sie nicht erhoht wurde, aber
auf dem Weg P liegt, iiber den Bogen (wj, r)(wit1,7) mit » < K. Zusitzlich verlauft der Weg
tiber den Bogen (¢, k)T. Dies ist ein s-T-Weg in dem Graphen H mit einer Liange von OPTy,
also OPTy > OPT;.

OPTy, < OPT; : Seinun Q1 = s(uy, k1) ... (u, k)T ein lingster s-T-Weg in H mit einer Linge
von [(Q1) = OPTs. Da maximal K Bogen erhoht wurden, existiert in D damit ein entsprechen-

der Weg Qo, der fiir einen Bogen (u;, k1) (uit1,k1 + 1) € Q1 tiber den Bogen w;u;+q verlduft
und zwar mit Bogengewicht ¢(u;u;11) und mit einem Bogengewicht von c(u;ju;t1), falls der
Weg iiber einen Bogen (u;, k1)(uit+1,k1) verlauft. Dieser Weg Q2 in D hat eine Lange von
OPT5 und maximal K erhéhten Bogen, womit OPTs < OPT; gilt.

Es gilt also insgesamt OPT; = OPT, und somit entspricht die Losung des K-MKF-Problems
genau der Losung eines langsten Weges im entsprechenden K LW -Graphen H.

Algorithmus [5| besitzt eine Laufzeit von O(|V (D)[?):

Der K LW-Graph H lisst sich mit einem Aufwand von O(|V(D)|?) erstellen, denn es werden
K|V (D)| — K 4 2 Knoten erstellt und maximal 2K|A(D)| Bogen. Da ein s-t-Weg in D gesucht
wird und D azyklisch ist, gilt K < |[V(D)|. Also lasst sich der Graph H in einer Zeit von
O(|V(D)|?) erstellen. Die Berechnung eines lingsten Weges in azyklischen Digraphen bendtigt
nach Schrijver [22] eine Laufzeit von O(|V(D)|+ |A(D)|) und somit hat Algorithmus [5| eine
insgesamte Laufzeit von O(|V(D)[?). [ |

In einem bereits erstellten K LW -Graphen H, dem eine Instanz des K-MKF-Problems zugrun-
de liegt, lasst sich mithilfe des folgenden Modells das Problem beschreiben.
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Modell 18

max Y c(a)z(a) (18.1)

a€A(H)
s.t. > a(a)=1 (18.2)
a€6+(s)
> xz(a)=1 (18.3)
a€d—(T)
Z z(a) — Z z(a) =0 Vo e V(H)\{s, T} (18.4)
a€d=(v) a66+ (v)
z(a) >0 Va € A(H) (18.5)

Die Bogenkosten bezeichnen wir der Einfachheit halber nur mit ¢(a) fiir a € A(H). Da G azy-
klisch ist, bestimmt Modell [I§] immer einen einfachen s-T-Weg. Die Nebenbedingungsmatrix,
die dem Polyeder zugrunde liegt, ist total unimodular und somit nimmt eine optimale Losung
von Modell [I18 immer einen ganzzahligen Wert an.

5.1.4 Das K-MKF-Problem im Krankenhauskontext mit einem Patienten

Wir wollen noch kurz darauf eingehen, was die in den vorherigen Abschnitten vorgestellten
Losungsverfahren fiir die robuste Terminvergabe in Krankenh&usern unter unsicheren Behand-
lungspfaden mit nur einer Senke bedeuten. Eine Senke bedeutet, dass nur fiir einen Patienten
ein Terminplan erstellt werden muss. Allerdings ist auch fiir diesen Patienten unklar, welche
der Behandlungen, deren Eintreten noch nicht sicher ist, wirklich auftreten werden. In unserem
Max-Szenario-Fall sind die Kostenfunktionen ¢ und ¢ bei den Behandlungen gleich, bei denen
das Eintreten sicher ist. Der modifizierte disjunktive Graph, der die folgende Gestalt wie in
Abbildung [5.4] hat,

(c(ig), e(i5))
o——0O
i J
(0,2) (0,3) (0,2) (0,1)
S (070) V1 vll (O?O) V2 U/Q (070) V3 / (070) V4 /

’03 Uy

Abbildung 5.4: Beispiel eines modifizierten disjunktiven Graphen fiir n =1

verdeutlicht, dass die Bogen, deren Kosten erhéht werden kénnen, nur die zwischen den Knoten
v und ¢’ fiir alle v € V(D) seien kénnen. Alle ibrigen Bogen habe im Vorhinein feste Kosten,
weswegen fiir diese keine Entscheidung iiber die Erhchung der Kosten getroffen werden muss.
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Da in der Beispielabbildung alle Bogen v;v} fiir i = 1,...,4 unterschiedliche Kostenwerte
flir ¢ und ¢ besitzen, ist in diesem Beispiel also fiir alle Behandlungen unklar, ob sie eintreten
werden oder nicht.

Fiir die Terminvergabe, die in dieser Arbeit untersucht wird, sind alle zuvor beschriebenen

Loésungsverfahren aus den Abschnitten [5.1.1] [5.1.2) und [5.1.3] anwendbar, wir beschrénken uns

jedoch auf eine Losung als langsten Weg im K LW-Graphen. Das Ziel dieses Abschnittes ist
es, kurz eine Anpassung fiir die exakte Problemstellung zu erldutern. Dafiir werden wir zu-
néchst den K LW-Graphen, den wir hier verwenden wollen, fiir die genaue Problemstellung
anpassen.

(5.10) Definition (Anpassung des K LW-Graphen)

Gegeben sei eine Instanz des Max-Szenario-Problems der robusten Terminvergabe unter unsi-
cheren Behandlungspfaden fiir nur einen Patienten. Sei D = (V, A) der modifizierte disjunktive
Graph einer vollstdndigen Auswahl des eigentlichen disjunktiven Graphen mit Quelle s, Senke
t sowie zwei Kostenfunktionen ¢: A(D) — Z" und ¢ : A(D) — Z*, wobei ¢(a) > ¢(a) fiir alle
Bogen a € A(D) gilt. Sei auflerdem K € IN.

Fin K -Ldngster- Wege-Graph, kurz K LW-Graph, H besitzt hier einen Quellknoten s, einen
Senkeknoten 7" sowie (|[V(D)| —1)(K + 1) weitere Knoten. Diese weiteren Knoten werden tiber
die Knoten des Graphen D erstellt: fiir jeden Knoten v € V(D)\{s} erstelle K + 1 Knoten
in V(H), bezeichnet mit (v,4) mit ¢ = 0,..., K. Man verbinde die Senke s mit allen Knoten
(w,0), mit vw € A(D). Zudem erstelle man fiir alle (¢,7), i = 0,..., K einen Bogen (t,7)T.
Die bisher erstellten Bogen erhalten alle jeweils ein Gewicht von 0.

Fiir alle Bogen vw € A(D), wobei v und w fiir unterschiedliche Behandlungen stehen, erstellen
wir die Bogen (v,)(w, ) fiir allei = 1,..., K mit Kosten 0. Die verbleibenden Bogen in A(D),
die den Bogen vv’ fiir alle Knoten v € V(D) entsprechen, werden nun wie folgt {ibertragen:
Man verbindet jeden Knoten (v,7) mit den Knoten (v',r) und (v',r + 1) fiir jeden Bogen
v’ € A(D) mit ¢(vv’) > ¢(vv') und r < K. Die Bogen (v,r)(v',r) erhélt dabei Kosten von
c(vv'), der Bogen (v,7)(v',r + 1) erhélt Kosten ¢(vv’). Fiir r = K erstelle man den Bogen
(v,7)(v',r) mit Kosten von ¢(vv') und fiir alle vv’ € A(D) mit ¢(vv’) = ¢(vv') r < K erstelle
man den Bogen (v,r)(v',r) mit Kosten von ¢(vv’). o

Abbildung 5.5: Beispiel eines 2-langsten Wege Graphen zu Abbildung
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Analog zu Abschnitt [5.1.3]entspricht das K-MKF-Problem fiir einen Patienten im Kontext der
robusten Terminvergabe unter unsicheren Behandlungspfaden in Krankenh&usern der Suche
nach einem kostenmaximalen s-7-Pfad im K LW-Graphen H. In Abbildung[5.5sehen wir einen
solchen 2LW-Graphen nach Definition einer Probleminstanz ausgehend von Abbildung
Dieser Graph besitzt auch in der Anwendung fiir unser Krankenhausproblem maximal
|V(D)|K + 2 Knoten und maximal 2|A(D)|K Bogen. Da, wie schon im vorherigen Abschnitt
erlautert, K < |[V(D)] gilt, betriagt der Aufwand der Suche nach einem lingsten Weg in diesem
azyklischen Graphen maximal O(|V(D)|?).

Die Annahme, dass nur ein Patient dem Krankenhaus vorliegt, entspricht offensichtlich nicht
dem Normalfall, weswegen wir nun das K-MKF-Problem fiir allgemeine azyklische Digraphen
mit n Senken betrachten wollen.

5.2 Azyklische Digraphen mit mehreren Senken

Wir gehen nun davon aus, dass es n > 2 Senken in dem zugrunde liegenden Digraphen gibt.
Das robuste Modell [11] ist damit so zu interpretieren, dass im Unterschied zu dem Fall n =1
nicht mehr ein lingster Weg gesucht wird, sondern ein (b, K)-Fluss, der kostenmaximal ist.
Einen kostenmaximalen Fluss in azyklischen Digraphen zu finden ist nach Edmonds und Karp
[10] polynomiell l6sbar, jedoch kann man aufgrund der Eigenschaft, dass K Bogen iiber diesen
Fluss mit variablen Kosten gewéhlt werden kénnen, damit die Kosten maximal sind, die dazu
verwendeten Losungsverfahren nicht einfach verallgemeinern. Aus diesem Grund werden wir
hier in diesem Abschnitt (b, K)-Fliisse ndher untersuchen.

(5.11) Definition (Instanz (D, s,t1,...,tn, ¢, c,u, b, K))

Sei D = (V, A) ein azyklischer Digraph mit einer Quelle s € V(D) und n Senken ti,...,t, €
V(D). Auf den Knoten V(D) ist eine Balancefunktion b : V(D) — Z definiert mit b(s) = n,
b(t;) = —1 fur alle ¢ = 1,...,n und b(v) = 0 fir alle {ibrigen Knoten v € V(D). Auf den
Bogen sind zwei Kostenfunktionen ¢ : A(D) — Z* und ¢ : A(D) — Z™* mit ¢(a) > c(a) fir
alle Bogen a € A(D) und eine Kapazititsfunkion u : A(D) — Z* definiert. Zudem ist ein
Wert K € IN gegeben, der angibt, wie viele Bogen mit Kosten ¢ gewéhlt werden diirfen. Diese
Instanz des K-MKF-Problems wird mit (D, s,t1,...,tn,¢, ¢, u,b, K) beschrieben.

Eine entsprechende Instanz zum &quivalenten Minimierungsproblem aus Satz mit negativen
Kosten wird analog mit (D, s,t1,...,t,, —C, —¢,u, b, K) bezeichnet.

Die Losung eines K-MKF-Problems wird durch einen (b, K)-Fluss nach Definition ge-
geben, wobei dieser (b, K)-Fluss maximale Kosten besitzt. Wir wollen nun, analog zu ge-
wohnlichen kostenminimalen Fliissen, ein Optimalitdtskriterium angeben, das zeigt, ob ein
zuldssiger (b, K)-Fluss optimal ist. Dazu sei (f, B) ein zuléssiger (b, K)-Fluss einer K-MKF-
Probleminstanz (D, s,t1,...,ts, ¢ ¢, u,b, K). Fir die Herleitung des Optimalitdtskriteriums
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werden wir aus unserer Instanz (D, s,t1,...,t,, ¢, ¢, u,b, K) und dem (b, K)-Fluss (f, B) eine
weitere Graphendarstellung bauen.

(5.12) Definition (K-Graph)

Sei (D, s,t1,...,tn, ¢ ¢, u,b, K) eine Instanz des K-MKF-Problems. Der K-Graph Dk entsteht
aus dem azyklischen Digraphen D, indem wir fiir jeden Bogen a € A(D) mit ¢(a) > c¢(a) einen
Bogen a; € A(Dg) sowie eine Kopie ay € A(Dg) erzeugen. Die beiden Bogen a; und ag in
A(Dg) erhalten beide eine Kapazitit von u(a). Zudem erhélt der Bogen a; € Dx Kosten von
¢(a) und der Bogen as die Kosten c(a). o

Die Bogen a € A(D) mit ¢(a) = ¢(a) bleiben unverandert und die Kostenfunktion des Graphen
Dy bezeichnen wir im Folgenden mit c. Ebenso bleiben die Balancen der Knoten auch im K-
Graphen bestehen. Einen solchen K-Graphen Dy sehen wir in der folgenden Abbildung
verdeutlicht. In dem eigentlichen Graphen D aus Abbildung[5.6a]existieren fiir jeden Bogen a €
A(D) zwei Kosten, die in dem Tupel (c(a),¢(a)) fiir jeden Bogen a € A(D) zusammengefasst
werden. Der K-Graph Dy, siche Abbildung ist ein Multidigraph, bei dem jeder Bogen
a € A(Dg) jedoch nur noch einen Kostenwert c¢(a) besitzt, wobei fiir zwei parallele Bogen jede
genau einen der Werte ¢ und ¢ erhélt.

(a) Digraph D (b) K-Graph Dg

Abbildung 5.6: K-Graph Dy eines Digraphen D

Zur Losung des K-MKF-Problems sucht man in dem K-Graphen Dk einen maximalen (b, K )-
Fluss. Jedoch diirfen, da Dy ein Multidigraph ist, nicht alle Bogen zusammen verwendet
werden. Fiir zwei parallele Bogen a und o’ € A(Dg ) darf ein (b, K)-Fluss (f, B) maximal iiber
einen dieser Bogen Fluss schicken. Somit ergibt sich das K-MKF-Problem in einer geinderten
Formulierung.
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5.2 Azyklische Digraphen mit mehreren Senken

Das K-MKF-Problem in K-Graphen

Instanz:  Der K-Graph Dy einer Instanz (D, s, t1,...,tn, ¢, ¢, u,b, K) des
K-MKF-Problems

Aufgabe: Finde ein Tupel (f, B) in Dk mit einem zuldssigen b-Fluss f und einer Bogen-
menge B C A(D) mit |B| < K, sodass ¢(f) := c(f)|p + c(f);w maximal ist mit
W= {a € A(D)|f(a) > 0,a ¢ B}, und c¢(f)p:= X ¢(a)f(a) sowie

a€B

c(flw = Eng(ct)f(a). Von zwei parallelen Bogen a; und ag in A(Dj) darf
a

jedoch maximal einer in dem b-Fluss f enthalten sein

Ein solches Tupel (f, B) in dem K-Graphen Dk bezeichnen wir ebenfalls wieder als (b, K)-
Fluss. Offensichtlich stimmt die Formulierung des K-MKF-Problems in K-Graphen mit der
bisherigen Formulierung aber iiberein. Falls man nun einen zuldssigen (b, K)-Fluss in dem
Graphen Dy gegeben hat, ldsst sich anhand eines Optimalitatskriteriums priifen, ob der Fluss
maximal ist. Vor der Angabe des Optimalitédtskriterium[5.15|benétigen wir jedoch die Definition
eines K-Residualgraphen.

(5.13) Definition (K-Residualgraph)

Sei (f, B) ein zulassiger (b, K)-Fluss einer Instanz (D, s,t1,...,ty, ¢ ¢, u,b, K) des K-MKF-
Problems. Den Residualgraphen Dy (f) des K-MKF-Problems bildet man aus dem K-Graphen
Dy der Instanz (D, s,t1,. .., tn, ¢ ¢, u, b, K) wie folgt: Fiir jeden Bogen a € A(Dg) mit f(a) >
0 setze die Kapazitdt von a € D (f) auf u(a) — f(a). Fir alle Bogen a = vw € A(Dg) mit
f(a) > 0 und f(a) < u(a), fuge in Dg(f) einen weiteren Knoten v, ein. Flige einen Bogen
wv, mit Kapazitit u(a) und Kosten 0 ein und dndere die Bogen wu € A(Dg) mit u € Dk (f)
zu Bogen v,u mit gleichbleibenden Kosten und Kapazitdten. Filige aulerdem fiir alle Bogen
a =vw € A(Dg) mit f(a) > 0 einen Residualbogen v,v ein mit Kosten von —c¢(a) und einer
Kapazitat von f(a) ein. o

Fiir eine bessere Anschauung wollen wir auch hier in Abbildung ein Beispiel eines solchen
K-Residualgraphen angeben.

In dieser Abbildung sieht man zum einen in Abbildung wie ein (b, K)-Fluss (f, B)
in dem K-Graphen Dy aussieht und zum anderen in Abbildung wie ein dazu entspre-
chender K-Residualgraph Dy (f) aussieht. In dem K-Graphen Dy ist der b-Fluss f durch die
rotgefarbten Bogen zu sehen. Die Menge B entspricht der rotgestrichelten Bogenmenge, diese
Bogen werden also mit einem Bogengewicht von ¢ bei der Kostenberechnung von f verwendet.
Anhand des K-Residualgraphen D (f) sieht man, dass es verschiedene Arten der Bogen gibt.
Zum einen die beiden Bogen mit unterschiedlichen Bogenkosten, die auch der K-Graph ent-
hélt, aber nun zusitzlich noch Residualbogen. Da ein zuléssiger (b, K )-Fluss maximal eine von
zwei parallelen Bogen aus Dk verwenden darf, existiert in dem K-Residualgraphen Dy (f)
auch nur maximal ein Residualbogen. Jedoch kann dies ein Residualbogen zu einem Bogen
mit Kosten von ¢ oder mit Kosten von ¢ sein.
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(a) (b, K)-Fluss (f, B) in einem K-Graphen Dy (b) K-Residualgraph Dy (f)

Abbildung 5.7: K-Residualgraph Dk (f) zu einem (b, K)-Fluss (f, B) in D

(5.14) Definition (K-Bogen)

Sei Dk (f) ein K-Residualgraph beziiglich einer Instanz (D, s,t1,...,tn, ¢ ¢, u,b, K) des K-
MKF-Problems und eines dazugehorigen (b, K )-Flusses f.

Ein Bogen a € Dg (f) mit ¢(a) = ¢(a) wird als K- Bogen bezeichnet und ein Bogen a € Dk (f)
mit ¢(a) = —¢(a) wird als K-Residualbogen bezeichnet. Die Bogen a € Dk (f) mit ¢(a) =
¢(a) und ¢(a) = —c(a) werden als neutrale Bogen beziehungsweise als neutrale Residualbogen
bezeichnet. Die Bogen a € Dk (f) mit ¢(a) = 0, die fiir je zwei parallele Bogen erzeugt werden,
werden auch Hilfsbogen genannt. o

K-Bogen entsprechen also im K-Residualgraphen den Bogen mit den Kosten ¢. Zudem sind
K-Residualbogen und die neutralen Residualbogen die durch den Fluss entstandenen Residu-

albogen der entsprechenden Bogen.

Das Optimalitatskriterium um zu priifen, ob ein (b, K)-Fluss (f, B) einer Instanz
(D, s,t1,...,tn, ¢ c,u,b, K) optimal ist, ldsst sich nun wie folgt beschreiben.

(5.15) Satz (Optimalitatskriterium)

Sei (D, s,t1,...,tn,C, c,u,b, K) eine Instanz des K-MKF-Problems und (f, B) ein zuldssiger
(b, K)-Fluss in Dg.

Der (b, k)-Fluss (f, B) ist genau dann optimal, wenn im entsprechenden K-Residualgraphen
Dg(f) keine Kreise C1, ..., C, existieren, wobei

o Agr(C;) die Menge aller K-Residualbogen des Kreises C; ist,

o Ag(C;) die Menge aller K-Bogen des Kreises C; ist,

80



5.2 Azyklische Digraphen mit mehreren Senken

o I, der Indexmenge aller Kreise C; entspricht, die iiber einen Bogen a € A(Dg(f))

verlaufen,

o §¢ . der Vielfachheit eines Kreises C; entspricht, so dass fiir jeden Bogen a € A(Dk (f))

gilt, dass > 0%, < u(a) ist,

i€l,

und fiir diese Kreise gilt, dass

ist und dass die Kosten

3 e~ min 3 (e(a) ~ (@) (F(@) = ¥ )

A'C U An(Cy) @€Y i€lq
T
|A|=a
positiv sind. o

Beweis

=: Sei (f, B) ein optimaler (b, K)-Fluss des K-MKF-Problems mit Kosten ¢(f) und Dg(f)
der entsprechende K-Residualgraph. Seien auflerdem Ci,...,C, Kreise in D (f) mit den
folgenden Eigenschaften:

« Ar(C,

;) ist die Menge aller K-Residualbogen des Kreises Cj,
o Ag(C;) ist die Menge aller K-Bogen des Kreises C},
,

ca=1 0 Ak,

o I, entspricht der Indexmenge aller Kreise C;, die iiber einen Bogen a € A(Dg(f))
verlaufen,

o &', entspricht der Vielfachheit eines Kreises C;, so dass fiir jeden Bogen a € A(Dk (f))

gilt, dass > 0% < u(a) ist,
i€l,

und fiir diese Kreise gilt
| U Ax(C)l = U Ar(G)]

und
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E c(Ci)ofn —  min 3 (e(a) —c(a))(f(a) = X dhm) > 0.
A’CUA )aGA’ €1,
2|

Sei aulerdem

Fiir einen Bogen a € A(Dg) bezeichnen wir den entsprechenden Bogen in Dk (f) ebenfalls
mit ¢ und den entsprechenden Residualbogen mit a.

Bilde nun einen (b, K')-Fluss (f/, B') in dem Graphen D anhand des Flusses f und der Kreise

Cy,...,C, im K-Residualgraphen Dy (f) wie folgt:

Fiir alle Bogen a € A(Dg) mit f(a) > 0 und @ € A; entferne Y 4!
lela

(f, B) von dem Bogen in Dy mit Kosten ¢(a) und verschicke die restlichen f(a) — > &8¢ ..
i€l a

! Flusseinheiten von

Einheiten tiber den parallelen Bogen a’ € A(Dg ) mit Kosten ¢(a’).
T
Fiir alle Bogen a € A(Dg) mit f(a) >0 und a € |J Ag(C;) verschicke 3 &¢ . Flusseinhei-
i=1

min
i€1l,

ten tiber den entsprechenden Bogen a € A(Dg ) mit Kosten ¢(a).

,
Fiir alle neutralen Bogen a € A(Dg) mit f(a) > 0 und a € A( C;) verschicke Y &
i=1 i€l,

min

Flusseinheiten tiber den entsprechenden Bogen a € A(Dj) mit Kosten ¢(a).

Fir alle neutralen Bogen a € A(Dg) mit f(a) > 0 und dem neutralen Residualbogen
s

ae A(U C;) entferne Y 4
i=1

i€,

¢ in Flusseinheiten von dem entsprechenden Bogen a € A(Dg)

mit Kosten ¢(a).

Fiir alle Bogen a € A(Dg) mit f(a) > 0 und @ € U \{A;} entferne Y &
i€l a

tin Flusseinheiten

von (f, B) von dem Bogen in Dg mit Kosten c(a)
Alle Bogen a € A(Dg) mit f(a) >0 und a ¢ A( U C;) bleiben unveréndert.

Dies entspricht nun einem (b, K)-Fluss (f’, B'). Da wir den Fluss (f, B) nur entlang von Krei-
sen im K-Residualgraphen Dk (f) verdndert haben. gilt weiterhin der Flusserhalt. Aulerdem
gilt, da (f, B) ein (b, K )-Fluss ist und die Kreise maximal soviel K-Bogen wie K-Residualbogen
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verwendet haben, dass |B’| < K ist. Fiir die Kosten dieses (b, K)-Flusses gilt, dass

C(f/) = + Z mm - Z (E(a) - C Z 5mm

acA’ 1€l,
> + Z m'm - 71}1111 Z (E(a) Z 5m1n
A'c | Ar(Cy) acd’ i€ly
j4']=a

> c(f)

T

ist, mit @« = | U Ak (C;)|. Dies ist jedoch ein Widerspruch dazu, dass (f, B) ein optimaler
i=1

(b, K)-Fluss ist.

<: Zu zeigen ist noch, dass (f, B) ein optimaler (b, K)-Fluss ist, falls es keine solche Ver-
einigung von Kreisen gibt. Sei dazu (f, B) ein zuldssiger (b, K)-Fluss in D, der aber nicht
optimal ist. Es gibt in dem K-Graphen D somit mindestens einen weiteren zuléssigen (b, K )-
Fluss (f’, B") mit ¢(f’') > ¢(f). Wir definieren nun eine Funktion ¢’ : A(Dg(f)) — Z* in
Dg(f) und zeigen, dass dies eine Zirkulation ist. Fiir eine Zirkulation muss gelten, dass fiir
alle Knoten v € Dk (f)

+ —
aEéDK(f>(v) aEJDK(f>(v)

ist. Sei a € A(D) ein Bogen mit zwei Kostenwerten ¢(a) und ¢(a). Dann sind a1 und ay die
dazugehorigen parallelen Bogen in A(Dk ). Der Hilfsbogen in Dy (f) fiir die Bogen a; und ay
wird mit a’ bezeichnet und ein moglicher Residualbogen mit @. Unsere Zirkulation definieren
wir nun anhand der beiden b-Fliisse f und f’ wie folgt:

Fall 1: Sei f(a1) > 0 und f’(a2) > 0. Dann ist ¢'(a2) = f'(a2), ¢'(a1) =0, ¢'(a’) = f'(az) und
g'(ai) = f(ar).

Fall 2: Sei f(a1) > 0 und f’(a1) > 0. Dann ist ¢'(a1) = max{f'(a1) — f(a1),0}, ¢'(a2) = 0,
g'(a") = max{f’(a1) — f(a1),0} und ¢'(ai) = max{f(ar) — f'(a1),0}.
Fall 3: Sei f(a2) > 0 und f/(ag) > 0. Dann ist ¢'(a2) = max{f'(a2) — f(az2),0}, ¢'(a1) = 0,
g'(a’) = max{f'(az) — f(az),0} und ¢'(d3) = max{f(az) — f'(az),0}.

Fall 4: Sei f(a1) > 0 und f/'(a2) = f'(a1) = 0. Dann ist ¢'(a2) = ¢'(a1) =0, ¢’(a’) = 0 und
g'(ai) = f(ar).

Fall 5: Sei f(a2) > 0 und f’'(a2) = f'(a1) = 0. Dann ist ¢’(a2) = ¢'(a1) = 0, ¢’(a’) = 0 und
g'(a2) = f(az2).
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Fall 6: Sei f'(a1) > 0 und f(a2) = f(a1) = 0. Dann ist ¢’(a1) = f'(a1), ¢'(a2) = 0 und
g'(d) = f'(a1).
Fall 7: Sei f'(ag) > 0 und f(a2) = f(a1) = 0. Dann ist ¢’(a2) = f'(a2), ¢'(a1) = 0 und
g'(d') = f'(az).

Zu zeigen ist, dass ¢’ eine Zirkulation im K-Residualgraphen entspricht, also dass
aEéEK(f) (v) aEJBK(f> (v)

fir alle Knoten v € Dk (f) ist. Nach obiger Konstruktion gilt fiir einen Knoten v € A(Dg (f)),
dass

> flla)- X fla)= X dla- X  d(a)

¥ ¥ + . - .
aE&DK (v) ae&DK(v) ae&DK<f)(v). ae&DK(f)(v)A
aeégK (v) aeégK (v)

ist und analog, dass
S fla- ¥ fa= ¥ d@- T g

aEéDK (v) aedDK(v) aedgK(f)(v): aE(SBK(f)(v):

ist. Damit ist

o d@- > dl(a)

a€dp, (5)(®) agdp (n®)

= > d@- > d@- > da@- > gl
aEéBK(f)(v): aeégK(f)(v): a€6BK(f)(v): aeégK(‘f)(v):
a€d+—py (v) aedj{,K(v) aEéBK(v) aeSBK(v)

= Y f@-fla- Y  [fl(a)-f(a)
ae&BK(’U) aG(FBK(U)

= > fl- > fl+ Y fl@- > fla
aEéBK(v) aEéBK(v) aEc%K(v) aeéE)K(v)

= b(v) —b(v)

= 0
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fiir alle Knoten v € Dy (f). Also ist ¢’ eine Zirkulation in Dy (f). Die Kreise, die dieser Zirku-
lation entsprechen, bezeichnen wir mit C1,...,C,. Diese Kreise besitzen, (f, B) und (f’, B)

zuldssige (b, K)-Flisse sind, maximal K K-Residualbogen und maximal soviele K-Bogen wie
i

tn = min ¢'(a), womit ins-

aEA(C’i)
gesamt fiir einen Bogen a € A(Dg (f)) gilt, dass 3 6%, < u(a) gilt. AuBerdem gilt fiir diese
1€1,

K-Residualbogen.. Jeder Kreis C; besitzt eine Kapazitét von ¢

Kreise

r

c(Ci)pin —  min Y (e(a) —c(a))(fa) = Y Ohuin)

T

=1 AICVU AR(Ci) acA’ i€l,
A=K
= (Ci)0hin — Y (@(a) — c(a)) (f(a) = > 6l
i=1 weB icl,
(AL
=1
= —c(f)+e(f)
> 0

mit Ag(C;) der Menge der K-Residualbogen in einem Kreis C;. Also gilt, dass falls (f, B) kein
optimaler (b, K')-Fluss in D ist, es eine wie oben beschriebene Kreiszerlegung gibt. |

Eine solche Kreisvereinigung wie die Zirkulation aus Optimalitatskriterium bezeichnen
wir folgend als K -Kreisvereinigung.

Mithilfe des Optimalitétskriteriums aus Satz [5.15 kann man Algorithmen entwickeln, wie man
ausgehend von einem zuléssigen (b, K)-Fluss (f, B) einen optimalen (b, K )-Fluss finden kann.
Falls die Suche nach einer solchen Zirkulation in polynomieller Zeit durchgefiihrt werden kann,
kann mithilfe des Optimalitatskriteriums ein pseudopolynomieller Algorithmus zur Be-
stimmung des optimalen (b, K )-Flusses entwickelt werden. Die Suche nach einer solchen Kreis-
vereinigung W = C7; U...UC, muss jedoch nicht ohne weiteres durchfithrbar sein, wie der
folgende Satz zeigt.

(5.16) Satz
Sei (D, s,t1,...,tn,C ¢, u,b, K) eine Instanz des K-MKF-Problems. Das Finden einer K-Kreis-
vereinigung W = C1 U...UC, mit

Y o(Ci)opy—  min X (e(a) —c(a))(f(a) = 3 Giyn) >0
A,QU AR(C'Z-)GGA/ 1€l

|A'|=a
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in einem K-Residualgraphen Dy (f) zu einem zuldssigen (b, K)-Fluss (f, B) ist stark N'P-
vollstandig. o

Beweis

Das Uberpriifen, ob eine gegebene Lésung eine zulissige K-Kreisvereinigung mit den gesuchten
Kosten ist, ist in polynomieller Zeit durchfiihrbar, daher ist das Problem in N'P.

Wir wollen diesen Satz mit einer Reduktion des gerichteten Hamiltonweg-Problems zeigen. Sei
D = (V,A) ein beliebiger Digraph mit Quelle s € V(D) und Senke ¢t € V(D). Wir wollen
diesen Graphen D zu einem Graphen D’ transformieren. Zunichst kehren wir dazu die Ori-
entierung aller Bogen von D um. Dadurch dndern sich die Quelle-Senke-Eigenschaften. Wir
wihlen eine beliebige Anordnung der Knotenmenge V(D) und benutzen diese als topologische
Sortierung. Fiir eine solche Anordnung koénnen die Quelle-Senke-Verhéltnisse verwendet wer-
den. Die Orientierung der Bogen a € A(D), die dieser topologischen Anordnung widersprechen,
wird wieder umgekehrt.

Wir erstellen fiir jeden Knoten v € V(D)\{s, ¢} eine Kopie in D’ und benenne diese jeweils mit
v’. Alle ausgehenden Bogen vw € A(D) werden zu Bogen v'w in A(D’) umgewandelt. Diese
Bogen erhalten in D’ Kosten von 0 und eine Kapazitéit von unendlich. Anschliefiend fiigen wir
je zwei parallele Bogen v'v fiir alle v € V(D) ein, wobei einer dieser parallelen Bogen Kosten
von 0 und eine Kapazitat von 1 erhalt und der andere Bogen Kosten von 1 und eine Kapazitét
von ebenfalls 1.

Anschlieflend fiigen wir dem Graphen D’ noch |V (D)| — 3 weitere Knoten k; hinzu und jeweils
zwei parallele Bogen sk, ki1ko, ..., kiki+1,... ,k‘V(D)|_3t. Einer dieser parallelen Bogen erhélt
jeweils Kosten von 1 + W und eine Kapazitdt von 1, der andere Kosten 0 und ebenfalls
eine Kapazitit von 1. Fir jeden Bogen v'w € A(D’) mit uw € A(D) und jedes Knotenpaar
v/, v mit v € V(D) werden nun noch weitere Bogen dem Graphen D’ hinzugefiigt, ndmlich die
Bogen su beziehungsweise sv’ sowie die Bogen wt beziehungsweise vt. Diese Bogen erhalten alle
Kosten von |V (D)||A(D)| und eine Kapazitiat von 1. AuBerdem werden |V (D)| —2+ |A'(D)|
weitere Knoten ¢1,...,ty mit N = |V(D)| -2+ |A'(D)| eingefiigt, wobei |A’(D)| die Anzahl
an Bogen, die entgegen der topologischen Sortierung verliefen, angibt. Fiir jeden dieser Knoten
t; wird ein st;-Bogen erstellt mit Kosten 0 und einer Kapazitit von 1.

Fir ¢ € V(D’) definieren wir die Balance |V (D)|—2+ |A’(D)| und fiir jedes t; miti = 1,..., N
die Balance —1.

In Abbildung [5.§ sicht man eine solche Transformation eines Graphen D in Abbildung zu
dem Graphen D’ in der Abbildungm Es wurde hier die Sortierung ¢, vy, va, v3, s gewéhlt. Zur
Vereinfachung der Kosten |V (G)||A(G)| wird hier nur Wert M := |V(G)||A(G)| angegeben.
Nicht ausgezeichnete Bogen in Abbildung[5.8b|haben Kosten von 0. Eine solche Transformation
ist in polynomieller Zeit durchfiihrbar, da 3|V (D)| — 2 Knoten erzeugt werden und maximal
3|A(D)|+|V(D)| -1 Bogen. Die Bogen ski, k1kz, ..., kiki+1, ..., kjy(p)—st mit den jeweiligen
Kosten 1+ W sowie die Bogen v'v mit v € V(D) und Kosten von 1 entsprechen K-Bogen
und alle iibrigen Bogen entsprechen neutralen Bogen.
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()
s
t
V3 (%1
(a) Urspriinglicher Graph D (b) Transformierter Graph D’

Abbildung 5.8: Reduktion 1: Transformation

Der Graph D’ entspricht einem K-Graphen. Diesen belegen wir mit einem (b, K)-Fluss (f, B),
um einen K-Residualgraphen von D’ zu erhalten. K ist hierbei |V (D)| — 2. Dafiir schicken wir
fiir alle Knoten v € V(D) jeweils eine Einheit iiber den Weg ¢;svv't fir eini = 1,..., N, sowie
fir alle Bogen uw, die entgegen der gewéhlten Linearisierung verliefen, jeweils eine Einheit
iiber den Weg t;swu't mit ¢ = 1,..., N. Jeder dieser Wege verwendet dabei eine andere Senke
t; mit ¢ = 1,..., N. Die Menge B ist die Menge {vv'|v € V(D)}. Dies entspricht also einem
(b, K)-Fluss (f, B). Es werden maximal |V (D)| + |A(D)| Einheiten versandt.

AnschlieBend wird der K-Residualgraphen D (f) beziiglich dieses Flusses (f, B) gebildet. Der
Fluss, der zu dem transformierten Graphen aus Abbildung gehort, und der entsprechende
K-Residualgraph sind nun der Abbildung zu entnehmen. Der gewéhlte Fluss wird dabei in
der Teilabbildung wie zuvor durch die roten Bogen dargestellt. In der Abbildung ist
der dazugehorige K-Residualgraph zu sehen. Die Bogen mit Kosten von M sind grau markiert
und in blau sind die tibrigen Residualbogen zu sehen.

Wir zeigen nun, dass es in D genau dann einen gerichteten Hamiltonweg gibt, wenn es in dem
Residualgraphen Dy (f) des Graphen D’ zum Fluss f eine gewiinschte Kreisvereinigung W

mit
X e(Ci)biun —  min 3 (e(a) —c(a))(f(a) = X din) >0
i=1 A,QU AR(Cy) a€A €1y
i=1
|A'|=a
gibt.
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5 Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten

(a) (b, K)-Fluss (f, B) im Graphen Dy (b) Residualgraph D (f)

Abbildung 5.9: Reduktion 1: Fluss f und K-Residualgraph Dy (f)

=: Sei P| = swiws... Wy (p)|—2t ein Hamiltonweg in D. Dann entspricht der Kreis C' =
Py U Py, wobei P, der verbleibende s-t-Weg in D (f) ist, bei dem fiir zwei parallele Bogen der
Bogen mit Kosten von 1+ W verwendet wird, einem Kreis in Dk (f), der tiber |V (D)| —2
K-Bogen sowie |V (D)| — 2 K-Residualbogen verlauft, einfach ist und insgesamt Kosten von 1
besitzt. Also ist C als einzelner Kreis eine K-Kreisvereinigung mit » = 1 und

r

c(Ci)otun —  min Y (c(a) —c(a))(fa) = Y Guin)

i=1 A'C U Ag(C;) a€A! i€lq
\iz}|:a
= «(C)
=1
> 0.

<: Sei W eine positive K-Kreisvereinigung in Dg (f) mit

Y e(C)on—  min Y (2(a) — ¢(a))(f(a) = T Siygn) > 0.
i=1 A/Q_U AR(C»L)GEA/ i€lq
4=

Da in Dk (f) nur die Bogen ski, k1ka, ..., kikit1,. .., kv (-3t positive Kosten besitzen sind,

lauft C also iiber den s-t-Weg P in Dk (f), der diese Bogen mit Kosten 1 + m verwendet.
Damit beinhaltet C also |V (D)| — 2 K-Bogen. Da der Graph D (f) ohne den Weg P azyklisch
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5.2 Azyklische Digraphen mit mehreren Senken

ist, besteht die K-Kreisvereinigung nur aus einem Kreis. In Dy (f)\{sk1, k1ka, ..., kikit1,
-+, Uy (py|—3t} miissen mindestens [V (D)| — 2 K-Residualbogen auf diesem einen Kreis C' ent-
halten sein, da C sonst keine K-Kreisvereinigung ist. Alle K-Residualbogen besitzen Kosten
von —1, weswegen jeder genau einmal durchlaufen werden muss. Der Kreis C' ist bogendisjunkt,
also einfach, und damit entspricht C'\ P einem gerichteten Hamiltonweg in Dg (f)\P und die
entsprechenden Bogen im Graphen D auch einem gerichteten Hamiltonweg in D. |

Also ist das Finden einer einfachen K-Kreisvereinigung N P-vollstindig. Das fithrt uns zu
folgender Vermutung.

(5.17) Vermutung
Das K-MKF-Problem ist N'P-vollstandig. o
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6 Losungsverfahren fiir das K-MKF-Problem

In Kapitel [5| haben wir das K-MKF-Problem genauer betrachtet und dabei fir den Spezialfall
von azyklischen Digraphen mit einer Senke polynomielle Algorithmen kennengelernt. Fiir den
allgemeinen Fall mit n > 2 Senken betrachteten wir ein Optimalitdtskriterium, was vermuten
lasst, dass das K-MKF-Problem N P-vollstandig ist.

Bislang haben wir als Losungsverfahren einer Instanz des K-MKF-Problems im allgemeinen
Fall nur das gemischt-ganzzahlige lineare Programm, wiederholt durch Modell kennenge-
lernt. In diesem Kapitel wollen wir uns mit weiteren Losungsverfahren des K-MKF-Problems
beschiftigen. Da wir annehmen, dass das K-MKF-Problem NP- vollstindig ist, wird es ver-
mutlich, sofern P # NP gilt, keinen polynomiellen Algorithmus zur Losung des K-MKF-
Problems geben.

Modell 19 Ganzzahliges lineares Programm des K-MKF-Problems

max Y cla)yla)+ Y (e(a) - c(a))w(a)

a€A(D) acA(D)

st > yla)— > yla) =bv) Vv e V(D)
a€dt(v) a€d(v)

Y z(a) <K

a€A(D)
z(a) < y(a) Va € A(D)
w(a) < Mz(a) Va € A(D)
w(a) < y(a) Va € A(D)
2(a) € {0,1} Va € A(D)
w(a) € ZF Va € A(D)
y(a) € Z* Va € A(D)

Falls fiir einige Bogen a € A(D) ¢(a) = ¢(a) gilt, so erginze man die Nebenbedingung z(a) = 1
fiir diese Bogen in das Modell Um in polynomieller Zeit Losungen des K-MKF-Problems
zu finden, kann man etwa Heuristiken verwenden, jedoch wollen wir uns in dieser Arbeit auf
exakte Verfahren fokussieren. Die in diesem Kapitel betrachteten Losungsverfahren sind einmal
eine Losungsstrategie tiber eine Ausnutzung der (b, K )-Flusseigenschaften und zum anderen ein
Column Generation Verfahren. In Kapitel [d]sahen wir bereits das allgemeine Losungsschema fiir
die robuste Terminvergabe im Krankenhaus unter unsicheren Behandlungspfaden, jedoch sind
wir an dieser Stelle nicht ndher auf Losungsverfahren fiir das K-MKF-Problems eingegangen.
Die beiden in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren sowie das Losen als ganzzahliges lineares
Programm eignen sich allesamt als Losungsverfahren fiir das K-MKF-Problem wéhrend der
robusten Terminvergabe.
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6 Lésungsverfahren fiir das K-MKF-Problem

Wir verzichten in diesem Kapitel auf das Betrachten des K-MKF-Problems unter Kapazi-
tatsbedingungen, da in unserer betrachteten Problemstellung der robusten Terminvergabe im
Krankenhaus keine solchen gegeben sind und sich alle hier in diesem Kapitel vorgestellten
Verfahren fiir Bogenkapazitéiten verallgemeinern lassen.

6.1 Das Trennungspunkteverfahren

Wir wollen nun ein erstes neues Losungsverfahren betrachten. Dieses basiert auf einer genaue-
ren Betrachtung und Ausnutzung der Eigenschaften eines (b, K)-Flusses. Sei dazu

(D, s,t1,...,tn, ¢ c, b, K) eine Instanz des K-MKF-Problems ohne Kapazitiatsbedingungen.
Fiir eine optimale Losung dieser Instanz wird ein (b, K)-Fluss (f, B) gesucht. Der Weg, den
eine Flusseinheit von f im Graphen D von s zu einer Senke t; zuriicklegt, entspricht einem
s-ti-Weg mit i € {1,...,n}. Alle diese Wege des (b, K )-Flusses starten beim gleichen Knoten,
ndmlich bei der Quelle s. Die Wege sind also nicht knotendisjunkt. Die Quelle s muss jedoch
nicht der letzte Knoten gewesen sein, den zwei Wege des (b, K )-Flusses teilen.

(6.1) Definition (Trennungspunkt)

Sei (D, s,t1,...,tn,¢ ¢ b, K) eine Instanz eines K-MKF-Problems und (f, B) ein zulédssiger
(b, K)-Fluss. Seien Py, ..., P, die Wege von der Quelle s zu den Senken t1, ..., t, des b-Flusses
f. Ein Trennungspunkt ist ein Knoten v € V(D) fiir den fiir zwei Wege P; und P; mit
P; # P; gilt, dass v € P; und v € P; ist und die Nachfolgeknoten von v auf den Wegen P; und
Pj verschieden sind. Fiir den Nachfolger v; {1 von v auf P; und den Nachfolger v;;1 auf P; gilt,
dass v;41 # vjy1 ist. o

(1,2) (2,4)

Abbildung 6.1: Trennungspunkte

Offensichtlich existieren fir je zwei Wege der zuléssige Losungen des K-MKF-Problems Tren-
nungspunkte, da alle Wege bei demselben Knoten starten, aber zu verschiedenen Senken fithren.
In Abbildung [6.1]ist der b-Fluss f eines zuldssigen (b, K)-Flusses (f, B) durch die gestrichel-
ten Bogen in einem azyklischen Digraphen mit zwei Senken zu sehen, wobei der markierte
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6.1 Das Trennungspunkteverfahren

Knoten v der Trennungspunkt der beiden Quelle-Senke-Wege ist. Welche Bogen der Menge B
entsprechen ist hier nicht weiter von Bedeutung.

Allgemein kénnen fiir zwei Wege P; und P; auch Verbindungspunkte bestehen.

(6.2) Definition (Verbindungspunkt)

Sei (D, s,t1,...,tn,¢ ¢, b, K) eine Instanz eines K-MKF-Problems und (f, B) ein zuldssiger
(b, K)-Fluss. Seien Py, ..., P, die Wege von der Quelle s zu den Senken t1,...,t, des b-Flusses
f. Ein Verbindungspunkt ist ein Knoten v € V(D) fiir den fiir zwei Wege P; und P; mit
P; # Pj gilt, dass v € P; und v € P; ist, aber die Vorgéngerknoten von v auf den Wegen F;
und P; verschieden sind. Fiir den Vorgénger v;_1 von v auf P; und den Vorgénger v;_q auf P;
gilt also v;—1 # vj_1. o

Verbindungspunkte treten allerdings im Falle einer optimalen Losung (f, B) des K-MKF-
Problems nicht auf, wie der folgende Satz aussagt.

(6.3) Satz

In einer optimalen Losung ( f, B) einer Instanz (D, s, t1, ..., ty, ¢, ¢, b, K) des K-MKF-Problems
existieren keine Verbindungspunkte zwischen den s-t;-Wegen P; von f fir¢=1,...,n. o
Beweis

Sei (f, B) eine optimale Losung des K-MKF-Problems der Instanz (D, s, t1,...,tn, ¢ ¢, b, K)
und P; fir ¢ = 1,...,n der entsprechende s-t;-Weg des b-Flusses f. Angenommen, es exis-

tieren zwei Wege P; und P; mit ¢ # j, sodass es einen Trennungspunkt v, aber auch einen
Verbindungspunkt w mit w # s gibt. Der Verbindungspunkt w tritt auf beiden Wegen nach
dem Trennungspunkt auf, da beide Wege bei s starten. Es muss dann mindestens einen wei-
teren Trennungspunkt v’ geben, da die Wege zu zwei verschiedenen Senken fithren. Ange-
nommen, (P, ) < c(Pj, ). Dann ist der Fluss f’, bei dem der Weg P; durch den Weg
Bjjfewry O Figr
Annahme ist, dass (f, B) ein optimaler (b, K)-Fluss ist. Also konnen in optimalen Losungen
des K-MKF-Problems keine Verbindungspunkte auftreten. |

ausgetauscht wird, ein Fluss mit ¢(f") > ¢(f), was ein Widerspruch zu der

[[s,v

(6.4) Folgerung
In einer optimalen Losung des K-MKF-Problems in azyklischen Digraphen mit n Senken kann
es maximal n — 1 Trennungspunkte geben. o

Insbesondere der Quellknoten s kann ein moglicher Trennungspunkt sein. Wenn an einem
Trennungspunkt mehr als zwei Wege getrennt werden, sind es insgesamt in dem betrachteten
Digraphen D weniger als n — 1 Trennungspunkte, sofern jeder nur einfach gezahlt wird.

(6.5) Satz

Sei eine Instanz (D,s,t1,...,tn,C,c, b, K) des K-MKF-Problems gegeben. Falls die Menge
T aller Trennungspunkte einer optimalen Losung f des K-MKF-Problems gegeben ist und
T':=TU{s,t1,...,t,} die Menge aller Trennungspunkte, aller Senken und der Quelle s ist,
dann definiert eine optimale Losung des K-MKF-Problems einen aufspannenden Wurzelbaum
auf den Knoten der Menge 7’ mit Wurzel s. o
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6 Lésungsverfahren fiir das K-MKF-Problem

Beweis
Eine optimale Losung (f, B) des K-MKF-Problems enthélt alle s-t;-Wege des b-Flusses f fiir
i = 1,...,n. Ein Trennungspunkt 7" € 7 trennt nun mindestens zwei dieser Wege F;, P; mit

i # j. Der zugrunde liegende Digraph D ist azyklisch und besitzt keine Verbindungspunkte
fir den Fluss f, daher entsprechen die Bogen, iiber die in einer optimalen Losung (f, B)
Fluss fliefit, einem Wurzelbaum mit s als Wurzel und den Senken t1,...,t, als Blatter. An
jedem Trennungspunkt verzweigt sich der Fluss in mindestens zwei Kinder, da hier mindestens
zwel Wege getrennt werden. D ist azyklisch und da der Fluss f einen Wurzelbaum aufspannt,
existiert zwischen je zwei Knoten v und w aus der Menge 7' ein eindeutiger Weg. Daher
entspricht eine optimale Losung einem aufspannenden Wurzelbaum auf den Knoten der Menge

T =TU{s,t1,...,tn}. [ ]
(c(ig), e(i4)) .
b(4) b(j)
i J
_ (0,2) (1,1)
(0,1
2
(0,3)
S
O—><2 " Q-1

Abbildung 6.2: Darstellung des Spannbaums definiert iiber die Trennungspunkte

In Abbildung sehen wir anhand des (b, K)-Flusses aus Abbildung wie ein solcher
aufspannender Wurzelbaum, kurz Spannbaum, aussehen kann. Die Knoten der Menge 77 sind
hier durch die Quadrate markiert worden und alle Knoten, die nicht auf dem Spannbaum
liegen, wurden zur Veranschauung vernachléssigt.

Wenn nur die optimalen Trennungspunkte einer Instanz (D, s, t1, ..., tn, ¢, ¢, b, K) des K-MKF-
Problems gegeben sind, ist noch nicht klar, welche Wege des b-Flusses in einer optimalen Losung
an dieser Stelle getrennt werden. Aufgrund von Satz wissen wir, dass ein aufspannender
Baum auf diesen Trennungspunkten gesucht ist. Falls dieser Spannbaum gegeben ist, wird
zwischen je zwei Trennungspunkten in einer optimalen Losung ein eindeutiger Weg existieren,
auf dem fiir k£ < K Bogen die Kosten von ¢ auf ¢ erh6ht werden. Unklar ist jedoch auch noch,
wie viele Bogenkosten auf einem Abschnitt zwischen zwei Trennungspunkten mit Kosten ¢
gewahlt werden diirfen. Sicher ist dabei nur, dass insgesamt auf dem gesamten Spannbaum
maximal K Bogen mit diesen Kostenwerten gewéhlt werden diirfen.

Das Verfahren, dass wir in diesem Abschnitt betrachten wollen, ist ein Vorgehen, bei dem
die soeben beschriebenen Probleme nach und nach gelost werden. Dieses Vorgehen wird in
Algorithmus [6] schematisch dargestellt.
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6.1 Das Trennungspunkteverfahren

Algorithmus 6 Trennungspunkteverfahren
Input: eine Instanz (D, s, t1,...,ty, ¢ ¢, b, K) eines K-MKF-Problems
Output: ein kostenmaximaler (b, K)-Fluss f

begin

while Noch nicht alle Méglichkeiten betrachtet worden sind do
Wihle eine mogliche Menge T der Trennungspunkte;

Sei T':=T U{s,t1,...,tn};

Waihle einen Spannbaum auf der Menge der Trennungspunkte;

for £ < K do
Berechne fiir jeden Abschnitt zwischen zwei Trennungspunkten eine Losung des

k-MKF-Problems in D mit n = 1;
end

Berechne eine optimale Verteilung der k zu erhéhenden Bogen auf allen Abschnitten

zwischen den Trennungspunkten;
end

return ein kostenmaximaler (b, K)-Fluss anhand eines optimalen Spannbaums und k;
end

(6.6) Definition (Trennungspunktegraph Gr)

Sei eine Instanz (D, s,t1,...,ts,¢, ¢, b, K) des K-MKF-Problems und die Menge 7 an optima-
len Trennungspunkten gegeben und sei 7' := T U{s,t1,...,t,}. Sei G(T) der Trennungspunk-
tegraph mit V(T) = T'. Fiir alle Knoten u und v in 7 existiert in G(7) ein Bogen uwv, falls
zwischen den dazugehorigen Trennungspunkten v und v in D ein gerichteter u-v-Weg existiert.
Dieser Graph ist azyklisch, aber im Allgemeinen kein Baum. o

Ein solcher Trennungspunktegraph anhand der Abbildung[6.1] wird in der folgenden Abbildung
6.3| prasentiert. Da in linearer Zeit gepriift werden kann, ob ein Weg zwischen zwei Knoten in
azyklischen Digraphen existiert, ist die Erstellung des Trennungspunktegraphen in polynomi-
eller Zeit moglich. Der Trennungspunktegraph ist eine vereinfachte Anschauung der iiberhaupt
fiir die Suche bendtigten Wege. Diese Struktur benétigen wir spéter, um die weiteren Schritte
zu verfolgen.

K =2 =D

Abbildung 6.3: Der Trennungspunktegraph G
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6 Lésungsverfahren fiir das K-MKF-Problem

Auf diesem Trennungspunktegraphen G suchen wir nun, sofern dieser keinem Baum ent-
spricht, den gerichteten Spannbaum, der durch die optimale Lésung gegeben wird. Dazu miissen
wir alle Spannbéume betrachten und untersuchen. Fiir einen gegebenen Digraphen D = (V| A)
lasst sich in O(|V(D)| 4 |A(D)|) ein minimaler Spannbaum berechnen. In Kapoor und Ramesh
[T4] wird beschrieben, wie man mit einem Aufwand von O(N|V(D)| + |V (D)|?) alle gerich-
teten Spannbdume eines Digraphen D berechnen kann, wobei N die Anzahl aller méglichen
Spannbdume ist. Fiir eine exponentielle Anzahl an Spannbdumen ist dies also auch ein ex-
ponentieller Algorithmus. Den Algorithmus, der in Kapoor und Ramesh [14] vorgestellt wird,
wollen wir hier jedoch nicht vorstellen. Fiir jeden Trennungspunktegraphen miissen wir nun
alle moglichen Spannbédume berechnen. Einen solchen Spannbaum von G bezeichnen wir auch
mit Tg.

In einem Spannbaum Tg gibt es zwischen je zwei Knoten v und w einen eindeutigen Weg P.
Anhand dieses Weges P ldsst sich ermitteln, welche s-t;-Wege in dem Graphen D der Losung
des K-MKF-Problems entsprechen, denn die s-t;-Wege im Spannbaum Tg entsprechen Wegen
P; der optimalen Losung f. Auf all diesen Wegen sollen insgesamt maximal K Bogen erhoht
werden, damit die Kosten maximal sind. Unklar ist allerdings, wie viele Bogen auf den v-w-
Wegen in D fiir alle Knotenpaare vw € 7' = V(Ts) erhoht werden sollen. Um dies berechnen
zu koénnen, treffen wir eine Verénderung an dem Spannbaum 7.

Wir berechnen fiir jeden Bogen a = vw € A(Ts) und fiir jedes k¥ < K in dem Ursprungs-
graphen D eine optimale Losung des K-MKF-Problemsmit einer Quelle v und Senke w.
Mithilfe von Kapitel |5 und fiir ein festes £ das Maximalkostenflussproblem mit k variablen
Kosten kann ein solches Problem in O(|V(D)[?) gelost werden. Da K < |V(D)]| gilt, er-
gibt sich fiir die Berechnung aller dieser Maximalkostenflussprobleme eine Komplexitit von
O(JA(D)||V(D)|*) = O(|V(D)|5). Den Bogen a € A(Ts) ersetzen wir nun in dem Spannbaum
Tg durch K + 1 parallele Bogen ay, ..., ax, die jeweils genau einem Wert £ < K entsprechen
und die Kosten der optimalen Loésung des k-MKF-Problems zwischen den Trennpunkten, die
den Bogen a € A(Ts) definiert, besitzen. Jeder Bogen entspricht nun also einer Losung des
k-MKF-Problems fir £ < K mit Quelle s € V(D) und Senke w € V(D). Den verdnderten
Wurzelspannbaum T's bezeichnen wir nun mit 7.

Abbildung 6.4: Angepasster Wurzelspannbaum T

96



6.1 Das Trennungspunkteverfahren

Abbildung zeigt den angepassten Spannbaum T§. Mithilfe des folgenden Dynamischen
Programms [7] kann nun eine optimale Verteilung der Anzahl der zu erhéhenden Bogen auf
dem angepassten Spannbaum T¢ berechnet werden. Dazu sei

P(v,k): die maximalen Kosten, die in dem Teilbaum mit v € V(T¢) als Wurzelknoten
mit k& erhéhten Bogenkosten zu erzielen sind
f(v,w,k): die Anzahl an Bogen, die zwischen vw € A(T§) erhoht werden, wenn ab Knoten
v insgesamt k Bogenkosten erhoht werden
N, : die Menge aller Knoten w € V(T§) mit vw € A(TY)

Der Teilbaum mit v als Wurzelknoten meint den aufspannenden Teilgraphen, der durch den
Wurzelknoten v und alle seine Nachfolgeknoten aufgespannt wird. Fiir jeden Bogen vw € A(T%)
beschreibt vwy, den Bogen vw € A(T), auf dessen entsprechendem Teilstiick im Digraphen D
k Bogenkosten mit Kosten von ¢ verwendet werden diirfen, wobei k < K ist. Auflerdem ist es
wichtig zu wissen, dass ein solcher angepasster Spannbaum T zwar nicht mehr schlicht, aber
dennoch azyklisch ist. Das bedeutet, dass man eine topologische Sortierung vy, . .. » V|V ()| der
Knoten finden kann.

Das Dynamische Programm ist damit das Folgende.

Algorithmus 7 DP zur Berechnung einer optimalen Anzahl zu erhéhender Bogenkosten

Input: Ein angepasster Wurzelspannbaum 7¢ auf der Menge der Trennungspunkte 77 einer
Instanz (D, s, t1,...,tn, ¢ ¢, b, K) des K-MKF-Problems
Output: Eine optimale Verteilung, wie viele Bogenkosten auf einem v-w-Weg in D fiir alle
vw € A(T¢) erhoht werden sollen und die optimalen Kosten dieser Verteilung
begin
for i=1,...,ndo
for 0 <k < K do
| P(ti, k) = 0;
end

end

=+

orall v = VIV (TL)[=15 -+ V1 do
for 1 <k < K do
P(v,k) = max{ ¥ {P(w, k) +clow)| X ky+ kg =k} ;

wGNv ’LUGN'U
flv,w, k) = argmax{ 3 P(u,ky) +c(vupz)}
k’lQl) u€Ny “
end

end
return OPT = insa%{P(s,k)} und f;

end
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6 Lésungsverfahren fiir das K-MKF-Problem

Das Dynamische Programm (7] liefert fiir einen angepassten Spannbaum 7§ eine optimale Lo-
sung in polynomieller Zeit, falls der maximale Ausgangsgrad des Spannbaums 1" beschrankt ist,
wie der folgende Satz [6.7| zeigt. Sei dazu |d* (v)| < d fiir alle Knoten v € V(T') mit d € IN.

(6.7) Satz

Das Dynamische Programm (7| liefert eine optimale Losung des K-MKF-Problems in polynomi-
eller Zeit, falls der maximale Ausgangsgrad des gegebenen Spannbaums 7" durch eine Konstante
d € IN beschrankt ist. o

Beweis
Das Dynamische Programm [7] liefert eine korrekte Losung des K-MKF-Problems

fiir einen angepassten Spannbaum T:

Die Korrektheit zeigen wir per Induktion.

Induktionsanfang: Offensichtlich ist P(t;,7) = 0 fir alle ¢ = 1,...,n sowie r = 0,..., K, da
von jeder Senke ¢; keine Bogen abgehen.

Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass die Werte P(t,k),..., P(w,k) sowie die Werte
P(v,0),..., P(v,k —1) anhand der Rekursionsformel optimal berechnet wurden.

Induktionsschritt: Zu zeigen ist nun, dass die Rekursionsformel auch den Wert P(v, k) optimal

berechnet, also dass

P(v, k) = max{ ¥ {P(w,ky)+clowgz)| > ky+kj =k}
wWE Ny, WE Ny

ist. Nach Induktionsannahme sind alle Werte P(w,) mit ¢ < k mit w € N,, optimal berechnet
worden, dies bedeutet, dass in den Teilbaumen mit Wurzel w ¢ Bogenkosten erhoht werden
diirfen, sodass eine optimale Losung fiir den Teilbaum mit Wurzel w vorliegt. Der Teilbaum
T, mit Wurzel v setzt sich nun wie folgt aus den Teilbdumen mit w € N, zusammen:

Der Teilbaum T, € T g besteht aus der Wurzel v, die die Kinder w mit w € N, besitzt.
Ab jedem einzelnen Knoten w folgt der Teilbaum T, fiir w € N,. v und w sind fiir jedes
w € N, liber K Bogen verbunden. Angenommen, v hétte nur einen Nachfolger w, dann ist
nach Induktionsannahme max{P(w, k1) + c¢(vwg,)|k1 + k2 = k} der optimale Wert fiir v. Da
v jedoch eine Menge N, an Nachbarn besitzt, muss dies fiir alle Nachbarn summiert werden,
um das Maximum fir den Wurzelbaum T, zu finden.

Das Dynamische Programm [7] besitzt eine polynomielle Laufzeit:

Es werden maximal |V (D)|K Werte berechnen, wobei fiir jeden Wert maximal K?? Berechnun-
gen durchgefiihrt werden. Daraus ergibt sich eine insgesamte Rechenzeit von O(|V (D)|K?4+1) =
O(|V(D)|?¥*2), was, da d ein konstanter Wert ist, eine polynomielle Laufzeit beschreibt. W
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6.1 Das Trennungspunkteverfahren

Uber die Werte f(v,w, k) lisst sich rekursiv, beginnend bei Knoten s und seinen Nachfolge-
knoten, ermitteln, wie viele Bogenkosten auf welchen Abschnitten erhoht werden sollen. Da
man fiir das Aufstellen des modifizieren Spannbaums fiir alle & < K auf allen Bogen das Ma-
ximalkostenflussproblem mit &k variablen Kosten bereits gelost hat, ldsst sich anhand dieser
Losungen nun die optimale Lésung des K-MKF-Problems entnehmen.

Insgesamt ist dies ein exponentielles Verfahren, da es eine exponentielle Anzahl an moéglichen
Trennungspunkten und auch an Spannbdumen auf diesen Trennungspunkten gibt. Das Verfah-
ren [6] ldsst sich, mit einem etwas heuristischeren Hintergrund, zu folgendem Gesamtverfahren
modifizieren:

Algorithmus 8 Angepasstes Trennungspunkteverfahren
Input: eine Instanz (D, s,t1,...,ty, ¢ ¢, b, K) eines K-MKF-Problems
Output: ein kostenmaximaler (b, K)-Fluss f
begin
while Noch nicht alle Méglichkeiten betrachtet worden sind do
Rate eine mogliche Menge der Trennungspunkte;
Rate einen Spannbaum 7' auf der Menge der Trennungspunkte;
Berechne fiir jeden Abschnitt auf diesem Spannbaum anhand von DP [7]eine Anzahl an
Bogen k < K
Entnehme dem angepassten Spannbaum die aktuelle Losung;
end

return ein kostenmaximaler (b, K)-Fluss anhand eines optimalen Spannbaums und k;
end

Mit einer geeigneten Wahl der Trennungspunkte oder der Wahl des Spannbaumes miissen nicht
alle Moglichkeiten betrachtet werden, was die Laufzeit des Algorithmus [§] durchaus verbessern
kann.

Als Trennungspunkte kommen allgemein alle Knoten des Graphen D in Frage. Es kann aber
zum Beispiel eine Menge an Trennungspunkten verworfen werden, wenn es im Trennungspunk-
tegraphen einen Knoten v € V(G7) mit d* (v) = 1 gibt. Solch ein Knoten darf nicht auftreten,
da ein Trennungspunkt mindestens zwei Wege trennen soll. Aus gleichen Griinden kann ein
Spannbaum verworfen werden, wenn er einen Knoten v mit d*(v) = 1 besitzen sollte. So lisst
sich die Laufzeit dieses exponentiellen Verfahrens etwas verbessern. Bogenkapazititen des Di-
graphen D konnen ebenfalls dazu beitragen, dass die Menge der moglichen Trennungspunkte
oder die Menge der moglichen Spannbaume ebenfalls weiter eingeschrankt ist.

Dieser Ansatz ist eher kombinatorischer Natur. Das zweite Losungsverfahren, was wir in diesem
Kapitel zur Losung des K-MKF-Problems sehen werden, greift eine Methode der linearen
Optimierung auf.
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6 Lésungsverfahren fiir das K-MKF-Problem

6.2 Das Column Generation Verfahren

Das Column Generation Verfahren haben wir bereits kurz in Abschnitt 2.6 vorgestellt. Fiir eine
Instanz (D, s,t1,...,tn, ¢ ¢, b, K) des K-MKF-Problems gehen wir hier von dem ganzzahligen
linearen Modell

Modell 20 Ganzzahliges lineares Programm des K-MKF-Problems

max » ¢ )+ Y (e(a a))w(a)

a€A(D) a€A(D)

t. > yla)— > yla) =bv) Vv € V(D) (20.1)
a€dt(v) a€d—(v)

> z(a) <K (20.2)
a€A(D)
z(a) < y(a) Va € A(D) (20.3)
w(a) < Mz(a) Va € A(D) (20.4)
w(a) < y(a) Va € A(D) (20.5)
z(a) € {0,1} Va € A(D)
w(a) € Z* Va € A(D)
y(a) e Z* Va € A(D)

aus. StandardméBig lasst sich dieses Modell via eines Branch-and-Bound-Algorithmus mittels
LP-Relaxierung 16sen. Hier in diesem Abschnitt wollen wir jedoch einen anderen Ansatz zur
Losung dieses Problems wéhlen, ndmlich iiber die Dantzig-Wolfe Zerlegung mittels Column
Generation. Die Nebenbedingungen (20.1]) und (20.2) des Modells [20] sind alleinige Nebenbe-
dingungen fiir die Variablen y und z. In den iibrigen Nebenbedingungen treten die Variablen

jeweils zusammen auf. Wir betrachten daher fiir die Dantzig-Wolfe Zerlegung zunéchst die
Polyeder

Pl={y| > y(a)- Z y(a) = b(v) fir alle v € V(D),y(a) € Z* fiir alle a € A(D)}
a€dt(v) a€d (v)

und

P?2:={z] > z(a) <K,z(a)€ {0,1} fiir alle a € A(D)}
a€A(D)

Das Polyeder P! beschreibt alle zulissigen Losungen fiir einen b-Fluss und das Polyeder P?
alle Losungen, bei denen K Eintrédge von z auf eins gesetzt werden. Mithilfe dieser Polyeder
lasst sich das Modell 20 umformulieren.
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6.2 Das Column Generation Verfahren

Modell 21

a€A(D) acA(D)

sit.z(a) <yla) Va € A(D) (21.1)
w(a) < yla) Va € A(D) (21.2)
w(a) < Mz(a) Va € A(D) (21.3)
w(a) € Z* Va € A(D)
y € P!
z € P?

Die verbleibenden Nebenbedingungen (21.1)), (21.2)) und (21.3]) sind die gemeinsame Nebenbe-
dingungen der Variablen y, z,w von Modell Beide Polyeder P! und P? sind beschrinkt,

weswegen jeder Punkt iy € P! als Konvexkombination von Extrempunkten {p(f}qEQl von P!
und auch jeder Punkt z € P! als Konvexkombination von Extrempunkten {p4},cqo2 von P?
geschrieben werden kann. Dabei ist Q' die Indexmenge aller Extrempunkte des Polyeders P!
und Q? die entsprechende Indexmenge aller Extrempunkte des Polyeders P2. Es gilt damit

y= > MNpimit Xl € R firallei=1,...,Q' und > M\ =1
ieQ! ieQ?t

und

z= Y Aphmit Ny € R firallei=1,...,Q% und ¥ Aj=1
e i€Q?

Diese Darstellung der Variablen y und z setzen wir nun in das Modell [21] ein, um das Master-
problem des Column Generation Verfahrens zu erhalten. In Matrixschreibweise entspricht das
Modell [21| der folgenden Formulierung. Dabei ist Z die |A(D)| x |A(D)|-Einheitsmatrix.

Modell 22

max cy+ (e—c)fw

st. 2L <yl (22.1)
wl < yT (22.2)
wl < Mz2T (22.3)
+
wE Ziyp)
y e P!
z € P?
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6 Lésungsverfahren fiir das K-MKF-Problem

Wir ersetzen nun gf]

ergibt sich somit das folgende Masterproblem.

= ngz, 551 = ETpé und aé = anfZ fir g =1,...,Q" und i = 1,2. Es

Modell 23 (Masterproblem)

qeQ!
st > ai\i< Y agh; (23.1)
q€Q? q€Q!
w< Y agh, (23.2)
q€Q!
w< MY alX (23.3)
q€Q?
oA =1 (23.4)
qeQ!
doa=1 (23.5)
q€Q?
w € Zip)
X, € {01} VgeQ'i=1,2

Insgesamt wird genau ein Extrempunkt aus Polyeder P! und genau ein Extrempunkt aus
Polyeder P? in einer optimalen Losung enthalten sein. Da wir jedoch nicht alle moglichen Ex-
trempunkte betrachten wollen, um das Modell [20| zu 16sen, wenden wir das Prinzip der Column
Generation an. Dabei 16sen wir das Masterproblem [21] als beschranktes Masterproblem mit ei-
ner Teilmenge an moglichen Losungen. Die Indexmengen @1 und @2 beschreiben hierbei die
gewahlten Teilmengen der moglichen Losungen. Fiir die Initialisierung ist es wichtig, sinnvoll

gewahlte Teilmengen zu verwenden.
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6.2 Das Column Generation Verfahren

Modell 24 (Beschrianktes Masterproblem)

max Z cahg + ( (c—c)Tw

s.t. Z a Z agh, [71] (24.1)

€@’ Q'
lTw < Z agh, [72] (24.2)
1Tw< M Z ai\; [73] (24.3)
€Q’

Z Ap=1 [1] (24.4)
Z Al =1 [2] (24.5)

+
w e Z\A(Dn

A€ {0,1} VgeQ',i=1,2

Bei der Loésung von Modell werden die optimalen primalen Variablen A und @ sowie die
optimalen dualen Variablen 7 und 7 berechnet. Mithilfe der Dualvariablen lassen sich fiir das
Column Generation Verfahren nun die beiden Unterprobleme, die Pricingprobleme, definieren.

Dabei entsprechen die Vektoren ¢! = (ci,... ,c%1|)T und ¢? = (c3,..., CIS@2I)T den Zielfunkti-
onskosten der Variable y bezichungsweise z im Modell Das bedeutet, dass ¢! = ¢ ist und

c? = 0. Aulerdem sei 7 = (71,72, 73)7 und v = (v1,2)7.

Die Pricingprobleme als Unterprobleme des beschriankten Masterproblems zu den Variablen y
und z lauten folgendermaflen:

Modell 25 (Pricingproblem 1 zur Variable y)

max(c? — ANy — vy (25.1)
st. Y yla)— Y yla) =bv) Vv € V(D) (25.2)
a€dt(v) a€d~ (v)
y(a) € Z* Va € A(D) (25.3)
S| 1
a/l DY a|§1‘
mit Matrix Al = —a% —a|1@1‘
0o ... 0

und
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6 Lésungsverfahren fiir das K-MKF-Problem

Modell 26 (Pricingproblem 2 zur Variable z)

max(ct —7AH Tz — 1y (26.1)
st. > z(a) <K (26.2)
acA(D)
z(a) € {0,1} Va € A(D) (26.3)
ad ... a‘%Q‘
mit Matrix A% = 0 e 0
—Ma% ... —Mad%,
Q7]

Es ergibt sich damit das folgende Column Generation Verfahren.

Algorithmus 9 Column Generation

Initialisiere das beschriankte Masterproblem mit einer Teilmenge der moglichen Lésungen;

repeat

pLE)se das beschriankte Masterproblem optimal und erhalte die primal optimale Loésung

A A%*w und die dual optimalen Lésungen 7* und v* ;

for i =1,2 do

Lose das Pricingproblem i und erhalte die optimale Losung ¢*;

if ¢ > 0 then
Sei j € Q; mit ¢* = cé-;
Fiige (¢}, A%) sowie A} dem RMP hinzu;

end

end
until ¢ <0 firi=1,2;

Das Pricingproblem zur Variable y nach Modell 25| hat als Flussproblem immer eine ganzzahlige
Losung, da dieser Formulierung eine total unimodulare Matrix zugrunde liegt. Dies bedeutet
insbesondere, dass die untere Schranke zZ < z* < Z+ ¢'* + ¢?* keine Verbesserung gegeniiber der
Schranke der eigentlichen Formulierung liefert, siehe dazu Liibbecke und Desrosiers [I8]. Jedoch
existieren fiir dieses Problem polynomielle Algorithmen. Das bedeutet, dass das ganzzahlige
Problem trotz Ganzzahligkeit schnell zu l6sen ist, was ein Vorteil ist, da allgemein der
Aufwand ein solches ganzzahliges lineares Programm zu l6sen, sehr hoch sein kann. Mithilfe
von solchen kombinatorischen Algorithmen fiir das Losen des Flussproblems und insbesondere
der Schnelligkeit, die diese mit sich bringen, lasst sich der Nachteil, dass die Schranke nicht
verbessert wird, in diesem Fall aufwiegen.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit behandelte die Problemstellung der Terminvergabe im Krankenhaus, die unter
unsicheren klinischen Behandlungspfaden robust sein soll. Die erwiinschte Terminvergabe sollte
also unter allen moglichen Szenarien eine gute Losung bestimmen. Dazu haben wir eine Art
adaptives robustes Optimierungsmodell aufgestellt. Dieses Optimierungsmodell beinhaltetete
zweil Entscheidungsstufen, die Festlegung von Behandlungsreihenfolgen, ohne zu wissen, welche
Behandlungen sicher eintreten werden, und die eigentliche Terminvergabe im Max-Szenario-
Problem.

Das Max-Szenario-Problem des robusten Modells beinhaltete fiir eine gegebene Patientenreih-
enfolge die Suche nach dem schlechtesten Szenario, fiir dass der beste Zeitplan unter der Ziel-
funktion, dass die Endzeitpunkte der Behandlungen fiir alle Patienten in der Summe minimal
sind, berechnet werden konnte. Dies konnten wir als eine Art Flussproblem in azyklischen Di-
graphen interpretieren, in dem - je nach Betrachtung - die Kosten von Bogen oder Knoten
erhoht werden durften. Dieses Flussproblem bezeichneten wir als das Maximalkostenflusspro-
blem mit K variablen Kosten. Nachdem wir ein insgesamtes Losungsverfahren fiir die robuste
Terminvergabe im Krankenhaus unter unsicheren Behandlungspfaden betrachtet haben, unter-
suchten wir das Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten in allgemeinen azyklischen
Digraphen. Fiir Digraphen mit einer Senke konnten wir dabei polynomielle Algorithmen fin-
den. Fiir den allgemeinen Fall von azyklischen Digraphen mit mehreren Senken konnten wir ein
Optimalitatskriterium beweisen, aufgrund dessen wir vermuten, dass das Maximalkostenfluss-
problem mit K variablen Kosten insgesamt N P-vollstandig ist. AbschlieBend gaben wir noch
zwel exakte Losungsverfahren fiir das Losen des Maximalkostenflussproblems mit K variablen
Kosten an.

Wir haben uns in dieser Arbeit einen kleinen Spezialfall aller Unsicherheiten, die im Kran-
kenhaus auftreten kénnen, ausgewahlt und genauer untersucht. Im Krankenhauskontext sind
jedoch deutlich mehr Unsicherheiten denkbar, die aus Zeitgriinden nicht alle in dieser Mas-
terarbeit behandelt werden konnten. Die Untersuchungen dieser Arbeit beschrankten sich auf
unsichere Behandlungspfade, die auch aus graphentheoretischer Sicht Pfaden entsprachen. Fiir
viele medizinische Diagnosen entspricht die graphentheoretische Ansicht der klinischen Be-
handlungspfade jedoch Bdumen oder Graphen mit Kreisen, wenn eine Behandlung etwa wie-
derholt werden muss. Fir diese Félle ldsst sich die Problemstellung nicht ohne weiteres auf
eine Problemstellung des Job Shop Scheduling Problems und auf disjunktive Graphen iiber-
tragen, weswegen fiir eine Losung unter solchen Behandlungspfaden Anpassungen erforderlich

sind oder ein anderer Ansatz gewahlt werden muss.

Wir gehen in dieser Arbeit davon aus, dass alle Patienten zu Planungsbeginn und fir den
gesamten Planungszeitraum zur Verfiigung stehen. Auflerdem sind alle Patienten bekannt. In
realen Planungsproblemen des allgemeinen Krankenhausbereichs ist das eine eher unrealisti-
sche Annahme. Zum einen kénnen weitere Patienten wie Notfallpatienten plotzlich wiahrend
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7 Zusammenfassung und Ausblick

des Zeitraums in den Krankenh&usern erscheinen, die mit einer héheren Prioritédt als manche
der reguldren Patienten behandelt werden miissen. Zum anderen koénnen Patienten nicht wah-
rend des gesamten Planungszeitraums zur Verfiigung stehen. Dafiir miissen Releasezeitpunkte
und Deadlines in das Modell eingefiihrt werden. Dies macht die Modellierung allerdings auf-
wendiger.

Die Annahme, dass keine ungeplanten Patienten auftreten, lasst sich fiir Krankenhduser ohne
Notaufnahmen, wie private Kliniken oder Rehazentren oder fiir einzelne Stationen im Kran-
kenhaus realisieren. Ansonsten ist ein Zeitplan nicht mehr optimal einhaltbar, sobald neue
Patienten auftreten. Moglichkeiten, einen solchen Terminplan zu retten, wéren eingeplante
Leerlaufzeiten oder eine nachtrégliche Planédnderung. Auch kann man einen Terminplan noch
dndern, wenn nicht das schlechteste Szenario eingetreten ist, da der Zeitplan so verbessert wer-
den kann. Dies entspricht unserer zweiten Entscheidungsstufe und umfasst den Ansatz, dass
ein Plan nach Bekanntwerden eines Szenarios wiederherstellbar ist.

Weitere Unsicherheiten, die wir gar nicht bedacht haben, sind etwa stochastische Behandlungs-
dauern oder Maschinenausfille. Allgemein ist auch davon auszugehen, dass Unsicherheiten
nicht einzeln auftreten, sondern oftmals in Kombination. Die Modellierung wird somit sehr
vielfaltig und komplex.

In dieser Arbeit sind wir davon ausgegangen, dass maximal K Behandlungen zusétzlich eintre-
ten konnen, wobei K ein fest gegebener Wert war. Allgemein ist es wahrscheinlich, dass zum
Planungszeitpunkt nicht bekannt ist, wie viele und welche Behandlungen zuséatzlich eintreten
werden. Im schlimmsten Fall treten alle zusétzlichen Behandlungen auch tatséchlich ein. Auch
eine mogliche Variation der Problemstellung, dass nicht K beliebige Behandlungen zuséatzlich
eintreten werden, von denen jede gleich wahrscheinlich ist, sondern dass fiir die zusétzlichen
moglichen Behandlungen Wahrscheinlichkeiten bekannt sind, mit welcher diese dann eintreten
konnen, ist moglich. Gerade bei typischen Krankheitsverldufen treten sicherlich einige zuséatz-
liche Behandlungen héufiger auf als andere. Auf der Basis von Wahrscheinlichkeiten kénnen
ebenso die moglichen zusédtzlichen Behandlungen beschrieben werden, falls unklar ist, welche
Eintreten konnen.

Wir haben ein kompaktes Modell der robusten Terminvergabe im Krankenhaus gesehen,
was jedoch nicht linear war. In dieser Arbeit befassten wir uns ausschliellich mit linearen
Optimierungsmethoden oder graphentheoretischen Problemen. Man kann diese Modelle auch
mit quadratischen beziehungsweise konvexen Optimierungsmethoden lésen und so Vergleiche
zu den Ergebnissen dieser Arbeit ziehen.

Fir das Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten fiir allgemeine azyklische Digra-
phen mit mehreren Senken, losgelost vom Krankenhauskontext, waren zwei Kostenfunktionen
¢ und ¢ definiert. Eine weitere interessante Problemstellung wére die, dass die Kosten nicht
zwischen zwei dieser Werte variieren diirfen, sondern dass die Kosten beispielsweise in einem
Intervall liegen diirfen oder K Kosten einer einzelnen Kostenfunktion beliebig erhéht werden
diirfen.
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Die Losungsverfahren, die in dieser Arbeit in den Kapiteln [4 und [6] vorgestellt wurden, wurden
bislang noch nicht in der praktischen Durchfiihrung getestet. Mogliche interessante Vergleiche
wéaren hierbei zum Beispiel, wie sich die beiden Loésungsverfahren fiir das Maximalkosten-
flussproblem mit K variablen Kosten iiber die Trennungspunkte und das Column Generation
Verfahren im Vergleich zueinander und zu einer normalen Losung des Maximalkostenflusspro-
blems mit K variablen Kosten als ganzzahliges lineares Optimierungsproblem verhalten. Auch
das Gesamtverfahren zur Ermittlung eines robusten Terminplans im Krankenhaus aus Kapitel
[4 wurde bislang noch nicht implementiert und auf Praktikabilitdt getestet. Insbesondere der
Vergleich, wie viel Rechenzeitersparnis die Knotenabschneideregeln erbringen und ob ein an-
derer Suchbaum zu besseren Ergebnissen fithren kann, ist von Interesse. Auch wéren Verfahren
vorteilhaft, die bessere Schranken fiir Suchbaumknoten generieren kénnen.

Unklar ist auch noch die genaue Komplexitit des Maximalkostenflussproblems mit K variablen
Kosten in azyklischen Digraphen mit mehreren Senken. Da wir bislang nur vermuten, dass dies
NP-vollstandig ist, konnte hierzu der genaue N P-Vollstandigkeitsbeweis noch geliefert wer-
den oder ein polynomieller Algorithmus, der das Problem l6st. Ebenso kénnen noch weitere,
genauere Aussagen fiir das Maximalkostenflussproblem mit K variablen Kosten getroffen wer-
den.

Abschlielend lésst sich festhalten, dass wir in dieser Arbeit eine robuste Terminplanung im
Krankenhaus unter unsicheren Behandlungspfaden und dabei ein in der Literatur bisher unbe-
kanntes graphentheoretisches Problem untersucht haben. Im Umfeld dieser Problemstellungen
gibt es noch viele offene und noch nicht betrachtete Probleme, die vielfaltige Ansétze fiir zu-
kiinftige Arbeiten liefern.
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