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Die Mathematik
—Ntscheidungen

Mit Operations Research zu bestmdglichen Handlungsempfehlungen

Our world is full of decision and planning
situations of a combinatorial flavor. We

seek sequences in production planning,
configurations of machine setups, routes in
networks. Mathematical optimization helps
modeling such planning tasks and offers
algorithms for solving them in a provably best
possible way. When this technology is applied
in business and management contexts

to support decision makers, we speak

of operations research. It has countless
applications in production, logistics, mobility,
energy, health care, education, politics,
sports, and many more.
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Wahrend in der Politik noch um eine Reform
des Bundestagswahlrechts gerungen wird,
hat die Mathematik auf eine zentrale Frage
schon eine Antwort: Wie soll das Bundesge-
biet neu in Wahlkreise eingeteilt werden?

Das Gesetz sieht hier nur wenige Regeln

vor, etwa wie viele Wahlkreise es je Bundes-
land geben muss — deutschlandweit zurzeit
299 — oder dass die Wahlkreise in Bezug auf
die Bevolkerungszahl etwa gleich groB sein
sollen (im Mittel umfasst ein Wahlkreis fast
eine Viertelmillion Deutsche). Nach Méglich-
keit sollen bei der Umrandung von Wahlkrei-
sen bereits bestehende Verwaltungsgrenzen
verwendet werden. Auch muss ein Wahlkreis
ein zusammenhangendes Gebiet darstellen.
Fast alle Reformvorschléage sehen eine Verrin-
gerung der Anzahl der Wahlkreise vor. Dann
muss Deutschland neu eingeteilt werden.
Was bedeutet das? Jede Gemeinde, jeder
Stadtteil muss unter Einhaltung obiger Regeln
mit anderen Gemeinden zusammengefasst
werden. Es ist dabei Uberhaupt nicht klar, wo
die neuen Grenzen verlaufen werden, denn
es gibt sehr, sehr viele Mdglichkeiten, die weit
Uber zehntausend Gemeinden gesetzeskon-
form zu gruppieren. Dies ist ein typisches
kombinatorisches Problem. Zielt man geman
dem Prinzip ,eine Person, eine Stimme*
darauf ab, die Bevolkerung moglichst ausge-
glichen aufzuteilen, entsteht sogar ein kombi-

natorisches Optimierungsproblem: Bestimme
unter allen erlaubten Einteilungen eine, bei
der die Abweichung der Bevolkerungszahl

je Wahlkreis von der DurchschnittsgroBe am
kleinsten ist. Als zweites, laut Bundeswahllei-
ter gleichberechtigtes, Ziel maximiert man die
Verwendung bestehender Verwaltungsgren-
zen. Bild 3 zeigt, wie deutlich die Wahlkreis-
einteilung 2017 in Bezug auf diese beiden
Ziele verbesserbar gewesen ware.

Die Technologie, mit der man solche Ergeb-
nisse erzielen kann, heit mathematische
Optimierung. Sie erlaubt, den gesamten Ent-
scheidungsspielraum zu erfassen und bezlg-
lich einer Zielfunktion bestmogliche Lésungen
zu berechnen. ,Bestmdglich® hat Bedeutun-
gen wie am effizientesten, am schnellsten, am
familienfreundlichsten. In solchen Lésungen
werden sehr viele, voneinander abhangige
Einzelentscheidungen simultan zu einem Ge-
samtkunstwerk zusammengeftigt. Die Anzahl
der Kombinationsmdglichkeiten wachst ex-
ponentiell, man spricht von kombinatorischer
Explosion. Zwei Aspekte spielen bei deren
Beherrschung eine zentrale Rolle: Entschei-
dungsmodelle und Optimierungsalgorithmen.
Ein Entscheidungsmodell fangt ausnahmslos
alle Handlungsalternativen in einer Planungs-
aufgabe formal prazise ein. Es besteht aus
Variablen, die die einzelnen Entscheidungs-
bestandteile widerspiegeln und somit eine
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Bild 2: Operations Research unterstlitzt komplexe Planungen und Entscheidungen, wie hier die bestmdgliche Stapelung von
Containern, mit Hilfe mathematischer Modelle und Algorithmen. Die Technologie ist so flexibel und ausgereift, dass sie in prak-
tisch jeder Branche zum erfolgreichen Einsatz kommt.

Foto: Peter Winandy
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Bild 3: Auswertung der fur die Bundestagswahl 2017 geltenden Einteilung in 299 Wahlkreise (oben) und einer mathematisch
optimierten Einteilung (unten). Jeder Punkt entspricht einem Wahlkreis. Aufgetragen sind horizontal die Abweichungen vom
Bevdlkerungsdurchschnitt in Prozent (weiter links ist besser) und die Ubereinstimmung der Wahlkreisgrenzen mit bestehenden
Verwaltungsgrenzen in Prozent (weiter oben ist besser).
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Losung beschreiben, Restriktionen, die die
Struktur einer Lésung vorgeben, und einer
Zielfunktion, die die Qualitat einer Lésung
bewertet. Bei der Wahlkreiseinteilung gibt es
je eine Variable fur jede mdgliche Zuordnung
einer Gemeinde zu einem Wahlkreis. Diese
kann nur zwei Werte annehmen, 0 oder 1,
wobei 1 bedeutet, dass die Gemeinde dem
Wahlkreis zugehoren wird. Die Restriktionen
erzwingen, dass jede Gemeinde genau einem
Wabhlkreis zugeordnet wird, dass die gesetz-
lichen Toleranzgrenzen der Bevdlkerungsab-
weichung eingehalten werden, und dass die
entstehenden Gebiete jeweils zusammenhan-
gen. Alles dies I&sst sich durch lineare Unglei-
chungen beschreiben. Die Zielfunktion misst
zu gleichen Teilen die besagte Abweichung
der Wahlkreisgréen vom Durchschnitt und
die Ubereinstimmung der Wahlkreisgrenzen
mit bestehenden Verwaltungsgrenzen. Es
entsteht ein ganzzahliges Optimierungsmo-
dell. Diese Modelle sind auBergewdhnlich
allgemein und flexibel und in beinahe allen
kombinatorischen Optimierungssituationen
anwendbar.

Zur L6sung der ganzzahligen Optimierungs-
modelle gibt es einen sehr leistungsfahigen
Algorithmus, genannt Branch-and-Cut, der
fUr jedes derartige Modell funktioniert. Er be-
rechnet nicht nur eine optimale Lésung, also
eine bezUtglich der Zielfunktionen bestmdgli-
che Wahlkreiseinteilung, sondern liefert einen
Beweis, dass es nicht besser geht. Bricht
man den Algorithmus vorzeitig ab, erhalt man
neben einer Losung immer auch eine Schran-
ke, die angibt, wie weit die Losung hochstens
von einer Optimallésung entfernt ist. Diese
GUtegarantien sind ein Alleinstellungsmerk-
mal der mathematischen Optimierung.

Der Branch-and-Cut-Algorithmus ist im Laufe
von Jahrzehnten immer weiter entwickelt wor-
den. Theoretische Erkenntnisse aus der ma-
thematischen Forschung, auch aus Aachen,
bilden hier die Grundlage. Der Algorithmus
enummeriert nicht alle méglichen Lésungen
durch, das wurde viele Jahrhunderte dauern,
sondern kann geschickt ganze Klassen von
Losungen als nicht optimal ausschlieBen. Da-
durch ist er in der Praxis effizient. Tatsachlich
haben algorithmische Verbesserungen in den
letzten 25 Jahren eine Beschleunigung um ei-
nen Faktor von gut 2.000.000 bewirkt. Hinzu
kommt in diesem Zeitraum die Beschleuni-
gung handelsublicher PCs um einen weiteren
Faktor von etwa 2.000. Plakativ bedeutet
dies, dass eine Optimierungsrechnung, die
vor 25 Jahren noch ein Menschenleben

lang gedauert hatte, heute in einer Sekun-
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Bild 4: Arten der Datenanalyse. Mit wachsendem analytischem Reifegrad wéchst in Unternehmen das Potenzial fir Wertschdpfungen aus Daten. Dieser Artikel behandelt die dritte Stufe, die

praskriptive Analyse.

de optimal I6sbar ist. Diese Technologie in
kombinatorischen Entscheidungssituationen
also nicht auszuprobieren ist daher schwer
begrindbar. Und erweisen sich Rechenzeiten
doch als inakzeptabel lang, hilft die Theorie
durch Umformulierungen der Modelle und
Spezialisierungen der Algorithmen.

Die Vorteile einer mathematisch erzeugten
Wahlkreiseinteilung liegen auf der Hand: Aus-
schlieBlich die gesetzlichen Vorgaben finden
Anwendung, nur die angegebenen Ziele wer-
den verfolgt. Wenn man von der Korrektheit
der Modellierung und der Algorithmen Uber-
zeugt ist, und das durfen wir hier unterstellen,
schafft dieses Vorgehen groB3e Transparenz.
Die Flexibilitat der Modelle erlaubt es, weitere
Nebenbedingungen schnell einzuarbeiten.
Verandert sich die Datengrundlage, und

das tut sie durch demographische Entwick-
lung standig, rechnet man einfach neu. Die
Abstraktheit der Mathematik erweist sich als
weitere Starke. Kann man Wahlkreise optimal
einteilen, so kann man das auch mit anderen
Gebieten, etwa Tarifzonen, Briefzustellbe-
zirken oder Vertriebsbereichen.

In der Wertschdpfungskette von Daten kennt
man mindestens drei Reifestufen der Analyse,
siehe Bild 4. Die deskriptive Analyse spiegelt
den Status quo wider: Was passiert gerade?
Der Bereich des maschinellen Lernens mit
seiner Muster- und Anomalieerkennung

fallt vor allem in die pradiktive Analyse: Was
passiert, wenn sich die Trends in den Daten
fortsetzen? Eine konkrete Handlungsempfeh-
lung findet erst auf der dritten Stufe statt, der
praskriptiven Analyse: Was soll passieren, um

auf Basis der Daten bestmogliche Ergebnisse
zu erzielen? Diese Kdnigsdisziplin der Ent-
scheidungen ist die Doméane des Operations
Research. Am Lehrstuhl fir Operations Re-
search werden Entscheidungen in Produkti-
on, Logistik, Mobilitat, Bildung, Gesundheit,
Energie, Politik und Sport unterstutzt. Der
internationale Stand in Forschung und Ent-
wicklung von allgemeinen Optimierungsalgo-
rithmen fUr extrem groBe Entscheidungsmo-
delle wird hier maBgeblich getrieben. Zwei
Beispiele sollen die Vielfalt verdeutlichen.

Der universitatsweite Stundenplan der RWTH
wird jedes Semester mit Hilfe der mathema-
tischen Optimierung geplant. Jede regel-
maBige Veranstaltung bendtigt einen Raum
und eine wdchentliche Zeit. Die Verzahntheit
interdisziplindrer Studiengange, unterschied-
liche Anforderungen der Fakultaten und
Fachgruppen und eingeschrankte Verflugbar-
keiten der Dozierenden sind groBe Heraus-
forderungen. Das Veranstaltungsangebot ist
so reichhaltig, dass Uberschneidungen etwa
in Wahlpflichtbereichen unvermeidbar sind,
wohl aber mit mathematischer Optimierung
minimiert werden kdnnen. Ganz nebenbei
lassen sich so Szenarien durchspielen wie
die Renovierung zentraler Hérsaalgebaude
oder die EinfGhrung neuer Studiengange. Das
Projekt ,carpe diem!* hat Vorbildcharakter fur
andere Universitaten.

Ein aktuelles Forschungsprojekt befasst sich
mit dem Lastmanagement energieintensiver
Industrien. Insbesondere der wachsende
Anteil erneuerbarer Energien am Strommix
verursacht gréBere Schwankungen im An-

gebot, die auch auf der Nachfrageseite aus-
geglichen werden kénnen. So kann man die
Produktion in Zeiten gréBeren Stromange-
bots verlegen und in Zeiten der Knappheit
zurtickfahren. FUr Unternehmen stellt sich
die Frage, ob sich diese Flexibilitat rechnet.
Tatsachlich handelt es sich auch hier um ein
kombinatorisches Optimierungsproblem, bei
dem die Produktion auf Basis tats&achlicher
und prognostizierter Strompreise viertelstun-
dengenau gesteuert wird. Das Projekt wird
gemeinsam mit dem E.ON Energy Research
Center der RWTH und dem Spin-off gapzero
mathematical decision support durchgefuhrt.
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