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Einleitung

Diese Arbeit befasst sich mit einem diskreten Optimierungsproblem, namlich mit der Suche nach
einer kostenminimalen Uberdeckung eines ebenen Graphen. Entstehen die Kosten der Uberde-
ckung als Summe von Gewichten von Kanten, so sind diese Fragestellungen schon gut untersucht.
Das neue hier besteht darin, das die Kosten nicht als Summe von Kantengewichten entstehen,
sondern mit Winkeln zwischen Kanten zusammenhéngen. Es wird also angenommen, dass es
gerade Verbindungen zwischen den Knoten in der Ebene gibt und man fragt sich nun, wie man
die Winkel zwischen ihnen beziehungsweise die Anzahl der Knicke unter einer vorgegebenen
Fragestellung minimieren kann.

Eine klassische Fragestellung ist das Problem des Handlungsreisenden, dies ist eines der weni-
gen Probleme, die unter dem Gesichtspunkt der Winkelkosten schon als schwer bekannt sind. Ein
anderes als schwer bekanntes Problem ist die Suche nach nicht nur einer Tour wie beim Problem
des Handlungsreisenden, sondern nach einer beliebigen Anzahl von Touren, deren Gesamtge-
wicht minimiert werden soll. In einigen ebenen Problemen ist also die Schwere des Problems
bekannt.

Dieses Problem findet in der Richtung Anwendung, wenn man sich Roboter dabei vorstellt, wie
sie sehr schnell polygonale Strecken abfahren. Bei einem Richtungswechsel miissen sie jedoch als
Preis dafiir einen langwierigen Brems- und Beschleunigungsvorgang in Kauf nehmen. In dieser
Problemumgebung werden die Kosten durch die Bremsvorginge dominiert. Bei Problemen mit
Winkelkosten kdnnte man sich auch vorstellen, dass zum Beispiel Drehvorgange im Vergleich zu
anderen Zeitverzogerungen den Gesamtzeitverbrauch bestimmen. Eine weitere, nicht so offen-
sichtliche Anwendung tritt auf, wenn man Lichtwellenleiter betrachtet. So ist die Lichtgeschwin-
digkeit sehr hoch - Verzogerungen bei der Dateniibertragung entstehen vor allem dann, wenn
ein Signal von einer Frequenz auf eine andere umgewandelt werden muss.

Eine interessante Fragestellung ergibt sich, wenn die zugrundeliegenden Graphen Gitter sind
und man sich nur innerhalb dieser Gitter bewegen darf. Fiir solche Probleme ist fiir Kreistiber-
deckungen wenig bekannt, es gibt lediglich einen Approximationsalgorithmus konstanter Giite.
Insbesondere kennt man viele offene Fragen im Zusammenhang mit der Komplexitat dieser Pro-
bleme. Auf Probleme im Gitter wird in der Arbeit ein besonderes Augenmerk gelegt.

Ein Mittel, das bisher bei der Analyse dieser Probleme wenig zum Einsatz kam, ist das Hilfs-
mittel der Programmierungstechniken. So wird man sehen, dass sich die klassifizierten Probleme
allesamt zumindest approximativ als ganzzahlige Programme darstellen lassen und auf diese Wei-
se durchaus Optimallosungen gefunden werden konnen oder bei grofleren Instanzen wenigstens
Losungen, deren Zielfunktionswert im Vergleich mit unteren Schranken eine Giitegarantie lie-
fert.

Die Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Im ersten Teil werden die Probleme mit Abbiegekosten
einer Klassifikation unterworfen, in die sich die meisten der damit zusammenhéngenden Resul-
tate einordnen lassen. Im zweiten Teil werden eigene theoretische Untersuchungen angestellt, die
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teilweise zu Ergebnissen fithren. Schliefllich werden im letzten Teil einige Heuristiken vorgestellt
und Bilder von Losungen gezeigt.
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1 Grundlagen

1.1 Definitionen

In diesem Abschnitt werden die benutzten Definitionen aus der Graphentheorie fixiert. Diese sind
grundlegend fiir die ganze Arbeit.

Ein Paar G = (V,E) von endlichen Mengen V,E mit E C V? und E N {(vi{,vi)|vi € V} = 0
heif3t ein einfacher Digraph (auf V). Wenn fiir G die Eigenschaft gilt, dass aus (u,v) € E stets
(v,u) € E folgt, so heift G ein ungerichteter, einfacher Digraph oder einfach ein Graph. Al-
le vorkommenden Graphen werden stets als ungerichtet und einfach angenommen, wenn nicht
ausdriicklich etwas anderes spezifiziert wird.

Die Elemente von V werden Knoten, die von E Kanten genannt. Fiir die Kante e = (u,v)
heiflt u der Anfangsknoten und v der Endknoten. Man setzt n := |[V| und m := |E|. Kanten und
Knoten werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet, wahrend Grof3buchstaben Mengen bedeuten
sollen.

G’ = (V/,E’) heifdt ein Subgraph von G = (V, E), falls G’ ein Graph ist, V/ C V,E’ C E. Man
schreibt auch kurz: G’ C G und meint, dass G’ ein Subgraph von G ist. Der Subgraph G’ heift
induziert, wenn E/ = EN (V)2 in Worten G’ also alle Kanten von G enthilt, von welchen beide
Endpunkte in V’ existieren.

Ein Knoten v heif$t mit einer Kante e = (wy,w;) inzident, falls v = w; oder v = w;. Die
beiden Knoten, aus denen eine Kante besteht, heif3en deren Endpunkte. Zwei Knoten u,v € V
heiflen adjazent, falls (u,v) € E oder (v,u) € E. Die Menge der zu v € V adjazenten Knoten
heifdt die Nachbarschaft von v. Die Anzahl der zu einem Knoten v € V adjazenten Kanten heif3t
der Grad von v. Die Menge der zu einem Knoten adjazenten Kanten wird mit 6(v) bezeichnet.

Ein Weg in G ist ein Tupel (vo, Vi, ..., Vi) mit (vj>»vj41) € EYj € {0,...,k — 1}. Der Weg
beginnt bei vy und endet bei vi. Ein Weg ldsst sich auch als Abfolge seiner Kanten darstellen:
(eo,...,ex—_1), wobei der Endknoten einer Kante stets mit dem Anfangsknoten der darauffolgen-
den Kante iibereinstimmen muss. Weiterhin kann ein Weg durch eine Knoten-Kanten-Abfolge
(vo, €0, V1, €1, . .., €k—1, Vi ) repréasentiert werden. Alle diese Darstellungsmoglichkeiten werden je
nach Praktikabilitit benutzt, ohne darauf im Einzelnen hinzuweisen. Ein Weg heift elementar,
wenn je zwei seiner Knoten verschieden sind.

Ein Kreis in G ist ein Weg, dessen Anfangspunkt gleich seinem Endpunkt ist. Sei der Kreis C
durch (vo, ..., Vi) beschrieben. Dann heifit C elementar, wenn vy, ..., vi_; ein elementarer Weg
ist. Die Lange eines Weges ist die Anzahl seiner Kanten. Ein Weg heifit gerade, wenn seine Linge
gerade ist, sonst ungerade.

Ein Graph G = (V, E) heiflt zusammenhingend, falls es fiir jedes Paar von Knoten (u,v) € E?
einen Weg gibt, der bei u beginnt und bei v endet. Er heif3t bipartit, falls V = Viw V5, EN V1)? =
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) = E N (V2)% Vi und V;, heiflen Partitionen. Der Graph ist also bipartit, falls alle Kanten ihre
Endpunkte in verschiedenen Partitionen haben.

Ein Graph, der keine Kreise der Lange 3 oder grofier enthilt, heif3t kreisfrei. Ein Graph G =
(V,E) heifit ein Baum, wenn er zusammenhéngend und kreisfrei ist. Ein Subgraph G’ heif3t
Baum, wenn er, als eigenstandiger Graph betrachtet, ein Baum ist. Ist seine Knotenmenge gleich
der Knotenmenge von G, heifit er (auf-)spannend.

Der Komplementirgraph G zum Graphen G hat die gleiche Knotenmenge wie G. In G sind
zwei Knoten henau dann durch eine Kante verbunden, wenn sie in G nicht durch eine Kante
verbunden sind.

Der Linegraph oder Liniengraph zum Graphen G hat als Knotenmenge die Kantenmenge von
G. Im Liniengraphen sind zwei Knoten durch eine Kante verbunden, wenn die entsprechenden
Kanten in G inzident sind. Eine Menge M C V eines Graphen G = (V,E) heif3t stabil oder
unabhingig, falls der von M induzierte Subgraph keine Kanten enthalt.

Als K, wird der Graph auf n Knoten bezeichnet, in dem je zwei Knoten durch eine Kante
verbunden sind.

Ein Vertex Cover in einem Graphen G ist eine Teilmenge V' der Knotenmenge mit der Eigen-
schaft, dass jede Kante zu mindestens einem Knoten aus V' adjazent ist. Ein Matching ist eine
Teilmenge E’ der Kantenmenge mit der Eigenschaft, dass jeder Knoten in V zu hochstens einer
der Kanten aus E’ adjazent ist. Ein 2-Matching ist ein Inzidenzvektor x, so dass fiir jeden Knoten
V2 pesyXp = 2gilt. )

Diese Arbeit beschaftigt sich mit Uberdeckungsproblemen geometrischer Natur. Daher wer-
den viele Graphen mit geometrischen Objekten in Verbindung stehen. Zu diesem Zweck werden
folgende Definitionen eingefiihrt:

Ein Graph G = (V, E) heif}t straight-line oder SLG, wenn v € R? fiir allev € V und wenn die
Kanten lineare Verbindungsstiicke der Knoten sind.

Da es nur dann Sinn ergibt, von Winkeln zwischen Kanten zu sprechen, wenn der geometrische
Ort der Kanten und Knoten feststeht, werden die zu iiberdeckenden Knoten stets als Elemente
des R? angenommen (bzw. als Elemente des Q? aus Kodierbarkeitsgriinden).

Die euklidische Norm im R? wird mit | - | bezeichnet, ohne erneut darauf hinzuweisen.

Durch zwei zum selben Knoten inzidente Kanten wird ein Abbiegewinkel definiert. Dieser ist
der Winkel zwischen der Verldngerung einer der Kanten und der anderen Kante. In Abbildung 1.1
ist der Abbiegewinkel zwischen der Kante L; und L, also der Winkel «. Wie man direkt sieht, ist
der Abbiegewinkel symmetrisch, hdangt also nicht davon ab, ob man von L; auf L, oder umgekehrt
knickt.

1.2 Gitter

Gitter spielen eine wichtige Rolle in vielen Teilen der Mathematik, zum Beispiel in der Codierungs-
theorie, Kryptographie und Algebra. Fiir unsere Betrachtungen interessiert speziell das ganzzahlige
Gitter im R2.

Ein Unit-Distance-Graph in der euklidischen Ebene ist eine endliche Menge von Punkten
V C R? mit der Kantenmenge
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L,

Abbildung 1.1: Abbiegewinkel

E= {(vl,vz) e V2| v — vyl = 1}. (11)
Haben dabei alle Punkte aus V ganzzahlige Koordinaten, so heifit G ein Gitter.
Lemma 1.1. Gitter sind bipartite Graphen.

Beweis. Fiir ein Gitter G = (V, E) definiere V; :={(x,y) € V|(x +y) gerade} und V; := V\ ;.
Dann verlaufen alle Kanten zwischen V; und V. O

Mit
Lemma 1.2. [Die05] Ein Graph ist bipartit genau dann, wenn er keine ungeraden Kreise enthilt.
erhélt man als Korollar:

Korollar 1.3. In Gittern sind alle Kreise gerade.

1.3 Komplexitat

In diesem Abschnitt wird eine knappe Einfiihrung in die benutzten Definitionen aus der Komplexi-
titstheorie gegeben. Dabei soll der Begriff des Algorithmus geniigen, eine weitere Prizisierung durch
den Begriff der Turing-Maschine ist fiir diese Arbeit nicht erforderlich.

Im Rahmen der Komplexitatstheorie wird versucht, auf Computern 16sbare Probleme anhand
ihrer Komplexitit zu klassifizieren, d.h., welche Anzahl von Berechnungsschritten (bzw. welche
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»Groflenordnung®) ein Algorithmus mindestens durchfiihrt, der alle Instanzen eines Problems
zu l6sen vermag. Dabei wird eine Vielzahl von Komplexititsklassen definiert und es werden ihre
Beziehungen zueinander untersucht (vgl. z. B. [Pap95]).

Die Anzahl der durchgefiihrten Schritte eines Algorithmus fiir die Losung eines Problems wird
als seine Laufzeit bezeichnet. Die Eingabegrofie oder Kodierungslinge einer Instanz ist die Lan-
ge eines Strings, der die Instanz in einer vorgegebenen Kodierung beschreibt (das dabei benutzte
Kodierungsverfahren gehort zur Spezifikation des Problems). Hier wird stets bindre Codierung
angenommen und fiir Knoten und Kanten eine Kodierungslange von 1.

Eine der dabei wichtigsten Unterscheidungen ist die Unterscheidung zwischen den Klassen P
(polynomial) und NP (fiir: nichtdeterministisch polynomial). Wihrend die Probleme aus der
ersten Klasse in Laufzeiten polynomial in der Eingabegrofle der Instanz gelost werden konnen,
ist das fiir die Probleme aus letzerer Klasse im Allgemeinen unklar. Diese Frage gehort zu den
wichtigsten offenen Fragen der Mathematik (vgl. [Co003]).

Zu den Problemen der ersten Klasse gehoren beispielsweise die Sortierung von Zahlen oder die
Suche eines kiirzesten Weges in einem Graphen mit nichtnegativen Kantengewichten. Die Suche
nach einer kiirzesten Rundreise gehort beispielsweise zur zweiten Klasse.

Die folgenden Definitionen werden mit Hilfe des Begriffs des Algorithmus gegeben, also einer
endlichen Folge von Operationen, die durch ein Turing-vollstindiges Berechnungssystem aus-
gefithrt werden kénnen. Die genaue Laufzeit eines Algorithmus hingt von dem konkret betrach-
teten Rechnermodell ab. Wir werden fiir alle arithmetischen Operationen ein Unit-Cost-Model
annehmen. Dieses kann in Polynomialzeit durch Turing-Maschinen simuliert werden, sofern die
Kodierungslinge der berechneten Zahlen polynomial in der Eingabeldnge bleibt. Dies wird hier
aber stets der Fall sein.

In der Formalisierung der erwihnten Fragen werden sogenannte Entscheidungsprobleme be-
trachtet, die als Antwort ein ,,Ja“ oder ein ,,Nein“ erfordern. Eine Sprache L ist eine (nicht not-
wendig echte) Teilmenge der Menge aller endlichen Zeichenketten, die nur aus 0 und 1 bestehen.
Die Menge aller dieser Zeichenketten wird mit {0, 1}* bezeichnet. Eine Sprache heif$t polynomial
entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der bei jeder Eingabe nach endlich vielen Schrit-
ten stoppt und fiir x € L eine 1, fiir x ¢ L eine 0 zuriickgibt.

Ein Entscheidungsproblem ist ein Paar D = (X,Y), wobei X C {0,1}* eine polynomial ent-
scheidbare Sprache und Y C X ist. Die Elemente von Y heiflen Ja-Instanzen, die von X \ Y hei-
flen Nein-Instanzen. Ein Algorithmus fiir ein Entscheidungsproblem berechnet die Funktion
f: X —={0,1} mit f(x) =1fiirx € Yund f(x) =0 farx € X\ Y.

Die Menge aller Entscheidungsprobleme, fiir die ein in der Laufzeit in der Kodierungslange der
Eingabe polynomial beschrinkter Algorithmus existiert, wird mit 7P bezeichnet. Die Menge aller
Entscheidungsprobleme L, fiir die eine polynomial entscheidbare Relation R C {0,1}* x {0,1}*
existiert, so dass L = {x|(x,y) € R fiir ein y}, so dass fiir (x,y) € R stets [y| < |x|* fiir ein k > 1
gilt, wird mit /P bezeichnet (dies sind also die ,,leichten” Probleme). Man kann also sagen, dass
die Probleme in NP dadurch charakterisiert sind, dass es fiir sie ein polynomial beschrinktes
»Zertifikat® gibt, das die Zugehorigkeit beweist. Uber die Laufzeit zum Finden dieses Zertifikats
wird keine Annahme gemacht.

Die Probleme in P sind in Polynomialzeit l6sbar und bei den Problemen in NP gibt es ein in
Polynomialzeit Giberpriifbares Zertifikat der Richtigkeit der Antwort. Es folgt sofort P C NP.

Um die Polynomialitdt der Laufzeit eines Algorithmus leichter entscheiden zu konnen, wird
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der Begriff der Reduzierbarkeit eingefiihrt. Die Idee dabei ist, dass man eine Instanz eines Pro-
blems auf eine Instanz eines anderen Problems tiberfithrt, das man schon in Polynomialzeit 16-
sen kann und durch die Riicktransformation eine polynomialzeitliche Lésung des urspriinglichen
Problems erhalt.

Ein Entscheidungsproblem P; heifdt auf das Entscheidungsproblem P, polynomial reduzier-
bar, wenn es eine Abbildung f gibt, die jede Instanz von P; auf eine Instanz von P, abbildet, so
dass die Instanz von P, in Zeit polynomial in der Kodierungslédnge der Instanz von P; konstruiert
werden kann und die Instanz von P; genau dann eine Ja-Instanz ist, wenn f(P;) eine Ja-Instanz
ist.

Ein Entscheidungsproblem D € NP heifit N'P-vollstindig, wenn jedes Problem in AP po-
lynomial auf D reduziert werden kann.

A priori ist die Existenz von solchen Problemen nicht klar. Es gilt aber:

Theorem 1.4. [Coo71] SATISIFIABILITY ist N'P-vollstindig.

Problem 1 (Satisfiability Problem).

Instanz:  Menge {xy,...,xn} von Variablen
endliche Menge von Klauseln, diese bestehend aus endlich vielen
Literalen (x; oder X3 (,,nicht x;“))

Gesucht:  Belegung der Variablen mit booleschen Wahrheitswerten, so dass in
jeder Klausel mindestens ein Literal erfiillt wird

Ein Zertifikat fiir SATISFIABILITY wire beispielsweise eine Zuordnung von Variablen zu Wahr-
heitswerten. Die Erfiillung der Instanz durch die durch das Zertifikat gegebene Belegung kann
dann leicht in Polynomialzeit iberpriift werden.

1.4 Uberdeckungsprobleme

In der Arbeit werden vor allem Uberdeckungsprobleme betrachtet. Diese werden nun definiert. An-
wendung in der Praxis finden diese vor allem als Teilprobleme bei Verfahren zur Losung anderer
Probleme wie z.B. bei der Suche nach kiirzesten Rundwegen.

Eine Kreisiiberdeckung oder Cycle-Cover eines Graphen G = (V, E) ist eine Familie von Krei-
sen (Cy, ..., Cx)ken mit der Eigenschaft, dass jeder Knoten v € V in einem der Kreise enthalten
ist. Eine Kreispartitionierung oder Cycle-Partition ist eine Familie von (notwendigerweise ele-
mentaren) Kreisen (Cy,.. ., Cy)ken, so dass jeder Knoten v € V in genau einem der Kreise genau
einmal enthalten ist. Um diese Probleme soll es in der Arbeit vor allem gehen. Weitere bekannte
Uberdeckungs- bzw. Partitionierungsprobleme umfassen:

o das Hamiltonkreisproblem: Suche einen elementaren Kreis mit n Kanten in einem Gra-
phen G mit n Knoten. Existiert ein solcher Kreis in G, heif3t G hamiltonsch.

« das Hamiltonpfadproblem: Suche einen elementaren Pfad der Linge n — 1.
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« das Eulertourproblem: Suche einen Kreis, der jede Kante genau einmal benutzt.

« das Chinese-Postman-Problem: Suche einen kiirzesten Kreis, der jede Kante mindestens
einmal benutzt.

Wihrend die ersten beiden Probleme zur Kategorie der N"P-vollstindigen Probleme gehéren,
sind die letzten beiden Probleme in Polynomialzeit 16sbar, wenn die Kosten der gesuchten Objekte
wie iiblich als Summe der Kosten der benutzten Kanten entstehen.

Ein viel beachtetes Uberdeckungsproblem ist die Suche nach einem kiirzesten Hamiltonkreis,
auch als das Traveling-Salesman-Problem bekannt:

Problem 2 (Traveling-Salesman-Problem).

Instanz:  Graph G = ({vp,...,vn—1}, E), Kostenc: E — Q
Gesucht: Permutation 7t € X, so dass
e = (Vﬂ(i),vn((iJ’,l) mod n)) € Efirallei€{0,...,n—1}

n—1
Zielfunktion: —min f(x) = Z clei)
i=0

Anwendungen fiir das TSP finden sich beispielsweise in der Reihenfolgeplanung beim Bohren
von Leiterplatten.

1.5 Klassifizierung

Diese Arbeit beschdftigt sich mit Uberdeckungsproblemen, die die Besonderheit aufweisen, dass die
Kosten der Losungen mit Winkeln zwischen den benutzten Kanten zusammenhdngen. Einige dieser
Probleme wurden bereits (unabhdngig voneinander) untersucht. Es wird hier eine Klassifizierung
und Einordnung der bereits bestehenden Resultate vorgestellt.

Es wird hierzu von einer endlichen Menge von Punkten V' C RR? ausgegangen. Bei einigen
der betrachteten Probleme diirfen Knoten nicht direkt nacheinander iiberdeckt werden. Diese
Eigenschaft ldsst sich sich durch einen Graphen G = (V, E) beschreiben: zwei Knoten sind mit
einer Kante verbunden, wenn sie nicht direkt nacheinander iiberdeckt werden diirfen. Dieser
Graph wird als Konfliktgraph bezeichnet. Er ist das Komplement des Kompatibilititsgraphen
G: zwei Knoten sind durch eine Kante verbunden, wenn sie konsekutiv iiberdeckt werden diirfen.

Die untersuchten Probleme unterscheiden sich dabei hinsichtlich der gemachten Einschran-
kungen, der Art der gesuchten Objekte sowie der Zielfunktion. Gemeinsam ist ihnen, dass das
Ziel stets heif3t, die Menge V auf die eine oder andere Art und Weise zu iiberdecken.

Zunichst wird bei den Problemen nach der Struktur des gesuchten Objekts unterschieden.
Ublich sind Familien von Kreisen (K) oder auch ein Spannpfad (S), der ohne weitere Einschrin-
kungen zunéchst Kanten und Knoten doppelt besuchen darf. Weiterhin besteht die Moglichkeit,
einen Spannkreis (H) zu suchen, also einen Kreis, der alle Knoten mindestens einmal besucht .

Im vorhandenen Kontext hat die Zielfunktion meist mit Knicken zu tun, sei es der Winkel
eines Knicks oder nur die Anzahl. Auch hier ergeben sich verschiedene Fille in Abhangigkeit
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davon, wo diese Knicke geschehen diirfen. Es wurden die Problemvarianten untersucht, bei denen
Knicke nur in V sein diirfen (N), Knicke an beliebigen Knickorten auch auflerhalb der Knoten
(B) oder auch an beliebigen Knickorten mit ausschliefllich achsenparallelen Kanten (A). Letztere
Problemvariante fithrt dazu, dass man in den meisten Fillen ohne Einschrinkung annehmen
kann, dass die Knickorte aus X x Y stammen, wenn X die Menge der x-Koordinaten der Knoten
und Y die Menge der y—Koordinaten der Knoten bezeichnet.

Eine weitere Unterscheidung betriftt die Art der Uberdeckung. Es wird danach unterschieden,
ob jeder Knoten genau einmal tiberdeckt werden muss (P) oder jeder Knoten mindestens ein-
mal tiberdeckt werden muss (C). Bei P kann es in einigen Problemen trotzdem auftreten, dass
ein Knoten mehr als einmal tiberdeckt wird, ndmlich wenn zwei Knoten durch eine Kante ver-
bunden werden und aufgrund der geometrischen Orte der Punkte ein weiterer Knoten auf dieser
Kante liegt. Dies wird dann nicht als weitere Uberdeckung des Knotens angesehen. Eine solche
Uberdeckung wird auch als Uberdeckung durch eine ,,lange Kante* bezeichnet.

Die letzte Unterscheidung betriftt die Art der Zielfunktion. Es werden stets knickbasierte Pro-
bleme betrachtet, einmal interessiert nur die Anzahl der Knicke (L). Das wird auch als link di-
stance bezeichnet. Im anderen Fall verursachen die Knicke Kosten, die mit dem Knickwinkel
zusammenhangen (W). Dieser Fall wird als angle cost bezeichnet.

Bei Problemen mit der Einschrankung P kann nur dann von einem Knoten v auf einen Knoten
w und von dort aus wieder zuriick zu v geknickt werden, falls dieser Kreis Lange 2 hat. Dieser Fall
soll ausgeschlossen sein. Daher werden wir bei P zusitzlich fordern, dass Kreise stets mindestens
Léange 3 haben.

Es wird nun eine Tabelle angegeben, die angibt, welche Arbeiten sich bereits mit Problemen
befasst haben, die sich durch obige Klassifizierung beschreiben lassen, oder sich zumindest mit
Problemen befasst haben, die den obigen sehr dhnlich sind.

PL PW CL CW
KN [ABD*05] [AKMS97]
KB
KA
SN
SB  [KKMO94]
SA  [KKM94][BBD*08]
HN [AMP03] [AKMS97]
HB [SW00]
HA [SW00]

Man konnte auf die Idee kommen, dass bei achsenparallelen Partitionsproblemen, bei denen
U-Turns verboten sind, stets nur 0° oder 90°-Knicke auftreten und die Winkelkosten daher bis
auf einen konstanten Faktor mit den Knickkosten tibereinstimmen. Das ist so aber nicht korrekt,
wenn man Uberdeckungen durch lange Kanten zuldsst. Liegen dann nidmlich drei Knoten auf
einer Geraden, kann von den mittleren auf einen der dufleren und danach zuriick auf den anderen
dufleren geknickt werden, aber nicht zum letzten Knoten, sondern zum vorletzten. Selbst beim
Verbot von langen Kanten besteht diese Moglichkeit, denn in einigen Fillen muss der erste der
beschriebenen Knicke nicht zwangslaufig in einem Knoten erfolgt sein.
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Nun werden die in den referenzierten Arbeiten bereits erzielten Resultate niher beleuchtet.
Zunachst wird folgendes Resultate festgehalten:

Theorem 1.5. [IPS82] Das Hamilton-Tour- und das (s-t)-Hamilton-Pfad-Problem in Gittergra-
phen sind N'P—vollstindig.

Daraus folgt bereits, dass obige Probleme mit der Kombination PS und PH (also Partitionie-
rungsprobleme mit Suche nach Spannpfad oder Spannkreis) fiir die Klassen von Kompatibilitits-
graphen N'P-schwer sind, fiir die das Hamilton-Pfad-Problem schwer ist (z.b. Gitter), da bereits
die Entscheidung tiber die Existenz einer zuldssigen Losung schwer ist.

Nach Theorem 1.5 ist auch das TSP auf Gittern N"P—vollstdndig (man kann zur Reduktion alle
Kantengewichte auf —1 setzen). Offen ist die Frage nach der Komplexitit des Traveling-Salesman-
Problems auf soliden Gittern, wie sie in [LU97] betrachtet wurden. Diese sind definiert als Git-
ter, deren Rand eine zusammenhingende Menge im R? bildet (im Sinne der Analysis). Auf diesen
Graphen ist das Hamilton-Tour-Problem in Polynomialzeit 16sbar. Die eben getroffene Komplexi-
tatsaussage gilt fiir diese also nicht. Insbesondere sind diese Graphen als Kompatibilitdtsgraphen
also Kandidaten fiir moglicherweise polynomiale Spezialfalle der obigen Probleme.

1.5.1 Probleme mit Winkelkosten

Minimum Angle NodeTurn Cycle-Cover [KNCW]

Das Minimum-Angle Covering-Tour Problem wird in [AKMS97] betrachtet. Dort wird es als
“Angular-Metric Cycle-Cover Problem” bezeichnet. Es wird dort zusammen mit mit dem Pro-
blem HNCW analysiert und es wird durch eine Reduktion von ONE-IN-THREE-3SAT gezeigt,
dass KNCW N P-vollstindig ist. Es folgt eine Skizze dieser Reduktion.

Problem 3 (ONE-IN-THREE 3SAT).

Instanz:  eine endliche Menge von Klauseln mit jeweils genau drei Literalen

Gesucht:  eine Belegung der Variablen mit booleschen Wahrheitswerten, so
dass in jeder Klausel genau ein Literal wahr ist

Fiir die Reduktion wird ein gitterformiger Graph konstruiert. Jeder Variablen werden drei Zei-
len, jeder Klausel drei Spalten zugeordnet. Die ersten beiden Variablenzeilen werden als TRUE
und FALSE interpretiert: Diese bestimmen also die Belegung. An den Enden werden horizontal
und vertikal sogenannte V-Turn-Gadgets hinzugefiigt, die sehr viele Punkte enthalten und sehr
weit weg von den Gitterknoten sind (mindestens N°, wenn N die Summe der Variablenanzahl und
der Klauselanzahl bezeichnet). Auf diese Art und Weise wird die Form der Uberdeckung erzwun-
gen. Dass die V-Turn-Gadgets sehr weit entfernt sind, spielt eine wichtige Rolle, da verschiedene
zuldssige Variablenbelegungen nicht unbedingt die gleichen Uberdeckungskosten verursachen.
Durch die Entfernung wird aber ein Winkel sehr klein gemacht im Vergleich zu den Kosten,
die durch eine unzulissige Uberdeckung verursacht werden. Dadurch wird die Korrektheit der
Reduktion sichergestellt. Diese Besonderheit fithrt auf Schwierigkeiten, wenn man versucht, die
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Reduktion auf Gitter zu {ibertragen, da dort nicht durch grofie Entfernung der Winkel einfach
klein gemacht werden kann, sondern immer Kosten von 90° verursacht werden.

An jedem Schnittpunkt einer Klauselspalte mit einer Variablenzeile, die zu einer Variablen
gehort, die in der Klausel vorkommt, existieren drei Knoten. Die Variable sei x; und die Klausel
C;. Dann hat man folgende Knoten:

« ein Knoten in der zu x; gehérenden Spalte von C;j geschnitten mit der ersten Zeile von x;
(falls x; € C;) bzw. mit der zweiten Zeile von x; (falls X; € C;)

« zwei Knoten in den Spalten von Cj, die nicht zu x; gehoren und zwar in der zweiten Zeile,
falls x; € C; und in der ersten Zeile, falls X; € C;

Ein Beispiel dafiir kann man in Abbildung 1.2 sehen. Man muss beachten, dass die V-Turn-
Gadgets sehr viel weiter weg sein sollten, als in dem Bild dargestellt, so dass die auftretenden
Abbiegewinkel von einer Zeile auf eine benachbarte Zeile bzw. einer Spalte auf eine benachbarte
Zeile so klein werden, dass sie fiir die Auswahl der zu iiberdeckenden Zeilen bzw. Spalten nur bei
Mehrdeutigkeit einer optimalen Losung eine Rolle spielen.

Eine optimale Uberdeckung dieser Konstruktion sieht so aus, dass einerseits zeilenweise iiber-
deckt wird: Fiir jede Variable die freie Zeile und eine der TRUE oder FALSE-Zeilen. Die tiber-
deckten Spalten sind die beiden, die nicht den Schnittpunkt mit dem Literal enthalten, das die
aktuelle Klausel erfiillt.

Fiir ein Beispiel siehe Abbildung 1.3.

Man kann dann zeigen, dass nur dann eine giiltige Variablenbelegung existiert, wenn ein Cycle-
Cover der Kosten hochstens 27tN + 4N~ existiert, wobei N die Summe der Variablenanzahl und
der Klauselanzahl bezeichnet.

Weiterhin wird ein O(logn)-Approximation tiber dynamische Programmierung vorgestellt.
Dieser ist identisch mit dem O(logn)-Approximationsalgorithmus fiir HNCW und wird weiter
unten vorgestellt.

Minimum-Turn Cycle-Cover [MTCC])

Problem 4 (Minimum-Turn Cycle Cover Problem).
Instanz:  endlich viele Punkte P € R?

Gesucht:  Kreise pyi, ..., Pke> Pkbk = L,..., M, so dass jeder Punkt in
mindestens einem Kreis enthalten ist

Minimiere: Winkelkosten

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit den bekannten Resultaten zum Minimum-Turn Cycle
Cover Problem. Im Rahmen der obigen Klassifikation handelt es sich wie im vorigen Abschnitt
um KNCW mit der zusdtzlichen Einschrankung, dass alle Knoten in der Knotenmenge V ganz-
zahlige Koordinaten haben und der Kompatibilitatsgraph der Unit-Distance-Graph auf diesen
Knoten ist. Dabei wird vorausgesetzt, dass keine isolierten Knoten existieren.
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C=(wVwVuwu) AV Vu)A[{lgVu Vus)

Abbildung 1.2: Reduktion einer Instanz des Angular-Metric Cycle-Cover-Problems
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Abbildung 1.3: Optimallosung einer Reduktion des Angular-Metric Cycle-Cover-Problems
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Durch die Bedingungen kann man sich eine Probleminstanz als Gitter vorstellen. Fiir das
KNCW wurde oben die N'P-Vollstindigkeit genannt. Bei der Reduktion wird entscheidend die
Vollstandigkeit des Kompatibilititsgraphen ausgenutzt, um unerwiinschte Effekte zu verhindern.
Durch die zusitzliche Starrheit, die aufgrund der Gitterstruktur hinzukommt, funktioniert die
Reduktion des KNCW fiir dieses Problem so nicht. Die Komplexitit ist offen.[ABD*05].

Leichte Spezialfidlle Sei T ein Subgraph von G = (V, E) mit Maximalgrad 3. Dann kann das
MTCC auf die Suche nach einem minimalgewichteten Matching reduziert werden.

Das liegt im Wesentlichen daran, dass sich Knickkosten in Gittern vom Maximalgrad 3 auf
Kantenkosten zuriickfithren lassen: Hat ein Knoten Grad 1, bekommt seine Kante Gewicht 2.
Hat ein Knoten Grad 2, bekommen seine beiden Kanten ein Gewicht von 0.5, falls der Knick
echt ist, sonst 0. Hat ein Knoten Grad 3, gibt es zwei Kanten, die auf der selben Geraden liegen
und eine, die dazu orthogonal ist. Diese bekommt Gewicht 1. Damit hat man zumindest lokal die
Abbiegekosten auf Kantenkosten zuriickgefiithrt. Dass man diese Idee zu einem Losungsverfahren
fir Graphen mit Maximalgrad 3 ausbauen kann, zeigt der niachste Abschnitt.

Approximation Als Hilfsmittel bei der Approximation des MTCC-Problems wird zunéchst
ein exakter, polynomialer Algorithmus fiir Boundary Cycle Cover vorgestellt. Diese sind Kreis-
tiberdeckungen von Knotenmengen, die Teilmenge des Gitterrands sind. Bei einem optimalen
Boundary-Cycle-Cover konnen auch Knoten tiberdeckt werden, die nicht am Rand liegen - von
diesen werden jedoch nicht notwendig alle iberdeckt.

Ein minimalgewichtetes Boundary-Cycle-Cover kann durch die Suche eines minimalgewich-
teten, perfekten Matchings in einem Hilfsgraphen optimal gelost werden. Dazu muss nur der
Hilfsgraph geeignet definiert werden. Die benutzte Konstruktion findet sich in dhnlicher Weise
auch in [ABD*05].

Die wesentliche Idee bei der Konstruktion besteht darin, eine optimale Kreisiiberdeckung ei-
ner Teilmenge am Rand als ein perfektes 2-Matching zwischen den Knoten zu verstehen. Zwei
Knoten sind dabei durch eine Kante verbunden, wenn sie auf ein gemeinsamen Kreis liegen und
sie in einem der beiden méglichen Durchlaufsinne des Kreises als Randknoten direkt aufeinan-
derfolgen, zwischen ihnen also keine weiteren Randknoten liegen.

Das Gewicht der Kanten bei der Suche nach dem 2-Matching entspricht dabei den Abbiege-
kosten einer Verbindung zwischen diesen beiden Knoten. Ein Knoten kann dann von mehreren
Kreisen iiberdeckt werden, da nichts iiber die Art und Weise gesagt ist, wie die verbindenden
Wege zwischen den Randknoten verlaufen.

Durch eine Knotenverdopplung und das Verbinden der beiden zusammengehérenden Knoten
durch eine Kante kann das Finden des 2-Matchings auf das Finden eines Matchings reduziert
werden.

Die Menge der ausgewidhlten Randknoten sei mit P bezeichnet. Es wird nun beschrieben, wie
der Hilfsgraph Gp fiir das minimalgewichtete perfekte Matching konstruiert werden kann. Fiir
jeden Knoten p € P gibt es in Gp ein Paar von Knoten (pg, p1). po und p; seien durch eine Kante
verbunden. Da der Knoten p am Rand liegt, kann man vier Fille unterscheiden:
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Setze
0 deg(p) =3
(0) 0 deg(p) = 2 und liegt mit seinen adjazenten Knoten auf einer Geraden
c(p) =
P 1 deg(p) = 2 und liegt mit seinen adjazenten Knoten nicht auf einer Geraden
2 deg(p) =1

Mit & sei eine der beiden Richtungen bezeichnet, mit 8; ihre Gegenrichtung. Entsprechend
den minimalen Abbiegekosten eines verbindenden Weges werden nun (ungerichtete) Kanten von
allen Knoten v’f zu allen Knoten vf, j # k eingefiigt. Die Kosten einer solchen Kante (p‘;,pf)
entsprechen den minimalen Abbiegekosten eines Weges, der am Knoten i in Richtung k beginnt,
zum Knoten j fithrt und dort in Richtung ¢ endet. Hat der Graph 2n Knoten, so hat jeder Knoten
in ihm also Grad 2n — 2.

Man sucht nun ein perfektes, minimalgewichtetes Matching in Gp. Dieses benutzt abwech-
selnd die Verbindungskanten zwischen einem Knotenpaar py und p; und die Kanten, die den
minimalen Abbiegekosten eines verbindenden Weges entsprechen.

Auflerdem entspricht jeder Losung des MTCC-Problems ein solches 2-Matching. Sei ndmlich
L eine solche Losung. Betrachte nun die Menge der Randknoten und verbinde zwei Randknoten
mit einer Kante, wenn sie auf einem der Kreise der Losung L unter Vernachlédssigung der Nicht-
randknoten direkt aufeinander folgen. Dadurch entsteht zunéchst kein 2-Matching, sondern ein
(nicht notwendig einfacher) Graph M, in dem jeder Knoten geraden Grad besitzt. Die Kanten-
kosten im M iibernehme man aus Gp.

Es soll nun gezeigt werden, dass man aus diesem Graphen Kanten entfernen kann, bis ein 2-
Matching entsteht, dessen Kosten den Kosten der Losung L entsprechen und das die Losung L von
der Auswahl seiner Kanten her auch ermaglicht. Dieses lasst sich auf natiirliche Weise als Familie
von Kreisen Ci,1 = 1dots, k verstehen, die den Kreisen im Ausgangsgraphen entsprechen. Es
soll nun spezifiziert werden, was mit den Knoten geschehen soll, deren Grad grof3er als 2 ist, weil
der entsprechende Knoten im Ausgangsgraphen in der Losung L auf mehr als einem Kreis liegt.

Dazu geht man folgendermafien vor. Sei v ein Knoten mit deg(v) > 2. Sei C; ein Kreis, der
v enthilt. Seien w; und w, die Nachbarn von v auf dem Kreis C;. Man entferne im Graphen M
die Kanten (v, w;) und (v,w;) (existieren sie mehrfach, dann eine davon). Fiige nun eine Kan-
te (w;, wz) mit dem entsprechenden Gewicht aus Gp ein. Die Kosten von M bleiben dadurch
gleich, da durch die Entfernung der Kanten die Kosten von M hochstens kleiner werden konnen,
die Losung aber nach Voraussetzung optimal war. Der abbiegeminimale Weg, durch die Kanten-
abfolge (w1, v, w;) induziert wird, hat also die gleichen Kosten wie der Weg, der durch (wy, w;)
induziert wird. Daher ist er weiterhin beziiglich der Kosten zuldssig, was zeigt, dass auch nach der
Reduktion des Grades in M die Losung L eine der Losungen ist, die im urspriinglichen Graphen
induziert wird.

Es gilt:

Theorem 1.6. Jedes Boundary-Cycle-Cover in G mit Kosten t entspricht einem perfekten Matching
in Gp der Kosten
t— ) c(p).

peP
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Die Aussage folgt direkt aus der Konstruktion der Kantengewichte, vergleiche Lemma 4.1 in
[ABD*05]. Das durch das perfekte Matching induzierte Boundary-Cycle-Cover ist also optimal.
Dieses kann man zur Konstruktion von Approximationsalgorithmen fiir das volle Problem be-
nutzen. So wird spater dieser Algorithmus zusammen mit einer Streifentiberdeckung zu einer
2.5-Approximation fiir das MTCC fiihren.

Streifeniiberdeckungen Der Triger eines Geradenstiicks ist die Menge der Punkte des Ge-
radenstiicks in der Ebene. Ein Streifen in einem Gitter ist ein im Tridger der Kanten enthalte-
nes, inklusionsweise maximales Geradenstiick. Eine Streifeniiberdeckung ist eine Menge von
Streifen, die alle Knoten eines Gitters iiberdecken. Eine minimale Streifeniiberdeckung ist eine
Streifeniiberdeckung mit der geringsten Anzahl an Streifen.

Lemma 1.7. [ABD*05] Die GrofSe einer minimalen Streifeniiberdeckung ist eine untere Schranke
an die Minimalzahl von Knicken eines Cycle Covers des Graphen.

Beweis. Cycle Cover induzieren Streifentiberdeckungen: Verldngere jede Kante des Cycle Covers
auf Maximalldnge. Man erhilt eine Streifeniiberdeckung mit hochstens so vielen Streifen wie Kni-
cken. O

Das im Sinn der linearen Programmierung duale Problem ist eine Turmstellung: Stelle még-
lichst viele Tiirme auf die Knoten des Gitters, so dass sich keine zwei Tiirme schlagen konnen. Es
gilt:

Lemma 1.8. Die Grife einer maximalen Turmstellung ist eine untere Schranke an die Minimalzahl
von Knicken eines Cycle Covers des Graphen.

Beweis. Sei C ein Kreis eines Cycle Covers. Angenommen, der Kreis besucht die Tiirme q, . . ., qx
in dieser Reihenfolge. Weil sich keine zwei Tiirme gegenseitig schlagen kénnen, muss zwischen
zwei Turmen stets ein Knick sein. Da C ein Kreis ist, muss die Anzahl der Knicke in C also min-
destens k sein. O

Es wird nun die Dualitit der beiden Probleme bewiesen.

Lemma 1.9. Sei G ein Gitter. Dann haben eine minimale Streifeniiberdeckung und eine maximale
Turmstellung die gleiche Grife.

Beweis. Das Turmstellungsproblem kann als Matching in einem bipartiten Graphen B verstan-
den werden. Sei dazu V; die Menge der vertikalen und V, die Menge der horizontalen Streifen in
G. Diese sollen die Knoten des Graphen B sein. Es gebe in B eine Kante vonv; € Vinachv, € V,,
falls v; und v; in G einen Knoten gemeinsam haben. Ein kardinalititsmaximales Matching in B
entspricht dann einer maximalen Turmstellung in G.

Bei einer minimalen Streifentiberdeckung muss jeder Knoten des Graphen G iiberdeckt wer-
den. Dazu dquivalent ist, dass jeder Streifen von G tiberdeckt wird. Auf diese Weise sieht man:
Eine minimale Streifeniiberdeckung in G entspricht einem minimalen Vertex Cover in B. O
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Diese Aussage folgt dann mit

Theorem 1.10 (Konig). Sei G ein bipartiter Graph. Dann ist die Anzahl der Kanten in einem kardi-
nalitdtsmaximalen Matching in G gleich der Anzahl der Knoten in einem minimalen Vertex Cover
von G.

Theorem 1.11. [ABD™" 05] Es gibt eine 4-Approximation fiir das MTCC mit Laufzeit O(n?>logn).

Beweis. Suche eine optimale Streifeniiberdeckung und mache aus jedem Streifen einen Kreis mit
4 Knicken. Weil optimale Streifeniiberdeckungen nach Lemma 1.7 untere Schranken sind, folgt
die Behauptung. O]

Theorem 1.12. Es gibt eine 2.5-Approximation fiir MTCC mit Laufzeit O(n?).

Beweis. Suche eine optimale Streifeniiberdeckung. Betrachte die Endknoten der Streifen. Um
einen besseren Approximationsfaktor zu erreichen, sollen nun die Endpunkte der Streifen auf
kostenminimale Weise verbunden werden.

Konstruiere einen Hilfsgraphen Gp. Die Konstruktion ist nun dhnlich wie die Konstruktion
oben fiir das Boundary-Cycle-Cover. Fiir jeden Streifenendknoten habe Gp einen Knoten. Gp
sei hier ein vollstdndiger Graph. Die Kosten einer Kante e = (u, v) seien die Kosten eines abbie-
geminimalen Weges, der von dem u {iberdeckenden Streifen u senkrecht zum Streifen verlasst
und bei v in Richtung senkrecht zu dem v tiberdeckenden Streifen ankommt. Berechne nun in
Gp ein perfektes, kostenminimales Matching M. Da ein optimales Cycle-Cover zwei solche Mat-
chings induziert und sich die Kosten des Cycle-Covers aus der Summe der Kosten der beiden
matchings ergibt, folgt d(M) < 2L, wenn OPT den Zielfunktionswert eines optimalen Cycle-
Covers bezeichnet.

Es wird nun angenommen, dass von den Endpunkten der Streifen ein Knick auf einen sol-
chen ausgewdhlten Weg erfolgt. Nun werden Kreise gebildet, indem abwechselnd Streifen und
die minimalen Verbindungswege aneinandergehéngt werden.

Die Knicke von Streifen zu Wegen und umgekehrt sind genau so viele wie Endpunkte der
Streifen. Aus dem vorherigen Argument fiir die 4-Approximation erhélt man sofort, dass die
Anzahl der Streifenendpunkte hochstens 2-OPT betréagt. Das kostenminimale Matching hatte
dM) < %, beides zusammen ergibt also eine 2.5-Approximation. d

Theorem 1.13. Fiir jede jedes Cycle Cover in G gibt es ein Cycle Cover mit gleich vielen Knicken und
maximaler Uberdeckungszahl 4.

Beweis. Sei ein Knoten 5 mal iiberdeckt. Dann gibt es eine Kante e, die 3 mal benutzt ist. Dann
gibt es drei Paare (1,1'), (2,2'), (3,3’) von Knoten, deren Verbindungswege die Kante e benutzen.
Diese sollen jeweils die Knoten sein, an denen ausgehend von dem horizontalen Geradenstiick,
das die Kante e enthilt, das nachste Mal geknickt wird. Die Verbindungen definieren dann ein
perfektes Matching M auf dem K¢ mit den Knoten {1,2,3,1’,2/,3’}. Die Knoten {1, 2, 3} heifSen
die linken Endpunkte, die Knoten {1’,2’,3’} die rechten Endpunkte.

Sei M ein weiteres solches Matching, das mit M zusammen einen Kreis bildet.

Es werden nun zwei Fille unterschieden. Zunichst wird Fall 1 betrachtet: es sind im M’ zwei
rechte Endpunkte durch eine Kante verbunden, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 1’ und
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2’. Dann missen auch zwei linke Endpunkte durch eine Kante verbunden sein. Diese konnen
jedoch nicht 1 und 2 sein, da die beiden Matchings zusammen einen Kreis bilden. Wir nehmen
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass es die Knoten 1 und 3 sind. Dann miissen 2 und
3’ verbunden sein. Wir kénnen (1,1'), (2,2’), (3,3’) dann durch (1,2’), (2, 3), (1, 3’) ersetzen. Die
neue Tour hat dann dieselbe Anzahl von Knicken. Im anderen Fall sind alle rechten Endpunkte
mit linken Endpunkten verbunden. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit 1’ mit 2 verbun-
den. Dann ist das zweite Matching (1,3’), (2,1'), (3,2’). Man kann nun (1,1’), (2,2’), (3,3’) durch
(1,3), (2,3"), (1,2') ersetzen.

In beiden Fillen erhoht sich die Anzahl der Knicke nicht und kein Knoten ist 6fter iiberdeckt
als vorher, aufierdem sind auch einige Knoten nun weniger tiberdeckt als vorher.

Diese Prozedur kann wiederholt werden, bis kein Knoten mehr als 4 mal iiberdeckt ist. Das
passiert nach endlich vielen Schritten, da durch die Verringerung der Knoteniiberdeckung diese
Prozedur nicht zu einem vorherigen Zustand zuriickkehren kann. O]

MTCCNU

Als MTCCNU wird die Variante des MTCC-Problems bezeichnet, bei dem U-Turns verboten
sind, jeder Knick also Kosten von 1 verursacht, aber trotzdem mehrfach iiberdeckt werden darf.
Man konnte vermuten, dass in diesem Fall auf Graphen, auf denen das MTCP-Problem (siehe
Abschnitt 1.5.1) zuldssig ist, optimale Losungen des MTCP-Problems auch fiir MTCCNU optimal
sind.
Das ist aber nicht so. Es gilt:

Lemma1.14. Seien c;(G) die Kosten einer optimalen Losung des MTCP-Problems auf dem Graphen
G und sei c;(G) die Kosten einer optimalen Losungen des MTCCNU-Problems auf dem Graphen
G, die Werte seien oo, falls keine Losung existiert. Dann gilt:

lim sup c2(G)

G MTCP-zulissig €1 (G)

Beweis. Sei Cy der Graph aus Abbildung 1.4, hier gezeichnet fiir k = 3. k bezeichne die Anzahl

Blocke aus der Abbildung. Die einzige zuldssige Losung des MTCP-Problems ist dann in Abbil-

dung 1.5 zu sehen. Aufgrund der Notwendigkeit der Uberdeckung der oberen und der unteren

Reihe sowie der linken und der rechten Spalte gibt es offenbar keine andere Uberdeckungsmég-
lichkeit.

Das MTCCNU-Problem hat dagegen eine deutlich kostengiinstigere Uberdeckungsmaglich-
keit, die in Abbildung 1.6 zu sehen ist.

Die Kosten fiir die MTCP-Uberdeckung aus den 4 Knicken zur Uberdeckung der horizonta-
len Doppelreihe und den zu erkennenden 8 Knicken pro Doppelspalte. Die Kosten fiir MTCCNU
setzen sich aus einem Rechteck mit Kosten 4 pro Doppelspalte und aus den 4 Knicken zur Uber-
deckung der horizontalen Doppelreihe zusammen. Es ist

. 8k + 4
lim sup = 2.
Ko Ak + 4
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Abbildung 1.4: MTCP-Instanz aus Lemma 1.14

Kosten: 8k + 4

Kosten: 4k + 4

Abbildung 1.5: MTCP-Optimallgsung aus Lemma 1.14

Abbildung 1.6: MTCCNU-Optimallésung aus Lemma 1.14
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Minimum-Angle NodeTurn Covering-Tour Problem [HNCW]

Das Minimum-Angle Covering-Tour Problem wird in einer Variante in [AKMS97] betrachtet.
Dort heif3t es “Angular-Metric Traveling Salesman Problem”, obwohl Knoten beliebig oft iiber-
deckt werden diirfen, wihrend beim klassischen Traveling Salesman Problem die zugrundelie-
gende Struktur eine Hamilton-Tour ist, eine Tour also, die jeden Knoten genau einmal besucht.

Theorem 1.15. Das Minimum-Angle NodeTurn Covering-Tour Problem ist N'P-vollstindig.
Der Beweis des Theorems wird in [AKMS97] grob skizziert.

Theorem 1.16. [AKMS97] Das Minimum Angle NodeTurn Covering-Tour Problem erlaubt eine
O(logn)-Approximation.

Zum Beweis wird ein Lemma aus [AKMS97] benutzt:

Lemma 1.17. Sei P C R?, |P| = n. Dann gibt es einen polynomialen Algorithmus, der einen kardi-
nalitdtsmaximalen Pfad mit Gesamtwinkel hochstens Tt findet.

Beweis. Fir1 < k < n sei Agle, k| fiir eine gerichtete Kante e der minimale Winkel eines Pfad
der Kardinalitét k, der mit s beginnt und mit e endet.

Die A;le, k] konnen iiber Bottom-Up Dynamic-Programming berechnet werden: Setze in je-
dem Schritt

min¢{Ag[f,k —1] + 0} min ist kleiner oder gleich 7t

o0 sonst

Agle k] = {

In einem Pfad mit Winkel 7t kdnnen sich weder Kanten noch Knoten wiederholen.

Beweis. [von Theorem 1.16]

Sei 0 der Zielfunktionswert einer Optimalldsung des Problems. Setze K = £. Dann muss es
einen Subpfad der Kardinalitit ;¥ geben, der einen Winkel von hochstens 7t hat.

Durch Induktion zeigt man, dass man fiir jede Instanz des Problems mit Optimalwert 8 < Kt
in Polynomialzeit ein Cycle-Cover berechnen kann, das K - logn Kreise hat und jeder von den
Kreisen Winkel hochstens 3.

Durch Zusammenfiigen von zwei Kreisen entstehen Winkelkosten von héchstens 27t. Dadurch
erhilt man die Behauptung.

O

Demnach ist HNCW ohne Einschrinkungen an die Kompatibilitit NP-vollstindig. Es kann
O(logn)-approximiert werden.
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Minimum Angle NodeTurn Cycle-Partition [KNPW]
Minimum-Turn Cycle-Partition [MTCP]

Problem 5 (Minimum-Turn Cycle Partition Problem).
Instanz:  endlich viele Punkte P € R?

Gesucht:  elementare Touren pyy,. .., Pke, Pk K = 1,..., M, so dass jeder Punkt
in genau einer Tour enthalten ist.

Minimiere: Winkelkosten

Es handelt sich hierbar nach der obigen Klassifikation um das Problem mit der zusitzlichen
Einschrankung, dass alle Knoten in der Knotenmenge V ganzzahlige Koordinaten haben und der
Kompatibilitatsgraph der Unit-Distance-Graph auf diesen Knoten ist. Es wird vorausgesetzt, dass
keine isolierten Knoten existieren.

Durch die Bedingungen kann man sich eine Probleminstanz als Gitter vorstellen. Das Interesse
an diesem Problem stammt vor allem daher, dass dieses Problem nach unserem Wissen nie zuvor
untersucht wurde und es Indizien gibt, die darauf hinweisen, dass das Problem moglicherweise
in P liegt. Die lingenbasierten Versionen des MTCC- und MTCP-Problems sind N'P-schwer
respektive in P und die Vermutung liegt nahe, dass sich dieser Sachverhalt auf die abbiegekos-
tenbasierten Versionen tibertragt.

Offenbar ist nicht jedes Gitter fiir das Problem zuléssig. Es diirfen zum Beispiel keine Knoten
auftreten, deren Grad kleiner als 2 ist. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Zulassigkeit eines Gitters ist die folgende:

Theorem 1.18. [Bel50][Sch03] Fiir zwei Teilmengen K und S der Knotenmenge eines Graphen be-
zeichne E[K, S] die Menge der Kanten, die zwischen diesen Teilmengen verlaufen. Dann gilt:
Ein Graph G = (V, E) hat einen einfachen 2-Faktor genau dann, wenn

Sl<= U+ Y B B, an (12)
K

fiir jedes Paar von disjunkten Teilmengen U, S von V, wobei S eine stabile Menge ist und die Summe
iiber alle Komponenten von G — U — S liuft.

Zum Beweis wird die Tutte-Berge-Formel benutzt:

Theorem 1.19 (Tutte-Berge-Formel). Sei fiir einen Graphen G mit o(G) die Anzahl der ungeraden
Zusammenhangskomponenten von G bezeichnet. Sei v(G) die maximale GrofSe eines Matchings in
G.

Dann gilt

1
= — . min (|V|+|U]| — —-u 1.3
v(G) = 5 - min (V] + /Ul — o(G — ) (13)
Zunichst wird eine Konstruktion von Tutte betrachtet, mit der man die maximale Grofle eines

einfachen 2-Matchings mit der maximalen Grof3e eines Matchings in einem abgeleiteten Graphen
in Verbindung setzen kann.
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Lemma1.20. Sei G = (V, E) ein Graph. Konstruiere einen Graphen G’ wie folgt. Fiir jeden Knoten
v von G habe G’ Knoten v’ und v". Fiir jede Kante e = (u,v) hat G’ Knoten pen, und pe,.
Das definiert die Knoten von G'. Fiir jede Kante e = (u,v) von G hat G’ die Kanten (W', pe.w),
(u//)pe,u): (pe,u’pe,v); (V/’pe,v) und (VN’pe,v)-

G’ wird im weiteren als Tutte-Graph G’ zu einem Graph G bezeichnet. Sei v(G) die maximale
GrofSe eines Matchings in G, v5(G) die maximale GrofSe eines 2-Matchings in G. Dann gilt

v5(G) = v(G") — [E] (1.4)

Beweis. Zunidchst gibt es ein Matching M in G’ mit der Eigenschaft, dass fiir jede Kante e = (u, v)
von G beide Knoten pe, und pe, von M tiberdeckt werden. Ist namlich keiner der beiden Kno-
ten in einem Matching M iiberdeckt, kann die Kante zwischen den Knoten hinzugefiigt werden,
was einen Widerspruch zur Maximalitét ergibt. Ist nur einer der beiden Knoten iiberdeckt, kann
an dem anderen der beiden Knoten die Kante entfernt werden und die Kante (pe ., pe,v) hinzu-
gefiigt werden, was an der Maximalitit des Matchings nichts dndert.

Sei M ein solches Matching in G’. Dann bilden die Kanten e von G, fiir die die Kante (pe,v, Pe,v)
nicht zu M gehort, ein einfaches 2-Matching N in G. Den Kanten in N entsprechen im Matching
M zwei Kanten. Den Kanten e = (u,v) aus E, die nicht in N sind, entspricht in M eine Kante,
niamlich die Kante (pe .., Pe,v). Daher sind in M genau |E| mehr Kanten enthalten als in N. Es gilt
also

IN| = [M| —[E].

Daher folgt “ >" in (1.4).

Seinun N ein maximales 2-Matching in G. Fiir jede Kante e = (u, v) in N fiige in M die Kanten
(W, pew) und (pe,v,v”) ein. Fiir jede Kante e = (u,v) in E, aber nicht in N, fiige zu M die Kante
(Pe,w> Pe,v) hinzu. Das liefert ein Matching M in G’ mit

IN| = [M[ —[E].
Es folgt “ <" in (1.4). O
Nun wird das Theorem 1.18 bewiesen. Der Beweis folgt der Argumentation in [Sch03].

Beweis. [von Theorem 1.18]

Zum Beweis wird zundchst angenommen, dass G einen einfachen 2-Faktor M besitzt. Dann
ist also zu zeigen, dass (1.2) gilt.

Seien also U und S disjunkt und sei S eine stabile Menge. Dann hat M hochstens 2|U| Kanten,
die mit Knoten aus U inzidieren. Sei K eine Zusammenhangskomponente von G \ {Ul U S}.

Dann ist mit der Stabilitit von S

2IMNEKUS] = 2IMNEK] +2MNEK,S]|
< 2MNEK]+ M NE[K,SI[+ [E[K, S]|
< 2K+ [EK, S,
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da man in der vorletzten Zeile die ersten beiden Summanden durch [K| abschétzen kann. Es folgt,
dass die Anzahl der Kanten in M, die von KU S aufgespannt werden, hochstens |K|+ L%lE[K, ST
ist. Summiert {iber alle Komponenten, erhélt man

Vi = M|

< ou+y <|K| " H;E[K,S]‘D
K
1
= 22U+ VI—|U —IS|+ ; (HzE[K, S] H)
T <H;E[K,S]H>
K

Daher folgt “ ="'.

Es gelte nun also (1.2). Zu zeigen ist, dass G einen einfachen 2-Faktor besitzt. Konstruiere den
Graphen G’ wie in Lemma 1.20. Dann hat G nach (1.4) genau dann einen einfachen 2-Faktor,
wenn G’ ein Matching der Grof3e [V + |E| besitzt.

Durch Anwendung der Tutte-Berg-Formel auf den Graphen G’ erhilt man, dass es eine Teil-
menge X C V'’ gibt, die mindestens

V[ +1X| = 2v(G")

viele ungerade Zusammenhangskomponenten besitzt. Sei X unter diesen inklusionsweise mini-
mal.

Fiir jedesv € V gehoren dann von v/ und v"’ entweder beide oder keiner zu X. Gehére namlich
v/ zu X, x” aber nicht. Entfernt man v’ aus X, so wird die Anzahl der ungeraden Komponenten
von G\ X um hochstens eins geringer, wenn ndmlich die Komponente, in der x”’ lag, dadurch von
ungerade auf gerade wechselt. Anderes kann nicht passieren, da x” und x” dieselben Nachbarn
haben und x”’ bereits in G \ X enthalten war. Es konnen durch das Entfernen von x’ aus X also in
G \ X keine Komponenten verbunden werden. Durch Entfernen von v/ aus X wird auch |X| um
1 geringer. Die Ungleichung gilt also weiterhin und man hat einen Widerspruch zur inklusions-
weisen Minimalitét von X.

Betrachte nun eine Kante e = (u,v) von G mit pe,, € X. Es soll gezeigt werden, dass die drei
Nachbarn von pe,, in drei verschiedenen ungeraden Komponenten von G’ \ X liegen. Durch
das Entfernen von pe,, aus X verringert sich [X| um 1. Es reicht also zu zeigen, dass bei weniger
als drei Nachbarn in verschiedenen ungeraden Komponenten sich die Anzahl der ungeraden
Komponenten um hdchstens 1 verringert.

Liegen die Nachbarn in zwei verschiedenen ungeraden Komponenten, werden diese durch Ent-
fernen in X in G \ X verbunden. Da die Summe von zwei ungeraden Zahlen gerade ist, verringert
sich die Anzahl nur um 1. Liegen die Nachbarn in nur einer Komponente, so verringert sich die
Anzahl offenbar um 1. Liegen sie in keiner ungeraden Komponente, erhoht sich die Anzahl der
ungeraden Komponenten sogar. In allen Fillen ergibt sich demnach ein Widerspruch zur inklu-
sionsweisen Minimalitét.
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Ist also pe,v € X, so folgt, dass pew,v',v" & X. Weiterhin folgt p¢,, € X fiir alle Kanten f, die
zu v inzident sind. Ware namlich p¢,, ¢ X, so wiaren v/ und v"/ in G’ \ X tiber p¢,, verbunden
(und damit in derselben Zusammenhangskomponente).

Sei nun U die Menge aller v € V mitv’,v"” € X. Sei S die Menge aller v € V, fiir die alle pe , in
X sind. Dann sind U und S disjunkt. AufSerdem ist S eine stabile Menge nach Konstruktion des
Graphen. Fiir jeden Knoten in U sind die beiden Knoten v/ und v” in X. Fiir jeden Knoten in S
sind alle pe,, in X, also genausoviele wie die von diesem Knoten ausgehenden Kanten. Also ist

IX| = 2[U| 4+ [5(S)I.

Jedem Knoten in S entsprechen zwei (nach den vorangehenden Uberlegungen) isolierte Kno-
tenin G’ \ X. Diese bilden dort zwei ungerade Komponenten.

Seiv € U. Dann sind v/ und v” in X und damit alle p.,, in G’ \ X. Sei e = (u, v) eine entspre-
chende Kante.

Falls u € U, so bilden pe, und pe,, eine gerade Komponente in G’ \ X. Die Kante e verlduft
dann von U nach U. Sei andernfalls u € S. Dann ist p. ,, ein isolierter Knoten in G’\ X, bildet also
eine ungerade Komponente. Die Kante e verlduft dann also von U nach S. Sei nun u ¢ {U U S}.
Dann ist u ¢ X und damit ist pe,, in G’ \ X, liegt also mit p,, in einer Zusammenhangskompo-
nente, die aus mehr als einem Knoten besteht und nicht von einer Kante herkommt, die innerhalb
von U verlduft.

Diese werden nun betrachtet. Sei dazu u nicht in X und entspreche keinem der bisherigen Falle.
u ist einer eindeutigen maximalen Zusammenhangskomponente von G’ \ X enthalten. Diese
enthélt, wenn sie Teilgraphen erreicht, die nach U gehen, immer beide Endpunkte der Kante.
Nach Konstruktion des Graphen sind jedem Knoten und jeder Kante in G stets zwei Knoten
zugeordnet. Erreicht sie Kanten, die nach S gehen, enthélt sie nur einen der beiden Endpunkte.
Auf diese Weise kann sie also ungerade werden.

Sie ist genau dann ungerade, wenn ungerade viele Kanten von ihr nach S zeigen. Sei « die
Anzahl der Komponenten von G \ {U U S} mit |E[K, S]| ungerade. Dann hat man:

o(G’\ X) =2IS| + [E[W, S]| +
Daher ist

V5(G) > v(G)—I[E|
1
> S(VI+1XI—o(G"\ X)) —[E
1 1 1
= \V|+IUI+§I5(S)\7\S|75|E[U,S]|—§K
= [VI+ U —18|— > [[EK,S]]
K
> Vi

Die Grof3e eines maximalen 2-Matchings ist als mindestens |V|. Damit folgt die Behauptung.
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1.5.2 Probleme mit Knickkosten

In diesem Abschnitt werden Probleme mit Knickminimierung betrachtet. Es wird zundchst tiber-
blicksartig die Literatur zu dem Thema referenziert.

Wihrend die axiomatische Untersuchung von geometrischen Problemen bereits bis auf Euklid
von Alexandrien zuriickgeht, wurde die systematische Suche nach effizienten Algorithmen fiir
geometrische Probleme erst durch [Sha75] begriindet. Diese wird seitdem als “algorithmische
Geometrie” (computational geometry) bezeichnet.

Die Verbindung von algorithmischer Geometrie mit der Bewegungssteuerung von Robotern
erfolgte dann in [Rei79].

Das Problem, eine Tour durch eine Region im R? zu finden, so dass die Minkowski-Summe der
Tour mit einer geometrischen Figur die Region genau ausfiillt, tritt beim NC Pocket-Machining
auf. (vgl. [Hel91]). Weil auf diese Weise Werkstiicke ausgefrist werden, wird es in [ABD"05]
Milling-Problem genannt.

Durch die Arc-Routing-Community wurden einige Heuristiken fiir Probleme mit Turn Penal-
ties entwickelt. (vgl. z.B. [CMMS02], [Mcb82]).

Probleme mit Link-Distance wurden zuerst in [Sur86] untersucht.

Die Komplexitdt von Watchman-Touren mit minimaler euklidischer Lange wird in [CN86]
analysiert.

Die Verbindung von Watchman-Touren mit der Link-Distance wurde schliefllich in [AL93]
vorgenommen. Dort wird gezeigt, dass das Problem in einfachen Polygonen schon A'P—schwer
ist und es dort eine polynomiale 3-Approximation gibt.

Eine weitere Analyse liefert das Paper [AMPO03], dort wird das Problem als Point Covering by
a Tour-Problem bezeichnet.

Minimum Link NodeTurn Covering-Tour [HNCL]
Theorem1.21. [AMPO03] Das Minimum-Link NodeTurn Covering-Tour Problem ist N"P-vollstindig.

Der Beweis erfolgt dort durch eine Reduktion von POINT COVERING BY LINES. Dazu wird
die Punktmenge mit einer affinen Transformation geeignet transformiert und es werden grofle
V’s zu den Punkten hinzugefiigt. Die Kosten einer Uberdeckung der Punkte durch Geraden ent-
sprechen dann den Kosten bei der Uberdeckung durch eine Tour bis auf einen Skalierungsfaktor,
siehe [AMPO3].

Problem 6 (POINT COVERING BY LINES).

Instanz:  Punkte py,...,pn € R?

Gesucht:  endlich viele Geraden, so dass jeder Punkt auf mindestens einer der
Geraden liegt

Zielfunktion: ~minimiere Anzahl der Geraden

Ein weiteres Resultate beziiglich dieses Problems ist das folgende:

Theorem 1.22. [SW00] Es gibt einen (2p+2)-Approximationsalgorithmus fiir das Minimum-Bends
TSB wobei p die Approximationsschranke fiir SET COVER ist.
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Minimum Link axis-aligned Covering-Tour [HACL]

Das Problem wird von [SWO00] analysiert. Dort heif3t es Rectilinear Minimum-Bends TSP.

In [SWO00] wird eine 2-Approximation angegeben. Der Algorithmus basiert auf der Idee, die
Punkte zunachst mit Geraden zu tiberdecken und diese Geraden dann zu einer Tour zu verbin-
den. Diese Idee wird auch spiter zu einem 2.5-Approximationsalgorithmus fiir das Minimum-
Turn Cycle-Cover Problem fiihren. Im allgemeinen Fall ist POINT COVERING BY LINES N/'P-
vollstandig (siehe 1.5.2). Im achsenparallelen Fall gentigt es aber, RECTLINEAR POINT COVE-
RING BY LINES zu betrachten, das die zusitzliche Einschrinkung aufweist, dass die Geraden
entweder horizontal oder vertikal verlaufen miissen. Das reduziert die Komplexitit des Problems
erheblich:

Theorem 1.23. RECTLINEAR POINT COVERING BY LINES kann in Zeit O(n'®) geldst werden.

Beweis. Man kann ohne Einschrankung annehmen, dass die x- und y-Koordinaten paarweise
verschieden sind (sonst kann man sie durch eine leichte Verschiebung dazu machen). Man kon-
struiert einen Graphen G = (V, E): x-Koordinaten und y-Koordinaten sind Knoten. In G existiert
die Kante (x,y), falls es einen Punkt mit den Koordinaten (x,y) in der Instanz von RECTLINEAR
POINT COVERING BY LINES gibt.

Da die Kanten stets zwischen x- und y-Koordinaten verlaufen, ist G bipartit. Einer minimalen
Geradentiberdeckung entspricht nun ein Vertex Cover in G. Bipartites Vertex Cover kann in Zeit
O(n'?) mit dem Algorithmus von Hopcroft und Karp gelost werden. O

Aufbauend auf dieser Beobachtung kann man eine Bounding-Box um alle Punkte nehmen
und diese erst horizontal S-férmig und dann vertikal S-férmig ablaufen. Ist m die Anzahl der
Geraden, so hat diese Losung hochstens 2m + O(1) Knicke.

Minimum Link Covering-Tour [HBCL]

Das Problem wird in [SW00] bearbeitet, dort heif$t es Minimum-Bends TSP.

Es wird fiir den allgemeinen Fall eine O(log z)-Approximation angegeben. Dabei bezeichnet z
die maximale Anzahl kollinearer Punkte.

Sind stets nur zwei Punkte kollinear, so benétigt eine optimale Tour mindestens | 7 | Knicke, da
auf jedem Geradenstiick hochstens 2 Punkte liegen konnen. Eine 2-Approximation ist in diesem
Fall also trivial, denn die Triviallosung hat Kosten n.

Der O(log z)-Approximationsalgorithmus basiert auf der gleichen Idee wie der Algorithmus
tiir HACL. Die Geraden werden durch maximal kollineare Teilmengen gebildet. Dort wird ge-
sagt, dass moglicherweise Geraden auch durch nur einen Punkt gehen kénnen und deshalb wer-
den die Punkte als degenerierte Geraden zur Kandidatenmenge hinzugefiigt. Das Hauptproblem
bei dem Algorithmus ist, dass aus BIPARTITE VERTEX COVER nun ein ein SET COVER-
Problem geworden ist, dass sich nur logarithmisch approximieren lasst. SET COVER kann log k-
approximiert werden, wenn k die maximale Kardinalitét einer Menge bezeichnet. Damit erhalt
man dann diesen Approximationsfaktor.
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Minimum Link Hamilton Path [SBPL]

[KKM94] sieht sich das Problem an, allerdings unter der zusitzlichen Voraussetzung, dass jeder
Knoten auch tatsichlich nur genau einmal iiberdeckt wird (auch keine Uberdeckungen durch
“lange Kanten” erlaubt).



2 Theoretische Untersuchungen

2.1 Ganzzahlige lineare Programmierung

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfiihrung in die ganzzahlige lineare Programmierung gege-
ben.

Problem 7. Integer Linear Programming (ILP)

Instanz: A € Q™ ™ beQ™ceQ™
Gesucht: x € Z™,x = argmin{chl Ax < b,x € Z"}

Die Aufgabe bei der linearen Programmierung besteht darin, eine linear-affine Zielfunktion
in einer polyedrischen Menge zu maximieren oder zu minimieren. Auf diese Art und Weise las-
sen sich manche Probleme der kombinatorischen Optimierung mit einer gemeinsamen Methode
in Polynomialzeit 16sen. Doch ist auch fiir viele Probleme keine Formulierung als lineares Pro-
gramm bekannt.

Ein allgemeinerer Ansatz, fiir den aber im Allgemeinen keine polynomialzeitliche Losungs-
methode verfiigbar ist, besteht in der der ganzzahligen linearen Programmierung (Integer Linear
Programming, ILP). Die Ausgangskonfiguration ist dhnlich wie bei der linearen Programmie-
rung, doch wird die Ganzzahligkeit der Losung zusitzlich gefordert (die Lésungsmenge ist also
der Schnitt eines Polyeders im n-dimensionalen Raum mit Z™).

Bei der linearen Programmierung ist die zuldssige Menge als eine Menge im R™ der Form
{x| Ax < b} mit einer Q™*™-Matrix A gegeben. Diese Mengenbeschreibung lsst sich als ein
endlicher Schnitt von abgeschlossenen Halbraumen verstehen, was sofort zur Konvexitit der be-
trachteten Menge fiihrt.

Die zuldssigen Losungen der ganzzahligen Programmierung sind nun die in dem beschriebe-
nen Polyeder liegenden ganzzahligen Punkte. Die Losungsmenge ist also nur implizit gegeben.
Gesucht wird ein Punkt, bei dem die lineare Zielfunktion je nach Formulierung ihr Maximum
oder ihr Minimum annimmt.

Zunichst kann man feststellen, dass das Problem der ganzzahligen linearen Programmierung
in NP liegt. Wird also eine Losung angegeben, kann man ihre Korrektheit in Polynomialzeit
tiberpriifen, indem man fiir jede Variable die Ganzzahligkeit, fiir jede Nebenbedingung die Er-
fillung praft und die Kosten in Linearzeit berechnet.

Liegen in dem Polyeder nur Punkte mit Koordinaten in {0, 1}, kann man 0 als FALSE und 1 als
TRUE verstehen und auf diese Weise von SATISFIABLITY reduzieren. Man erhalt:

Theorem 2.1. [G]J79] INTEGER LINEAR PROGRAMMING [ILP]ist N"P-vollstindig.
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Schwierig wird das Problem durch die implizite Beschreibung der Punkte Losungsmenge, die
im Inneren des Polyeders liegen. Wire das Polyeder das kleinste, welches diese ganzzahligen
Punkte alle enthilt, so wire das Problem einfach: Der optimale Zielfunktionswert wiirde stets
am Rand angenommen und man konnte das Problem in Polynomialzeit als lineares Programm
mit der Ellipsoid-Methode l6sen.

2.2 Problemmodellierung mit ILP

Im vorherigen Kapitel wurde eine Klassifikation von Uberdeckungsproblemen mit Abbiegekosten
angegeben, die in der Literatur vor allem unabhdngig voneinander betrachtet wurden. In diesem Ab-
schnitt wird aufgezeigt, dass die klassifizierten Probleme als ganzzahlige Programme, die im letzten
Abschnitt eingefiihrt wurden, formuliert werden konnen und auf diese Weise fiir kleinere Instan-
zen optimal, fiir grofSere immerhin mit mit einer Giiteabschdtzung gelost werden konnen. Zundchst
muss aber auf Kodierungsprobleme bei den Winkeln eingangen werden.

Kodierbarkeit der Winkel Selbst bei der Annahme, dass alle Punkte ganzzahlige Koordinaten
haben, treten bei den im vorherigen Kapitel klassifizierten Probleme teilweise dennoch Abbiege-
winkel auf, die auch durch 7t geteilt keine rationale Zahl ergeben. Mit diesem Problem muss man
sich bei der Aufstellung des ganzzahligen linearen Programms auseinandersetzen.

Ein dhnliches Problem tritt bei der Formulierung des klassischen Traveling Salesman Problems
auf. So wird bei Komplexitatsuntersuchungen in der algorithmischen Geometrie in den entspre-
chenden Fillen von einem Berechnungsmodell ausgegangen, bei dem reelle Zahlen in einer ein-
zigen Speicherzelle, also mit konstantem Platz, gespeichert werden konnen und sich die Unit-
Cost-Operationen auf ebendiese reellen Zahlen beziehen. Wie man das Problem in einem Rech-
nermodell mit endlicher Prézision angeht, ist offen. Man kann durch Skalierung annehmen, dass
die Knoten ganzzahlige Koordinaten haben, dann sind die Langen als Wurzeln von Quadraten
schreibbar. Der Kern der Schwierigkeiten ist folgendes Problem:

Problem 8 (Radikalsummenproblem).

Instanz: ¢; € Q,q; € Q,d; e NT,i=1,...,k

3
Frage: Ist Z ci 4/q; > 0?
i=1

Die Zugehorigkeit des Radikalsummenproblems zu NP ist offen [Blo91]. Bei der Kodierung
der Winkel treten ebenso irrationale Zahlen auf, so dass dieselbe Problematik auch hier gilt. Zur
Vereinfachung wird daher im Rest der Arbeit angenommen, dass bei Problemen, in denen auch
nichtachsenparallele Knicke erlaubt sind, zur Eingabe der Instanz auch simtliche Winkel ge-
horen. Weiterhin wird angenommen, dass diese alle rational sind (die entsprechenden Lingen
konnen durch eine hinreichend gute rationale Approximation in einem Preprocessing-Schritt er-
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mittelt werden). Nur in diesem vereinfachten Setting konnte die Losbarkeit durch ganzzahlige
Programmierung erzielt werden.

Fiir Probleme, bei denen Knicke in beliebigen Punkten erlaubt sind, werden weitere Daten in
der Eingabe benétigt. Dazu wird definiert:

Definition 2.1. Sei P C R? eine endliche Punktmenge. Sei G(P) die Menge aller Geraden, die von
zwei Punkten in P aufgespannt werden. G(P) heifSe der Geradenspann von P.

Die Geraden aus dem Geradenspann definieren wiederum Punkte durch ihre Schnittpunkte. Die
Menge aller Schnittpunkte von Geraden aus G(P) heifSe die Schnittergidnzung von P.

Bei Problemen, bei denen Knicke auch auflerhalb der Knoten méglich sind, seien alle Punkte
der Schnittergdnzung in der Eingabe gegeben (aus der Rationalitdt der urspriinglichen Punkte
folgt die Rationalitdt der Punkte in der Schnitterganzung). Ebenso seien die Winkel wie oben
beschrieben approximiert Teil der Eingabe.

Die Formulierung Sei V C R? endlich und G = (V, E) der Kompatibilititsgraph auf V. Die
Knoten seien mit einer beliebigen Nummerierung als v;,..., vy bezeichnet. Es sollen nun die
Variablen des aufzustellenden ganzzahligen Programms erklart werden. Jeder Variable entspricht
hierbei ein Knick, das heif3t, einer Auswahl von zwei Geradenstiicken an einem Knoten. Dabei
wird unterschieden, ob es sich um ein Partitionierungs- oder ein Uberdeckungsproblem handelt.
Bei der Definition der Partitionierungsprobleme im letzten Abschnitt wurden ndmlich Knicke zu
einem Knoten und direkt wieder zuriick verboten, so dass im Partitionierungsfall einige Knicke
verboten sind und die zugehorigen Variablen nicht im ganzzahligen Programm auftauchen.

Ein Tripel (i,j, k) heifSe beztiglich E iiberdeckungszuldssig, wenn (j,1), (i,k) € Eund j <
k. Das Tripel (i, ], k) heifle partitionszuldssig, falls (i,j, k) tiberdeckungszuldssig ist und j < k
gilt. Wie der Name schon sagt, werden tiber die tiberdeckungszuldssigen Tripel die Variablen
fir die Uberdeckungsprobleme und iiber die partitionszuldssigen Tripel die Variablen fiir die
Partitionierungsprobleme definiert. Die Winkelkoeffizienten wyji sind die Abbiegekosten des
Tripels (j,1, k). Der erste Index der Koefhizienten gibt stets an, an welchem Knoten der Knick
stattfindet.

Die Probleme aus dem vorherigen Kapitel mit der Klassifikation NK, bei denen Kreisfamilien
gesucht werden und die Knicke stets in den Knoten stattfinden, kénnen damit schon als ganz-
zahliges Programm formuliert werden. Dazu bezeichne U/ je nach Problem die Menge der parti-
tionszuldssigen bzw. die Menge der tiberdeckungszuldssigen Tripel und ci;x je nach Problem die
Winkel- beziehungsweise die Knickkoeffizienten.

«_»

Setze rel :=“>", falls das Problem ein Uberdeckungsproblem ist, sonst rel =“="

Die Graderhaltungsbedingungen werden nur fiir j > i gebraucht. Fiir i < j wéren die Bedin-
gungen redundant, es wiren die gleichen mit umgekehrtem Vorzeichen. Das liegt an der Struktur:
Die Anzahl der Knicke vom Knoten j zum Knoten i wird von der Anzahl der Knicke vom Knoten
i zum Knoten j abgezogen, die Differenz soll 0 ergeben. Die Bedingung ist auf natiirliche Weise
symmetrisch und wird daher nur fiir eine der beiden Richtungen benatigt.
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minimize

subject to

(rel i)

(degree compat ij)

E CijkXijk

(i,j.k)eU

Z Xijk rel 1

(i1.3,k)eU

Z Xijk + Z Xikj—

(i.,k)eUd (Lk,j)eU

Y Xik— ) Xki=0

VieV

V(i,j) € E,j>1

(G.i.k)eU G-k, el

Xijk € N

Tabelle 2.1: IP fiir die Suche von Kreisfamilien mit Knicken in Knoten(NK)

Genauso erklirt sich bei den Variablen die Einschrankung, dass k > j sein soll: Jedem Knick
entsprachen sonst zwei Variablen und man miisste noch Gleichheitsbedingungen fiir die entspre-
chenden Variablenpaare einfithren.

Es wird nun erklért, wie man Probleme mit der Bedingung H statt K formulieren kann, bei der
also ein Spannkreis gesucht wird statt einer Familie von Kreisen.

Aus dem Versuch, das Traveling Salesman Problem durch ein ganzzahliges Programm zu for-
mulieren, kennt man die Subtour-Eliminations-Ungleichungen:

Theorem 2.2. [KV00] Die Inzidenzvektoren von Touren im K, sind genau die ganzzahligen Vek-
toren x € Z.3) mit

0 < xe < 1, e € E(Kyn) (2.1)
Y oxe = 2 v e V(Ky) (2.2)
ecd(v)

Xe = 2, 0 #XcCV(Ky) (2.3)
ecd(X)

Dabei bezeichnet man die Ungleichungen 2.3 als Subtour-Eliminations-Ungleichungen. Ein
dhnliches Resultat gilt fiir iiberdeckende Kreise. Der Inzidenzvektor gebe in diesem Fall nicht nur
an, ob eine Kante benutzt wird (1) oder nicht (0), sondern auch die Kardinalitit der Benutzung.

Theorem 2.3. Die Inzidenzvektoren von Kreisen im Ky, die alle Knoten iiberdecken, sind genau die

ganzzahligen Vektoren x € 2(3) mit

D xe = 2 0 #X C V(Ky) (24)
ecd(X)
> xe = 2k veV(Ky),keNT (2.5)
ecd(v)
Xe € N Ve c E (2.6)
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Beweis. Sei x der Inzidenzvektor eines iiberdeckenden Kreises. G’ entstehe aus G, indem jede
Kante e von G durch x. viele Kopien ihrer selbst ersetzt wird; G’ ist also im Allgemeinen kein
einfacher Graph. Aufgrund von Bedingung 2.5 hat jeder Knoten in G’ geraden Grad. Daher ist G’
eulersch. Wegen Bedingung 2.4 ist G’ zusammenhiangend. Sei T eine Euler-Tour von G’. Diese in-
duziert eine Tour in G, indem die Benutzung einer Kantenkopie wieder durch die Benutzung der
urspriinglichen Kante ersetzt wird. Damit erhalt man einen Kreis, der jede Kante so oft benutzt,
wie es im Inzidenzvektor vorgegeben ist.

Sei nun C ein Kreis. Da C ein Kreis ist, der alle Knoten tiberdeckt, muss jede echte, nichtlee-
re Teilmenge von V betreten und wieder verlassen werden, daraus folgt Bedingung 2.4. Durch
Anwendung dieses Arguments auf einelementige Teilmengen erhilt man Bedingung 2.5. Damit
folgt die Behauptung. O

Da in der IP-Formulierung oben keine Inzidenzvektoren benutzt werden, miissen die Neben-
bedingungen angepasst werden. Man kann folgende Nebenbedingungen zu dem ganzzahligen
Programm hinzugefiigen:

z Xijk + E Xijk = 2, 0#£XCV(Ky) (2.7)
(ij,k)eU (i,j.k)eU
ieX,jgx iEX,kZX

Die Nebenbedingungen bedeuten also, dass aus jeder echten Knotenteilmenge mindestens
zwei Knicke hinausfithren miissen. Diese Bedingung impliziert Bedingung 2.4. Bedingung 2.5,
dass jeder Knoten geraden Grad hat, wird durch die Graderhaltungsbedingung in obiger IP-
Formulierung sichergestellt. Die Ganzzahligkeit der Variablen ist sowieso gefordert. Damit kon-
nen also Probleme gelost werden, die als Losung tiberdeckende oder partitionierende Kreise ver-
langen.

Fiir die Spannpfadprobleme wird der Kompatibilitatsgraph modifiziert. Man fiigt einen Super-
knoten hinzu, der Verbindungen zu allen Knoten hat und dessen Kostenkoeffizienten stets gleich
0 sind. Dadurch kann man diesen Fall auf den vorherigen Fall reduzieren.

Es soll nun gezeigt werden, dass auf dhnliche Weise auch die Probleme mit beliebigen Knicken
gehandhabt werden kénnen. Um nicht immer wieder auf triviale Fille eingehen zu miissen, wird
im Folgenden angenommen, dass die Punkte in der Punktmenge P nicht alle auf einer Geraden
liegen. Dies impliziert einerseits, dass es mindestens 3 Punkte gibt, andererseits, dass jeder der
Punkte in P in der Schnittergdnzung von P liegt.

Theorem 2.4. Bei Problemen mit beliebigen Knicken (B) und Knickkosten (L) kann auf Knicke
verzichtet werden, deren Basispunkt nicht in der Schnitterginzung liegt oder deren Knickrichtungen
nicht beide im Geradenspann liegen. Dadurch wird der optimale Zielfunktionswert nicht schlechter.

Beweis. Zuniachst soll gezeigt werden, dass auf Knicke auflerhalb der Schnitterganzung verzichtet
werden kann. Betrachte dazu einen Kreis C mit einer beliebigen, fest gewidhlten Orientierung.
Sei k ein Knick auf diesem Kreis, der nicht in der Schnittergdnzung liegt. Der Fall, dass ein Pfad
gesucht wird und hinter k nur ein Knoten liegt, ist trivial. Es wird also angenommen, dass hinter
k noch zwei Knoten folgen. Ebenso wird angenommen, dass vor k zwei Knoten liegen.

Seien w, x die Knoten vor k und x,y die Knoten hinter k. Da k kein Punkt aus der Schnitter-
ganzung ist, liegt k insbesondere nicht sowohl auf der von w und x aufgespannten Geraden als
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auch der von y und z aufgespannten Geraden, es sei denn, w, x,k,y und z liegen alle auf einer
Geraden, dann gibt es aber in k keinen Knick.

Liegt k auf keiner der beiden Geraden, kann offenbar auf k verzichtet werden. Es wird nun
angenommen, dass k zumindestens auf einer der beiden Geraden liegt, ohne Einschriankung liege
k auf der von y und z aufgespannten Geraden(sonst wechsle die Orientierung des Kreises).

Nun kann man zwei Fille unterscheiden. Der erste Fall besteht darin, dass im Knoten x ein
Knick erfolgt in Richtung von k. Da k auf yz liegt, hat die Uberdeckung dieser vier Knoten also
2 Knicke gekostet. Dann kann man aber auch durch Knicke in x und y tiberdecken und benétigt
auch nicht mehr Knicke.

Es kann also kein Knick am Knoten x in Richtung k erfolgen. Da k nicht auf wx liegt, muss
woanders ein Knick erfolgen, dieser Punkt sei mit t bezeichnet. Die Knicke erfolgen also nun in
t und k. Auch hier kann man alternativ durch Knicke in x und y ersetzen und erhilt die Behaup-
tung.

Nun zum zweiten Fall.

Es liege also eine der beiden Richtungen nicht im Geradenspann. Der Knick erfolge beim Punkt
k. Insbesondere kann k dann nicht in P liegen.

Die beiden Knoten vor k seien mit w, x, die danach mit y, z bezeichnet. Liegt k nicht auf der
von w und x aufgespannten Geraden, so kann ohne Nachteil direkt in x geknickt werden, da nicht
durch den Knick in k eine Richtung eingeschlagen wird, auf der sowohl y als auch z liegen (nach
Annahme, denn sonst ldgen beide Richtungen im Geradenspann).

k muss also auf der von w und x aufgespannten Geraden liegen. Da aber wie eben argumentiert
znichtauf der von k und y aufgespannten Geraden liegt, kann ohne Nachteil der Knick in k durch
einen Knick in x ersetzt werden. Damit folgt die Behauptung. O

Fiir Winkelkosten statt Knickkosten gilt dieselbe Aussage.

2.2.1 LP-Analyse fiir die Suche nach Kreisfamilien mit Knicken in Knoten

Bei der Analyse von ganzzahligen Programmen sowie zum Finden von unteren Schranken wird
die LP-Relaxation betrachtet. Diese entsteht, indem die ganzzahligen Variablen durch stetige er-
setzt werden, die LP-Relaxation ist also ein lineares Programm. Der optimale Zielfunktionswert
der LP-Relaxation ist (bei Minimierungsproblemen) stets eine untere Schranke an den optimalen
Zielfunktionswert des IPs. Dies folgt auch direkt daraus, dass die ganzzahligen Losungen fiir die
LP-Relaxation auch zuléssig sind.

Das duale Problem Gemifd dem Dualitdtssatz der linearen Programmierung hat das linea-
re Programm den gleichen Zielfunktionswert wie sein duales Programm, so es denn mit einem
endlichen Zielfunktionswert lsbar ist. Daher hangt das Programm eng mit seinem dualen zu-
sammen:
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minimize

subject to

(rel 1)

(degree compat ij)

Z CijkXijk

(Li.k)eu

Z Xijk rel 1

(Lj,k)eu

Z Xijk + Z Xikj—

(Lj,k)eu

(G,i.k)eU

(Lkj)eU

Z Xjki = 0

(.ki)eU

VieV

Y(i,j) € E,j > 1

Xijk = 0

Abbildung 2.1: LP-Relaxation des IPs fiir die Suche von Kreisfamilien[NK]
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Abbildung 2.2: Duales Problem der LP-Relaxation des IPs fiir die Suche von Kreisfamilien

Die Variablen des dualen Programms lassen sich mit dem urspriinglichen Graphen identifizie-
ren, da es einerseits die Uberdeckungs- bzw. Partitionierungsbedingungen fiir jeden Knoten gibt
und andererseits die Graderhaltungsbedingungen fiir jede Kante. Fiir jede Kante e = (u,v) des
urspriinglichen Graphen erhilt man hier eine Variable 7tj; mit i < j.

Jeder der Bedingungen im dualen entspricht ein Knick der Form (4, j, k), wobei wie tiblich der
erste Index den Knoten bezeichne, iiber den der Knick verlauft. Sieht man sich die Variablenvor-
zeichen des dualen Programms néher an, so kann man beobachten, dass 7ti; und ;) stets positiv,
7t5; und 74 stets negativ signiert sind.

Sei C ein Kreis. Betrachtet man die Abfolge von Knicken in C, so tritt durch die Vorzeichenwahl
oben jede Kante genauso oft positiv wie negativ auf.

Lemma 2.5. Sei (i,j, k) ein Knick. Die Vorzeichen sind so gewdhlt, dass fiiri < {,{ € {j, k} stets die
Kante positiv, fiir i > { die Kante stets negativ gezihlt wird. Da jede Kante auf einem Kreis zu zwei
Knicken gehort und stets einmal eine, einmal die andere Bedingung erfiillt, fallen bei Summation
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iiber einen Kreis die Kantenvariablen heraus.

Ist G zum Beispiel ein Gitter und sind die Knoten zeilenweise nummeriert (aufsteigend nach
rechts innerhalb einer Zeile), so fithrt die Vorzeichenbelegung dazu, dass Kanten, die an einem
Knoten einen N oder W-Anteil bilden, negativ gezihlt werden, wihrend Kanten, die einen S
oder E-Anteil bilden, positiv gezdhlt werden. Summiert man also die Bedingungen entlang eines
Kreises, bleiben auf der linken Seite der Ungleichung nur die Summe der Knotenvariablen, auf
der rechten Seite genau die Anzahl der Knicke iibrig.

Insgesamt kann man also festhalten, dass fiir jede Losung des dualen Programms die Bedin-
gung gilt, dass entlang eines Kreises die Summe der Knotenvariablen hochstens so grofd ist wie
die Knickkosten des Kreises.

Ein LP zusammen mit seinem dualen wird auch als primal-duales Paar bezeichnet. Sei x ei-
ne primale, y eine duale Losung. Sind beide Losungen optimale Losungen der entsprechenden
Programme, sagt man, (x,y) sei ein optimales primal-duales Paar. Das ist genau dann der Fall,
wenn die Bedingungen vom komplementaren Schlupf (Complementary Slackness)-Bedingungen
erfillt sind.

Lemma 2.6. [KV00] Seien min{cx : Ax = b,x > 0} und max{yb : Ay < c} ein primal-duales
Paar. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. x und y sind Optimallésungen.
2. cx=yb

3. x(c—Ay)=0

Fiir Partitionierungsprobleme gilt demnach: Fiir die Optimalitét einer primalen Losung wer-
den aufgrund der Gleichheitsstruktur des primalen Programms nur die primalen Komplemen-
tarschlupfbedingungen bendtigt. Diese besagen, dass fiir jede Nichtnullvariable im primalen die
zugehorige duale Ungleichung mit Gleichheit erfiillt sein muss (Bedingung 3), man sagt, es diirfe
kein ,komplementarer Schlupf® existieren.

Ist insbesondere ein Kreis im primalen vollstindig gewahlt, miissen bei Optimalitit im dualen
alle zugehorigen Bedingungen mit Gleichheit erfiillt sein. Ist also eine dual optimale Losung ge-
geben, so diirfen bei der Konstruktion einer optimalen primalen Losung nur Kreise ausgewéhlt
werden, deren Knickkosten gleich der Summe der dualen Knotenvariablen sind. Da das duale li-
neare Programm in Polynomialzeit konstruiert und gelost werden kann, konnen auf diese Weise
in einem Preprocessing-Step bei der Losung des primalen Problems bestimmte Kreise von vorn-
herein ausgeschlossen werden.

2.3 Generische Losungsversuche fiir MTCP

In diesem Abschnitt werden Ansdtze gemacht, das MTCP-Problem mit allgemeinen Losungsmetho-
den wie ganzzahliger linearer oder ganzzahliger quadratischer Programmierung zu losen.
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Definition 2.7 (MTCP-Problem). Gegeben sei ein Gitter G = (V, E). Gesucht ist eine Menge von
Kreisen C .= {Cy1,Cs,...,Cx} mit #{C € C|v € C} =1 ¥v € V. Die Knickkosten von C sind dabei
zZu minimieren.

Reprasentationsmoglichkeiten der L6sungen

Fiir die Losungen des MTCP-Problem werden drei Arten der Darstellung benutzt. 2-Faktoren
lassen sich einerseits als eine Menge Kanten verstehen. Ebenso kann man sie aber als eine Menge
von knotendisjunkten Kreisen verstehen. Eine dritte Moglichkeit ergibt sich durch die Einfiih-
rung des Begrifts des Knicks. In einem 2-Faktor hat jeder Knoten genau zwei Nachbarn. Diese
beiden Kanten lassen sich zusammengefasst als ein Knick verstehen. Es muss dabei eine Gra-
derhaltung gelten, geht ein Knick vom Knoten i zum Knoten j, so muss der Knick am Knoten
j die Kante ji als eine seiner beiden Kanten benutzen. Die letzte Art der Darstellung lasst sich
benutzen, um das Problem als ganzzahliges Programm zu notieren (s.o.). Bei der Formulierung
tiber Kreise wéren exponentiell viele Variablen erforderlich, diese Formulierung konnte in einem
Ansatz mittels Spaltengenerierung miinden.

2.3.1 LP-Relaxation

Wie man in Kapitel 3 nachlesen kann, wurde bei der Untersuchung der LP-Relaxation des MTCP-
Problems festgestellt, dass das Simplexverfahren fiir dieses Problem bei allen tiberpriiften Instan-
zen eine ganzzahlige Losung liefert.

Es ergeben sich daraus verschiedene Theorien, die es zu verfolgen lohnt. Eine davon ist die
Méglichkeit, dass das durch die Formulierung beschriebene Polytop ganzzahlig ist, also nur ganz-
zahlige Ecken besitzt.

Diese Vermutung konnte jedoch widerlegt werden: In Abbildung 2.3 ist eine zuldssige Basislo-
sung angegeben, die halbzahlig ist. Dabei werden alle eingezeichneten Knicke mit Wert 1 benutzt.

Lemma 2.8. Die zuldssige Losung in Abbildung 2.3 ist eine Basislosung, also keine Linearkombina-
tion von ganzzahligen Losungen.

Beweis. In diesem Beweis wird die Schachbrettnummerierung benutzt, die Spalten werden al-
so mit a-d, die Zeilen mit 1-4 bezeichnet. Links unten ist der Knoten al. Desweiteren werden
zur Richtungsangabe die englischen Himmelsrichtungen ESWN fiir East, West, South, North be-
nutzt.

Der Beweis basiert hauptsachlich auf folgendem Argument: Nimmt man an, dass die abge-
bildete Losung eine Linearkombination von ganzzahligen Losungen ist, so konnen in jeder der
ganzzahligen Losungen nur die Knicke benutzt werden, die auch in der linearkombinierten Lo-
sung benutzt werden. Trotzdem miissen alle Knoten partitioniert werden.

Zunachst wird der Knoten c2 betrachtet. Da der SE-Knick benutzt wird, muss er auch in ei-
ner der ganzzahligen Losung benutzt werden. Diese soll mit L bezeichnet sein. Es wird nun die
Existenz der Losung L zum Widerspruch gefiihrt.

Um den Graderhaltungsbedingungen zu geniigen, muss in L im Knoten d2 der SW-Knick und
im Knoten cl der NE-Knick benutzt werden. Dann muss auch in d1 der NW-Knick benutzt wer-
den, der orangene Kreis muss in L also vollstaindig enthalten sein.
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Abbildung 2.3: Eine zuldssige Basislosung des MTCP-Polytops
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Betrachte nun den Knoten b2. Da der Knoten c2 nicht mehr zur Verfiigung steht, muss der
NS-Knick benutzt werden. Damit ist aber auch schon die Knickauswahl in den Knoten b3, b4
und bl durch die Graderhaltung vorgegeben. Es muss dann in a4 NE, in a3 NS, in a2 NS und in
al NE benutzt werden.

Im Knoten c3 kann dann aber keiner der beiden Knicke benutzt werden, da es bei beiden nicht
mehr moéglich ist, die Graderhaltungsbedingungen zu erfiillen. 4 O

Dabher ist das Polytop im Allgemeinen nicht ganzzahlig. Eine weitere Moglichkeit wire, dass
die optimale Facette beziiglich der Kostenfunktion stets ganzzahlig ist oder auch, dass es sich
schlicht um Zufall handelt. Diese Frage konnte jedoch nicht geklart werden.

2.3.2 Ansatz liber ganzzahlige quadratische Programmierung

Im letzten Abschnitt wurde eine Formulierung entlang der durch das allgemeine ganzzahlige
Programm vorgezeichneten Linie vorgestellt. Ein anderer Ansatz, das Problem mit generischen
Methoden zu behandeln, fithrt tiber die quadratische Programmierung.

Das lineare Programm beruhte auf der Formulierung der Kosten durch Knickvariablen. Ein
Knick besteht jedoch aus zwei adjazenten Kanten. Die jetzt vorgestellte Formulierung kommt
hingegen mit Kantenvariablen aus, wodurch sich die Graderhaltung, die vorher explizit gefordert
werden musste, von allein ergibt.

Zuniéchst wird die Notation fiir die ganzzahlige quadratische Programmierung festgelegt.

Problem 9 (Integer Quadratic Programming(IQP)).

Instanz: n,m e Z",Q e QM ", d e Q™
beZ™ AeZm*n
Gesucht: x = argmin{f(x)| Ax < b,x € Z™}
Zielfunktion: f(x) =x'Qx —dTx
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Der wesentliche Unterschied besteht also darin, dass sich die Zielfunktion aus einem quadrati-
schen und einem linearen Teil zusammensetzt. Nun wird erklart, wie das MTCP-Problem damit
formuliert werden kann. Dazu sei

{1 e und f stehen aufeinander senkrecht
Cef - =

0 sonst

Der Koeftizient c.¢ gibt also an, ob durch die Auswahl von zwei adjazenten Kanten Knickkosten
entstehen oder nicht. Damit kann das Problem nun formuliert werden:

minimize E E E Xe ' Xf

ieVeed(v) fed(v)

f#e
subject to
Z Xe =2 Vee t
ecd(v)
xe € {0,1}

Tabelle 2.2: Formulierung des MTCP-Problems als IQP

Bei dieser Art der Formulierung verliert man die Ubertragbarkeit auf Uberdeckungsprobleme,
da sich deren Losungen nicht ohne weiteres als Mengen von Kanten beschreiben lassen. So wiir-
den durch die verwendete Zielfunktion alle Paare von ausgewiahlten adjazenten Kanten, die nicht
kollinear verlaufen, zur Zielfunktion beitragen. Bei der Auswahl von allen vier Kanten an einem
Knoten wiirden beispielsweise Kosten von 4 entstehen. Im Partitionierungsfall besteht jedoch
kein Problem, da jede Kante hochstens einmal benutzt wird.

2.3.3 Komplexitat

Im letzten Abschnitt wurde eine Formulierung des Problems als quadratisches Programm mit
bindren Entscheidungsvariablen vorgestellt. In diesem Abschnitt werden die bekannten Resultate
zur Komplexitit solcher Programme vorgestellt.

Zunichst wird das Convex-Cost-Flow-Problem vorgestellt, das in [AMO93] analysiert wird.
Die genaue Definition dieses Problems kann man in Abbildung 2.4 sehen.

Im Convex-Cost-Flow-Problem ist die Zielfunktion separabel, es treten also keine Produkte
verschiedener Variablen auf.

Sei S(n, m, C) die Laufzeit fiir die Suche nach einem kiirzesten Weg auf einem Graphen mit n
Knoten, m Kanten und nichtnegativer Kostenfunktion C. Dann gilt:
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minimize Z cij(xij) cij konvexe Funktio-
(Lj)EE nen
subject to ¢ :Qf - Q
Z Xij — Z xji = b(i) YieVv
j:(ij)€eE j:(j,i)€E
0 < xij < uyj V(i,j) € E
xij €{0,1}

Abbildung 2.4: Convex Cost Flow Problem

Theorem 2.9. [AMO93] Der Kapazititsskalierungsalgorithmus bestimmt einen optimalen ganz-
zahligen Fluss fiir ein Convex-Cost-Flow-Problem in Zeit O((mlogU)S(n, m,C)) Zeit, wobei U
die Zahl mit der grofsten Kodierungslinge unter den b(i) und unter den oberen Schranken w; be-
zeichnet.

Das Resultat ldsst sich fiir das MTCP nicht verwenden, weil die dabei entstehende Zielfunktion
aus der Auswahl zweier adjazenter Kanten entsteht, was durch die Multiplikation dieser Variablen
ausgedriickt wird. Wir betrachten also von nun an Resultate, die fiir nichtseparable Zielfunktio-
nen gefunden wurden. Auch in diesem Fall gibt es effizient 16sbare Fille.

So wird in [HSS92] ein Scheduling-Problem als nichtseparables IQP formuliert und als solches
in in polynomialer Zeit gelost. Dazu wird statt dem Ausgangsproblem eine besondere fraktionale
Relaxation gelost, aus der sich eine Optimallosung des urspriinglichen Problems rekonstruieren
lasst.

Ein anderer l6sbarer Fall liegt beispielsweise vor, wenn es sich um ein bindres, unbeschranktes
Minimierungsproblem handelt, die Q—Matrix symmetrisch und auf der Diagonale gleich 0 ist
und als Adjazenzmatrix aufgefasst einen serienparallelen Graphen beschreibt[Bar86]. Aufierdem
kann das unbeschriankte binire Minimierungsproblem

. T
. él{i(}rll} LeX—x Qx
mit Q > 0 als ein Max-Fluss-Problem gelost werden [WN88].

Letztere Ergebnisse werden in [Bal95b] verallgemeinert. Um die Polynomialitdt des Problems
zu erhalten, geniigt es zu zeigen, dass die Matrix Q in der Beschreibung als quadratisches Pro-
gramm durch Q = LT DL mit einer Diagonalmatrix D und einer vollstindig unimodularen Ma-
trix L € ZNX™ entsteht, die die Eigenschaft hat, dass die Matrix

A 0
L —-En
—-L En

ebenfalls vollstindig unimodular ist oder zumindest eine polynomial beschriankte Kegelnorm
(Def. 2.3) aufweist. Dabei bezeichnet En die Einheitsmatrix der Grofie N.
Das Verfahren wird detaillierter im nachsten Abschnitt ausgefiihrt.
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2.3.4 Konvexe quadratische ganzzahlige Programmierung

Dieser Abschnitt folgt [Bal95b].

Problem 10 (Unimodularly constrained Integer Quadratic Programming(UIQP)).

Instanzz n,m e Z",Q e Q"*",de Q"
beZ™, A e Z™*", A vollstindig unimodular
Gesucht: x = argmin{f(x)| Ax < b,x € Z™}
Zielfunktion: f(x) =x"Qx—d"x

Lemma 2.10. [Mag59] Sei G = (V,E) Graph und A = (ay;) seine Inzidenzmatrix. Sei S C 'V
und (x1,...,xn) der charakteristische Vektor von S. Der von S induzierte Subgraph von G ist stabil

genau dann, wenn
n n

Z Z aij Xin =0 (2.8)

i=1 j=1

Beweis. Sei zunidchst S stabil. Aufgrund der Stabilitdt ist fiir a;; = 1 stets x; = 0 oder x; = 0 und
damit x;x; = 0.

Gelte nun 2.8. Weil aijxix; >= 0, folgt ajjxixj; = OVi,j € {1,...,n}. Seien i,j € V, esist zu
zeigen, dass dann keine Kante zwischen 1 und j existiert. Aus a;jxix; = 0 folgt mit x; = xj; =1
aber ayj = 0. ]

Definition 2.2. Sei «(G) die Knotenanzahl einer kardinalititsmaximalen stabilen Menge in G.
o(G) heifst die Stabilititszahl oder Unabhdngigskeitszahl.

Fiir allgemeine Graphen ist es NP-schwer, «(G) zu berechnen, denn damit kann die Entschei-
dungsvariante des A/P-schweren Problems INDEPENDENT SET entschieden werden. [G)79]

Theorem 2.11. [HR68] Unimodularly constrained Integer Quadratic Programming ist N'P-schwer.

Beweis. Betrachte das Problem, 2.8 zu maximieren. Dann entspricht einer optimalen Losung eine
maximale stabile Menge.
Das folgende Problem ist dazu dquivalent:

Maximiere
n n

n
f(X1s.vnrXn) :in—(n—l—l)ZZaijxixj (2.9)
i=1 i=l i=1
mit bindren Variablen x;.
Da die einzigen Nebenbedingungen die {0, 1}—Bedingungen sind, ist die Nebenbedingungsma-
trix A vollstindig unimodular. Auf diese Weise kann also «(G) berechnet werden. Damit folgt
die Behauptung. O]

Aufgrund der Schwere des Problems zieht man sich auf den Fall mit konvexer Zielfunktion
zuriick:
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Problem 11 (Unimodularly constrained Convex Integer Quadratic Program-
ming(UCIQP)).

Instanz: m,m € Z7,Q € Q™*™, d € Q", Q positiv semidefinit
beZ™, A e Z™ ™, A vollstaindig unimodular
Gesucht: x = argmin{f(x)| Ax < b,x € Z™}
Zielfunktion: f(x) =x'Qx —d'x

Man kann zeigen: Die Zielfunktion g ist genau dann konvex, wenn Q positiv semidefinit ist.
Zur Losung des UCIQP betrachtet man zunachst den Spezialfall mit separabler Zielfunktion:

Problem 12 (Unimodularly constrained Separable Convex Integer Quadratic Pro-
gramming(USCIQP)).

Instanzz m,m,N € Z*,
LezZN*" D € QN*N, D diagonal, d € Q™
beZ™, A e Z™*", A vollstindig unimodular

Gesucht:  x = argmin{g(x,y)| Ax < b,y = Lx,y € ZN}
Zielfunktion: g(x,y) =y ' Dy — d'x, g separabel

Unter bestimmten Bedingungen kann das USCIQP in Polynomialzeit gelost werden.
Sei dazu

A 0
A= L I
—L I

Theorem 2.12. Ist A vollstindig unimodular und ist die zuléssige Region Ax < b beschrinkt, so
kann das Problem in einer Zeit polynomial in n, m und log, ||bl|~, gelost werden.

Die Aussage folgt aus Theorem 4.3 in [HS90]. Das Theorem bezieht sich auf den in [HS90]
vorgestellten Algorithmus zur Losung von Problemen dieser Art.

Ist b also zum Beispiel ein Vektor aus {0, 1}™, so ist das Problem stark polynomial 16sbar.

Wir betrachten nun den Fall, dass A nicht vollstindig unimodular ist. Auch hier wurde bereits
ein polynomial l6sbarer Spezialfall gefunden.

Zur Beschreibung wird zunichst die Kegelnorm von ganzzahligen Matrizen definiert.

Definition 2.3 (Kegel). Eine Menge X C R™ heifst ein Kegel, wenn
X = cone(X) = {Axg + -+ + Aexx [{x1, .., xk} € X, A > 0}

Definition 2.4 (Matrixkegel). Sei A € Z™*™, S_w S, ={L,...,n}, T_wW Ty ={1,...,m}.
Der zu diesen Teilmengen gehorige Kegel sei definiert durch durch

C(S_, S, T, TH,A) == {xeR™|x; <OVieS_;x; = 0Vie Sy
(AX)]' <O0vj e T_; (AX)]' > 0vj € T}
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Definition 2.5 (Erzeugendensystem eines Kegels). Eine endliche Teilmenge {x,, ..., xy} eines Ke-
gels X heifst ein Erzeugendensystem oder ein Generatorsystem, wenn

X={Mx1+- - +MXr | Al,..., A = 0}

Das Erzeugendensystem heifst ganzzahlig, wenn alle darin enthaltenen Vektoren nur ganzzahlige
Eintrige haben.

Definition 2.6 (Kegelnorm). Sei C durch endlich viele, ganzzahlige Vektoren erzeugt. Dann sei

[IC]| := miny{max,cullull| U Erzeugendensystem von C}

Allgemein gilt, dass jeder Kegel, der als endlicher Schnitt von Halbrdumen entsteht (jeder poly-
hedrale Kegel) durch endlich viele Vektoren erzeugt wird (siehe z.B. [Zie95]). Der oben definierte
Matrixkegel hat in unserem Fall insbesondere auch ein ganzzahliges Erzeugendensystem, wie di-
rekt aus der vollstindigen Unimodularitit der Matrix A folgt. Fiir rationale Matrizen folgt die
Existenz eines rationalen Erzeugendensystems aus der Cramerschen Regel und dann kann man
mit Skalieren ganzzahlig machen [Bal95a].

Damit kann nun die Laufzeit des bekannten Losungsalgorithmus angegeben werden:

Definition 2.7. Sei A € Z™*™,

6(A) = maXS,,S+,T,,T+{||(S—) S+)T—)T+)|| ‘ S_d S+ = {L ..,TL},T_ S T+ = {1) )m}}

Theorem 2.13. Sei A € {0,1, —1}™*™, §(A) polynomial in m und n und log, ||bl|« polynomial in
n und m. Dann kann das Sub-Problem in stark polynomialer Zeit gelost werden.

Sei A(A) das Maximum der Absolutwerte der Subdeterminanten von A. Dann gilt folgendes
Lemma:

Lemma 2.14. Es gilt stets: 5(A) < A(A).

Fiir schwache Polynomialitdt wiirde es also ausreichen, wenn man zeigen konnte, dass die Sub-
determinanten der Matrix A polynomial in n und m beschrinkt sind. Dann kann das Problem
mit dem Algorithmus von Hochbaum und Shanthikumar gelst werden.

In bestimmten Spezialfdllen kann §(A) generell beschriankt werden. Fiir Matrizen mit hochs-
tens zwei Nichtnulleintrigen pro Zeile folgt beispielweise 5(A) = 1.

2.3.5 Anwendung der Resultate

In diesem Abschnitt werden Schritte dahin unternommen, die im vorherigen Abschnitt vorge-
stellten Resultate auf das MTCP-Problem anzuwenden und dabei méglichst eine polynomiale
Losung des Problems zu finden.

Diese Schritte werden anhand eines Beispiels illustriert. Sei G der kleinste zuldssige Graph in
L-Form fiir das MTCP-Problem auf 8 Knoten und 10 Kanten (Bild). Die Kanten seien zeilenweise
nummeriert.
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Die Zielfunktion fiir das quadratische Programm ist dann
Xq - (X1 + X2 + X6 +%7) + %6 - (X3 + X8 +X9) + %1 - X3 + X5(x2 + X7) + %9 - (X7 + X10) + X8 - X10-
Um einfacher eine symmetrische Matrix benutzen zu konnen, wird die Zielfunktion nun durch
2%4 - (X1 +%2 + %6 +x7) +2x6 - (X3 +Xxg +X9) + 2X1 - X3 + 2x5(X2 +X7) + 2X9 - (X7 +X10) + 2Xg8  X10

ersetzt, was an der Optimalitdt von Losungen nichts dndert.
Die Q-Matrix hat dann die Gestalt

0011O0O0O0O0O0UO
00011 O0O0O0OO0OTDO
1 00001 0O0O00O0
1100011000
010 0O0O0T1TO0TO0UPO0
00110O0O0T1T10
00011 0O0O0OTI10O0
000 O0O0OT1O0O0TO0T71
000 O0O0OT1T1TO0TUO0T1
000 O0O0OO0OO0OT1T1FP0

In dieser Form ergibt sich ein Problem mit der Konvexitdt, denn diese Matrix ist nicht positiv
semidefinit. Da die Matrix symmetrisch und reell ist, wiirde es geniigen, fiir positive Semidefini-
theit schwache Diagonaldominanz herbeizufiihren.

Es gilt ndmlich:

Theorem 2.15. [Ger31][Kreissatz von Gerschgorin] Sei A komplexe n x n-Matrix mit Eintrigen

ayj. Sei
=) layl.
jAL
Sei B(aii, i) die abgeschlossene Kreisscheibe um ai; in der komplexen Ebene (eine Gerschgorin-
Scheibe). Dann gilt:
Jeder Eigenwert von A liegt in mindestens einer der Gerschgorin-Scheiben.

Korollar 2.16. Reelle symmetrische Matrizen mit schwacher Diagonaldominanz sind positiv semi-
definit.

Beweis. Reelle, symmetrische Matrizen haben nur reelle Eigenwerte. Aus der schwachen Diago-
naldominanz folgt, dass die Gerschgorin-Scheiben alle in R vollstindig enthalten sind. Damit
sind alle Eigenwerte grofier gleich 0 und es folgt die Behauptung. O

Gesucht ist nun also zundchst eine Matrix L, die vollstindig unimodular ist und die Eigenschaft
hat, dass mit einer geeigneten Matrix D Q = LT DL gilt. Die Matrix D wird hier nicht benétigt.
Offenbar kann die Matrix Q nicht aus einer Matrix L durch Q = L"L hervorgehen, da Q nicht
positiv semidefinit ist. Man kann aber eine Matrix L finden, die die Matrix Q zumindest abseits
der Hauptdiagonalen erzeugt.
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Die Matrix L hat soviele Zeilen wie es Knicke im Ausgangsgraphen gibt, die Kosten verursa-
chen. Die Anzahl der Spalten entspricht der Anzahl der Kanten im Originalgraphen. Man konnte
die Matrix als Knicke-Kanten-Inzidenzmatrix bezeichnen. Sie entsteht wie eine Inzidenzmatrix:
Ein Eintrag ist gleich 1, wenn der Knick in Zeile 1 die Kante in Spalte j benutzt, sonst 0.

Im vorliegenden Fall ergibt sich also folgende Matrix:

—

I
S O O O O OO OO O O~
S O O O O O O OO~ HH OO
S O OO OO OO +H OO O
S O O O O = H OO O -~ O
S O H O O O O O O~ O O O
O O O = O O HMHMHOOOO
S O = O - M- O OO OO O O
O R O O O O O~ O O O O O
—_ O O = H O O O O O O O O

_——_ 0 O O O O O O O o o O

Durch Multiplikation erhélt man

L. LT =

O O O O O O = = O
O O O O O = = O N O
O O O O = O OO
SO O O = = O bk O = =
SO O O = O N OO — O
O = = O W O = = OO
O = O WO == O O O
— O N O = O O O O O
—_ W O~ = OO 0O oo
N = = O O O O O O O

Die Diagonaleintriage geben dabei fiir jede Kante an, an wieviel kostenden Knicken sie beteiligt
ist.

Da die Anzahl der Kanten in jeder Losung durch die Kreisstruktur vorgegeben ist (sie ist stets
gleich der Anzahl der Knoten), verandern Nichtnulleintrdge auf der Diagonalen die optimale
Losung nicht, solange sie alle gleich sind. Dann entsprechen sie namlich nur der Addition der
stets gleichen Konstanten auf den Zielfunktionswert.

Offenbar sind in der Matrix LT - L die Diagonaleintrige aber nicht von gleichem Wert. In dieser
Form wird eine Optimallosung Kanten vermeiden, die an vielen kostenden Knicken beteiligt sind.

Da nur bindre Werte zugelassen sind, ldsst sich diese Abweichung durch den linearen Anteil
wieder ausgleichen.
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Bezeichne A die Matrix
A 0
A= L I
—L I

Dabei ist I die quadratische Einheitsmatrix der Grofle N. Kénnte man nun zeigen, dass 5(A)
polynomial in n und m beschrinkt ist, erhielte man direkt die Polynomialitét des Problems durch
Anwendung der Resultate aus [Bal95a] und Benutzung des Algorithmus von Hochbaum und
Shantikumar in [HS90].

Um herauszufinden, ob die Matrix A aus dem letzten Abschnitt vollstindig unimodular ist,
kann man zunichst bei sehr kleinen Instanzen explizit alle Submatrizen generieren und tiber-
priifen. Bei diesen Versuchen traten vollstindig unimodulare Matrizen auf.

Um grof3ere Beispiele untersuchen zu konnen, werden nun Netzwerkmatrizen eingefiihrt. Die-
se bilden die Grundlage des Algorithmus von Seymour zur polynomialen Erkennung von voll-
stindig unimodularen Matrizen [Sey80].

2.3.6 Netzwerkmatrizen

Definition 2.8. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und sei T = (V,t') ein spannender Baum
auf G. Sei M m x n—Matrix mit m = |E'| und n = |E|. Fiire = (u,v) € Eund e’ € E sei

+1 der (u,v)-Pfad in T benutzt e’ vorwirts
Mere = —1 der (u,v)-Pfad in T benutzt e’ riickwdrts
0  der (u,v)-Pfad in T benutzt e’ nicht

Dann heifst M eine Netzwerkmatrix.

Da T spannend ist, muss G zusammenhéngend sein. Jede Spalte der Matrix M identifiziert den
in T eindeutigen Weg zwischen den Endpunkten der zu der Spalte gehérenden Graphkante.

Theorem 2.17. [CCPS98] Netzwerkmatrizen sind vollstindig unimodular.

Konnte man also zeigen, dass es sich bei der Matrix A aus dem letzten Abschnitt um eine
Netzwerkmatrix handelt, erhielte man die polynomiale Losbarkeit des MTCP-Problems. Es wird
nun zunichst ein polynomialer Algorithmus zur Erkennung von Netzwerkmatrizen beschrieben.
Die Beschreibung folgt [Sch98].

In dem Fall, dass die Matrix pro Spalte nur hdchstens eine 1 und eine —1 enthélt (sonst 0), ist
die Matrix genau dann vollstindig unimodular, wenn sie eine Netzwerkmatrix ist. Dies kann mit
dem Kriterium von Ghouila-Houri entschieden werden:

Theorem 2.18 (Ghouila-Houri-Kriterium). [GH62] Sei M Matrix mit allen Eintrigen aus{0,1, —1}.
Dann ist M genau dann vollstindig unimodular, wenn sich jede Familie von Spalten von M in zwei
Teile zerlegen ldsst, so dass die Summe der Spalten in einem Teil minus die Summe der Spalten in
dem anderen Teil ein Vektor mit Eintrigen ausschliefSlich in {0,1, —1} ist.
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Dazu definiert man einen Graphen G, die Knoten von G, vy, ..., vy, seien mit den Zeilen von
M identifiziert. Zwei Knoten i und j seien durch eine Kante verbunden, wenn es in M eine Spal-
te gibt, die Nichtnulleintrége in den Zeilen i und j mit dem gleichen Vorzeichen hat. Zusitzlich
seien zwei Knoten durch einen Weg der Lange 2 (mit einem zusétzlichen neuen Knoten) verbun-
den, wenn es eine M eine Spalte mit zwei Nichtnulleintrdgen in den Zeilen i und j hat, diesmal
mit verschiedenen Vorzeichen. Dann gilt: Die Zerlegung aus dem Kriterium von Ghouila-Houri
existiert genau dann, wenn der Graph G bipartit ist.

Man kann nun also annehmen, dass es mindestens eine Spalte mit mindestens drei Nichtnul-
leintrdgen gibt. Fiir jedes i € {1,..., m} wird dann ein ungerichteter Graph G; = (V;, E;) mit der
Knotenmenge Vi{l,..., m} \ {i} definiert. Setze

Ei={{k e {L...m\{iD?* Ire{l,....,n}: Myy =0A My # 0 # Mg Ak # L}

Zwei Knoten k, £ sind also genau dann in E; durch eine Kante verbunden, wenn es eine Spalte
r gibt, die in der i-ten Zeile eine 0 und in der k-ten und {-ten Zeile Nichtnulleintrage hat. Dann
gilt:

Lemma 2.19. Sei M m x n-Matrix mit Eintrigen aus {0,1, —1}. M habe mindestens eine Spalte mit
mindestens drei Nichtnulleintrdgen. Dann gilt:
Ist M eine Netzwerkmatrix, so ist einer der Graphen G; unzusammenhdngend.

Beweis. Sei M Netzwerkmatrix, M komme vom Graphen G und dem Baum T her. Dann hat T
einen (ungerichteten) Pfad der Lange 3 (aufgrund der Spalte mit mindestens drei Nichtnullein-
trigen und der Definition von Netzwerkmatrizen). Sei e; die mittlere Kante eines solchen Pfades.
Da T ein Baum ist, gibt es zwei Kanten ey und ey, die in verschiedenen Zusammenhangskom-
ponenten von T \ {e;} liegen. Dann folgt: Jeder Pfad, der die Kanten ey und e, benutzt, muss
auch ej benutzen, insbesondere hat jede Spalte Nichtnulleintrdgen in der k-ten und {-ten Zeile
einen Nichtnulleintrag in der k-ten Zeile. Daher folgt nach Definition der Gj, dass G; unzu-
sammenhéngend ist, denn die Endpunkte der Kanten ey und e; konnen in Gj nicht verbunden
werden. O]

Greift das Ghouila-Houri-Kriterium also nicht, besteht der niachsten Schritt darin, den Zu-
sammenhang der Graphen G; zu priifen. Findet man keinen unzusammenhingenden Graphen,
so ist M keine Netzwerkmatrix. Sonst sei ohne Einschrinkung G; unzusammenhingend. Seien
Cy,..., Cp die Zusammenhangskomponenten von G;. Bezeichne mit M; die i-te Zeile von M.

Setze W := supp M; und W; := Wnsupp(M;) fiir i > 2. Sei Uy die Vereinigung der W; tiber
die Knoten i in der k-ten Zusammenhangskomponente.

Definiere den Graphen H. Seine Knoten entsprechen den Zusammenhangskomponenten Cy, . ..

Es seien Cy und C; genau dann durch eine Kante verbunden, wenn gilt:

HiECkZUe,@Wi/\UeﬁWi#@/\HjECe:uk,@Wj/\ukﬂWj75(2)

Fiir jede Komponente Cy sei My die Submatrix bestehend aus der ersten Zeile von M und den
Zeilen von M mit Index in Cy. Dann gilt:
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Theorem 2.20. [Sch98] M ist Netzwerkmatrix genau dann, wenn H bipartit ist und My fiir alle
k =1,...,p Netzwerkmatrizen sind.

Fiir den Beweis siehe die angegebene Referenz. Das Theorem impliziert, dass die Eigenschatft,
eine Netzwerkmatrix zu sein, in Polynomialzeit mit Algorithmus 1 iberpriift werden kann.

Input : m x n-Matrix M
Result : True, wenn M Netzwerkmatrix, sonst False
if es gibt Eintrag M ; mit My; ¢ {0,1, —1} then
| Return False;
end
if jede Spalte von M hat hochstens zwei Nichtnulleintrige then
konstruiere Graphen G;
Return istBipartit(G);

end

existsDisconnected := False;

fori=1,...,mdo
Konstruiere Graphen Gj;

if G ist unzusammenhingend then
‘ existsDisconnected := True;

break;
end
end

if — existsDisconnected then
| Return False;

end
Konstruiere Graphen H aus unzusammenhdngendem Gj;
if — H bipartit then
| return False;
end

for Cy, Zusammenhangskomponente von G; do
Konstruiere Submatrix My;

if — NetzwerkMatrix(My) then
| Return False;

end
end
Return True;
Algorithmus 1 : Polynomiale Erkennung von Netzwerkmatrizen

Zur Analyse gentigt es zunachst, die Matrix

A

L
zu untersuchen. Kann man von dieser zeigen, dass sie nicht vollstindig unimodular ist, so kann
auch A nicht vollstindig unimodular sein.
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Dazu wurde zunichst die Matrix des vollstindigen 4 x 2-Gitters aus der obigen Konstruktion
untersucht. Diese hat (bei Nummerierung entsprechend der Abbildung) die Gestalt aus Tabelle
2.3.

1 00000 O0O0T1 00O
1100 00 O0O0T1O0
01 100O0O0OO0OO01
001 1O0O0O0O0TO0TDO
0001 10O0O0OTUO0OTDO
0000110001
0000 O0T1 1 O0T1P0O
0000 O0O0OT1T1TG0OFDO
100 0 0 O0O0OT1O0UPO
L= 1 00 0 0 O0O0O0OTI1O
0100 O0O0O0O0OT1T0O0
01 00 0 OOUOO1
001 00 O0O0O0O0OTO0OT1
001 10O0O0UO0OTUO0OODO
0001 1O0O0O0O0DO0
00001 O0O0OO0OO0I1
0 000 O0OT1O0TO0TO0OT1
0000 O0O1 O0O0OTI1FPWO
0000 O0OO0OT1IO0T1FPO0
0000 O0OOT1TT1TFUO0OFPO

Tabelle 2.3: AL-Matrix des 4 x 2-Gitters

Mit Hilfe des Erkennungsalgorithmus fiir Netzwerkmatrizen konnte gezeigt werden, dass es
sich bei Matrix L; um eine Netzwerkmatrix handelt. Dann wurde ein vollstindiges 4 x 3-Gitter
ausprobiert mit Ubernahme der bisherigen Nummerierung, siehe Abbildung.

Man erhilt die Matrix in Tabelle 2.4.

Dabei wurde festgestellt:

Bemerkung 2.21. L, ist keine Netzwerkmatrix.

So kann schon nach einem Rekursionsschritt kein unzusammenhéngendes G; mehr gefunden
werden.

Dies schliefit die vollstindige Unimodularitdt der Matrix natiirlich nicht aus. Mit Hilfe ei-
ner vollstindigen Implementierung des Seymourschen Dekompositionsalgorithmus von Matt-
hias Walter konnte jedoch eine verletzende Submatrix identifiziert werden.

Die Submatrix mit den Zeilenindizes

(11, 20, 21, 23, 26, 31, 34)

und den Spaltenindizes
(5,6,10,12,14,16,17),
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2.3. Generische Losungsversuche fiir MTCP

0 000 0 O0OOTP O
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000 0 0O
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Tabelle 2.4: AL-Matrix des 4 x 3-Gitters
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gegeben durch Tabelle 2.5, hat Determinante 2.

<

I
S O O O~ = O
S O = = O O O
S OO~ = O O
S = = O O O O
—_ o O O O = O
S = O O O O
—_ o O O O O

Tabelle 2.5: Verletzende Submatrix der AL-Matrix des 4 x 3-Gitters

2.4 Problemangepasste Losungsansatze fiir MTCP

Wiihrend im letzten Abschnitt allgemeine Losungsansdtze fiir das MTCP-Problem betrachtet wur-
den, folgen nun Ansitze, die direkt auf das Problem zielen und fiir andere nur mit Anpassungen zu
gebrauchen sind.s

2.4.1 Polynomialitat des MTCP-Problems

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass das MTCP in Polynomialzeit gel6st werden kann.
Dazu werden zwei verschiedene Ansitze gezeigt, von denen einer am Ende zum Ziel fiihrt.

Urspriingliche Idee Zunichst wird in diesem Abschnitt eine Idee vorgestellt, die sich als fiir
das MTCP-Problem zumindest ohne weitere Ideen nicht als passend herausgestellt hat. Diese
kann aber moglicherweise zur Reduktion von dhnlich gearteten Problemen und mit Modifika-
tionen eventuell sogar fiir Cover-Probleme benutzt werden, daher wird sie zumindest erwahnt.

Das Knotengadget (s. Abbildung 2.5) steht fiir jeweils einen Knoten des originalen Gitters. Die
dick eingezeichneten Linien dienen zur Verbindung der Knotengadgets untereinander entspre-
chend der Verbindung der originalen Knoten. In der Reduktion entspriche die Auswahl einer
dicken Kante der Nichtauswahl dieser Kante im Originalgraphen. In dieser Form war das Gag-
det fiir das Partitionierungsproblem gedacht. Die Probleme, die hierbei auftreten, sind zweierlei.
Zuerst wére zu nennen, dass in dieser Form keine Partition erzwungen wird. Denn es konnen
einerseits “gegeniiberliegende” Knicke, also z.B. NW und SE, beide benutzt werden zu Kosten 2.
Das wird aus Kostengriinden nicht auftreten, denn es konnen stattdessen ebensogut zwei gerade
Knicke ausgewihlt werden, also NS und EW.

Das andere Problem, das noch schwerwiegender auftéllt und den Reduktionsversuch auf diese
Art und Weise zum Scheitern gebracht hat, besteht darin, dass der Knoten nicht iiberdeckt wer-
den muss. Benutzt man das Gadget also so, wie es in der Abbildung zu erkennen ist, besteht eine
Optimallésung darin, dass kein Knotengadget tiberdeckt wird, also alle dicken Kanten benutzt
werden. Dann haben alle ausgewéhlten Kanten Kosten von 0. Dies lésst sich auf verschiedene Ar-
ten beheben. So kann zum Beispiel das Gewicht der Verbindungskanten erhht werden oder es
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Abbildung 2.5: Knotengadget

konnen auch gewisse Anderungen in dem Gadget durchgefiihrt werden wie das Einfithren von
zwei zusétzlichen Knoten, die beide durch Knoten aus dem urspriinglichen Gadget saturiert wer-
den miissen und dadurch eine Uberdeckung erzwingen. Alle diese Moglichkeiten bringen jedoch
immer auch eigene Schwierigkeiten mit sich, so lieflen sich zum Beispiel mit letzerer Methode
nach Einfithrung der zusitzlichen Knoten die Abbiegekosten nicht mehr fiir alle Abbiegearten
erzwingen.

Die Reduktion Nun wird die eigentliche Reduktion erklirt, diese benutzt das Knotengadget
aus Abbildung 2.6.

Das fiir die Reduktion benutzte Knotengadget ist in Abbildung 2.6 dargestellt. In einem perfek-
ten Matching miissen in dem Gadget die Knoten 1 und 2 mit zwei der Knoten N, E, S, W verbun-
den werden. Offenbar bleiben stets zwei Knoten {ibrig. Diese miissen durch die Verbindungen zu
den anderen Knotengadgets gematcht werden.

Die horizontalen und vertikalen Verbindungen zwischen den Knotengadgets sind in den Ab-
bildungen 2.7 und 2.8 dargestellt. Um Schwierigkeiten bei der Kostenerhaltung aus dem Weg zu
gehen, wird definiert:

Definition 2.22. Sei G der Graph, der entsteht, wenn man die Knoten von G durch die Knotengad-
gets aus Abbildung 2.6 und die horizontalen und vertikalen Kanten durch die in den Abbildungen
2.7 und 2.8 zu sehenden Verbindungsgraphen ersetzt.
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...... @ 0 @ —2 @ 0 @

Abbildung 2.7: horizontale Knotenverbindung fiir MTCP-Reduktion

Ein perfektes Matching im Graphen M heifSe zuldssig, wenn folgende Regeln beriicksichtigt wer-
den:

o Werden in einem Knotengadget die Zentralknoten 1 und 2 mit den Knoten S und € verbunden,
so ist stets S mit dem Knoten 2 und £ mit dem Knoten 1 verbunden.

o Werden in einem Knotengadget die Zentralknoten 1 und 2 mit den Knoten S und N verbun-
den, so ist stets S mit dem Knoten 2 und N mit dem Knoten 1 verbunden.

o Werden in einem Knotengadget die Zentralknoten 1 und 2 mit den Knoten S und W verbun-
den, so ist stets S mit dem Knoten 1 und W mit dem Knoten 2 verbunden.

o Werden in einem Knotengadget die Zentralknoten 1 und 2 mit den Knoten N und W verbun-
den, so ist stets N mit dem Knoten 2 und W mit dem Knoten 1 verbunden.

o Werden in einem Knotengadget die Zentralknoten 1 und 2 mit den Knoten N und E verbun-
den, so ist stets N mit dem Knoten 2 und E mit dem Knoten 1 verbunden.

o Werden in einem Knotengadget die Zentralknoten 1 und 2 mit den Knoten £ und W verbun-
den, so ist stets E mit dem Knoten 1 und W mit dem Knoten 2 verbunden.

Ziel dieses Abschnitt ist das Theorem:

Theorem 2.23. Sei G = (V, E) Gitter. Sei G der Graph, der entsteht, wenn man die Knoten von G
durch die Knotengadgets aus Abbildung 2.6 und die horizontalen und vertikalen Kanten durch die
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Abbildung 2.8: vertikale Knotenverbindung fiir MTCP-Reduktion

in den Abbildungen 2.7 und 2.8 zu sehenden Verbindungsgraphen ersetzt. Fiir ein Matching in G
sei die Summe der Kantengewichte, fiir eine Losung des MTCP-Problems in G seien die Knickkosten
die Zielfunktion. Dann gilt: Es gibt eine bijektive, kostenerhaltende Abbildung von der Menge der
zuliissigen perfekten Matchings in G in die Menge der Losungen des MTCP-Problems in G.

Korollar 2.24. Das MTCP-Problem kann in O(n®) mit dem ungarischen Algorithmus nach Kuhn
& Munkres gelost werden.

Sei M ein perfektes Matching in G. Jedem Knoten in G entspricht ein Knotengadget in G und
jeder Kante eine horizontale bzw. vertikale Verbindung in G. Sei R(V) fiir einen Knotenv € G bzw.
R(e) fiir eine Kante in G der entsprechende Teilgraph des Graphen G (die Verbindungskanten
sollen zu den Kantengadgets gehoren).

Die Losung fiir das MTCP-Problem wird nun fiir jeden Knoten und jede Kante einzeln kon-
struiert. Zu jeder Kante e miissen in R(e) die Knoten K; und K, tiberdeckt werden. Das kann auf
genau zwei Arten geschehen: Entweder wird die Kante zwischen K; und K; ausgewdhlt oder es
werden die beiden anderen Kanten ausgewdhlt. Ersterem entspricht die Auswahl der Kante in G,
letzterem die Nichtauswahl der Kante.

Jeder Knoten in G muss durch genau einen Knick einer der Arten NS, EW, NE, SE, NW, EW
tiberdeckt werden. Betrachte fiir einen Knotenv € V das Gadget R(v). In R(v) miissen die Knoten
1 und 2 iiberdeckt werden. Auf diese Weise werden genau zwei Richtungen durch Kanten mit 1
und 2 verbunden und zwei nicht. Seien D; und D diese Richtungen. Dann wird im Knoten v ein
Knick in die Richtungen D; und D, ausgewihlt. Offenbar ist dann jeder Knoten in G durch genau
einen Knick iiberdeckt und die Graderhaltungsbedingungen in G sind erfiillt, weil sie auch in G
tiber die Verbindungsgadgets hinweg erfiillt werden miissen (sonst blieben Knoten untiberdeckt).
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Lemma 2.25. Sei G = (V, E) Gitter mit einer Losung des MTCP-Problems. Bezeichne St die An-
zahl der Siidost-, SW die Anzahl der Siidwest-, NW die Anzahl der Nordwest-, NE die Anzahl der
Nordost-, NS die Anzahl der Nordsiid- und EW die Anzahl der Ostwestknicke. Dann gilt:

SE+SW+NW +NE =2 (NE+SE)
Zum Beweis des Lemmas wird ein weiteres Lemma benutzt:

Lemma 2.26. [KV00] Fiir jeden Graphen G = (V, E) gilt
D 15(v)l = 2[E| (2.10)

vev
Lemma 2.27. Sei G = (V, E) Gitter mit einer Losung des MTCP-Problems. Bezeichne St die An-
zahl der Siidost-, SW die Anzahl der Siidwest-, NW die Anzahl der Nordwest-, NE die Anzahl der
Nordost-, NS die Anzahl der Nordsiid- und EW die Anzahl der Ostwestknicke. Sei E; = Hp USy
disjunkte Vereinigung der horizontalen Kanten und der vertikalen Kanten. Dann gilt

SE+NE+NW+SW+2-EW =2 (JH|) (2.11)

Beweis. Die Knoten von L lassen sich in drei Klassen unterteilen: Die Knoten, an denen keine
horizontale Kante ausgewihlt wird, die, an denen eine horizontale Kante ausgewéhlt wird und
schlief3lich die Knoten mit Knick EW. Der Horizontalgrad der Knoten des erstes Typs ist gleich
0, des zweiten Typs gleich 1 und des dritten Typs gleich 2. Da die Koeffizienten auf der linken
Seite von Gleichung 2.11 genau dem durch die Knicke entstehenden Horizontalgrad entsprechen,
folgt die Behauptung.

O

In der Formel steht auf der rechten Seite also eine 2, weil jede horizontale Kante einmal auf
ihrer linken Seite durch einen Knick der Form SE,NE der EW und einmal auf ihrer rechten Seite
durch einen Knick der Form SW,NW oder EW gezihlt wird. Aus dieser Uberlegung erhilt man:

Lemma 2.28. Die Bezeichnungen seien wie im letzten Lemma. Dann gilt
SE + NE+EW = [Hy |

und ebenso gilt
SW+NW + EW = [Hy|

Man erhalt also:

SW+NW +EW =SE+ NE +EW
Durch Subtraktion von EW auf beiden Seiten ergibt sich

SW+NW =SE+ NE
So erhélt man Lemma 2.25.
Es folgt die Analyse des Gadgets aus Abbildung 2.6. Wie die Auswahl eines Knicks der Auswahl

eines partiellen Matchings in dem Gadget entspricht, wurde bereits oben erldutert. Es wurden nun
die minimalen Kosten der getroffenen Kantenauswahl gelistet:
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NS
EW
SE
SW
NE
NW

S N O NN

Ein Knick heifle echt, wenn er nicht von der Form NS oder EW ist.
Folgendes Lemma wird sich im Weiteren als niitzlich erweisen:

Lemma 2.29. Ein Geradenstiick auf einem Kreis C sei eine inklusionsweise maximale Abfolge von
unechten Knicken zusammen mit den echten Knicken an dem Ende der Abfolge. Dann gilt: Die
Anzahl der Knicke in C ist gleich der Anzahl der Geradenstiicke in C.

Die Aussage folgt dann auch direkt fiir Kreispartitionierungen.

Ziel ist nun zu zeigen, dass die von dem Matching verursachten Kosten den Abbiegekosten
entsprechen. Dazu wird zunéchst gezeigt, dass diese Aussage fiir jedes Geradenstiick gilt. Dann
kann man die Aussage auf Kreise und damit auf Kreispartitionierungen hochziehen.

Lemma 2.30. Geradenstiicke verursachen Kosten von 1.

Beweis. SeiL ein Geradenstiick mit k42 Knoten. Dann enthélt L k+1 Kanten. Diese entsprechen
Verbindungsgadgets mit Gesamtkosten —2 - (k +1) = —2k — 2.

Nach Lemma 2.25 kann man annehmen, dass jeder echte Knick Kosten von 3 verursacht. Wei-
terhin gibt es auf dem Geradenstiick L k Knoten mit unechtem Knick, diese verursachen Kosten
von 2 - k. Da es sich um Kreise handelt, jedes Geradenstiick also zu genau zwei echten Knicken
und zu jedem echtem Knick genau zwei Geradenstiicke gehoren, zahlt man zur Vermeidung von
Doppelung fiir jedes Geradenstiick nur einen der beiden echten Knicke. Man erhalt Gesamtkos-
ten von

3+42-k—2k—2=1
Jedes Geradenstiick verursacht also Kosten von 1. O

Damit folgt mit der oben angegebenen Konstruktion die Behauptung aus Theorem 2.23.

2.5 Untersuchungen zu weiteren Problemen

In diesem Abschnitt werden weitere Probleme im Rahmen der Klassifikation untersucht.

2.5.1 Achsenparallele Uberdeckung mit Linkkosten [KACL]

Es wurde in [AKMS97] gezeigt, dass KNCW auf vollstindigen Graphen N'P—schwer ist. Die
dort benutzte Reduktion benutzt von sich aus nur bei der Uberdeckung der sogenannten U-Turn-
Gadgets nichtachsenparallele Verbindungen. Daher liegt die Idee nahe, dass man durch eine ge-
eignete Modifikation dieser Gadgets die Reduktion auf den achsenparallelen Fall iibertragen kann
und dann auch in diesem die Schwere des Problems erhalt.
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Wie man diese Reduktion jedoch iibernehmen kann, ist nicht offensichtlich. Wie sich heraus-
stellt, werden die nichtachsenparallelen Verbindungen auf entscheidende Weise benutzt. So be-
steht bei der Uberdeckung dort in den zu einer Variablen gehérigen Zeile Wahlfreiheit zwischen
der ersten und der zweiten Zeile. Diese werden dort mit den gleichen Kosten iiberdeckt (bis auf
einen vernachldssigbar kleinen Anteil). Dieser Teil der Reduktion lésst sich achsenparallel nur
schwer simulieren, da bei einfachem Ersetzen der U-Turn-Gadgets durch von Knoten gebildete
Rechtecke beim Uberdecken der oberen Zeile Kosten von 4, beim Uberdecken der unteren Zeile
jedoch Kosten von 8 auftraten. Dieser Unterschied ist aber nicht mehr vernachlassigbar klein.

Eine Idee, wie man dieser Schwierigkeit ausweicht, besteht darin, dass man erzwingt, dass die
Zusatzkosten statt bei keiner der beiden Uberdeckungsméglichkeiten wie im nichtachsenparal-
lelen Fall hier bei beiden Uberdeckungen erzwungen werden, indem man das obere Ende des
U-Turn-Gadgets eine Zeile iiber die obere der drei Variablenzeilen legt, so dass die Zusatzknicke
stets notig werden, siehe Abbildung 2.9.

Nun hat man aber das Problem, dass, anstatt bei der Uberdeckung der U-Turn-Gadgets auf
eine der freien Zeilen zu knicken und wieder weg, was Kosten von 8 verursacht 2.10, man auch
beide U-Turn-Gadgets mit Kosten 4 iiberdecken kann und dann mit weiteren Kosten von 4 beide
freien Variablenzeilen. Dadurch werden also bis auf die vertikalen U-Turn-Gadgets schon alle
Knoten iiberdeckt (Abbildung 2.11).

Um dieses Problem wiederum zu vermeiden, kann man die U-Turn-Gadgets auf der rechten
Seite so modifizieren, dass ihr oberes Ende noch eine Zeile weiter oben liegt. Dann entstehen bei
der eben skizzierten Triviallosung Kosten von 10, wihrend bei der gewollten Losung mit einer
freien Variablenzeile nur Kosten von 8 entstehen.

Nun muss man sich noch Gedanken dariiber machen, wie die vertikalen U-Turn-Gadgets kon-
struiert werden. Im nichtachsenparallelen Fall hat man die Wahlfreiheit, welche der drei Zeilen
man freildsst, dort entstehen bis auf vernachldssigbar kleine Anteile stets die gleichen Kosten.

Es wird wiederum von der Idee ausgegangen, die Kosten fiir die verschiedenen Uberdeckungs-
méglichkeiten dadurch zu egalisieren, dass eventuell auftretende Zusatzkosten bei einer der Uber-
deckungsméglichkeiten durch geeignete Konstruktion bei allen Méglichkeiten auftreten sollen.

Das alles entscheidende Problem, das hierbei auftritt, ist die Wahlméglichkeit zwischen nicht
nur zwei, sondern drei Uberdeckungsarten. Man konstruiert also wie gehabt rechteckige U-Turn-
Gadgets und zwar so, dass die oberen Gadgets ihren vertikalen Anteil nicht auf der selben Ge-
raden haben wie die unteren Gadgets. Fiir das Uberdecken von zwei U-Turn-Gadgets und zwei
Spalten werden dann also Kosten von 12 bendtigt.

Die Triviallésung, die keine der Spalten iiberdeckt, benétigt jedoch nur Kosten von 8. Kom-
biniert man diese mit der Losung fiir die Zeilen, die pro Zeile zwei teurer ist als die gewiinschte
Losung, erhilt man eine Losung, die bei hoher Spaltenanzahl billiger ist als die gewiinschte (bei
m> 3).

Eine weitere Idee, die man dann einbringen kann, ist durch Vervielfachung der Zeilen die ge-
wiinschte Losung zu favorisieren (zum Beispiel jede Zeile m—mal).

Das funktioniert aber so einfach nicht, weil dann die Losung aus Abbildung 2.12 billiger wird.
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Abbildung 2.9: Erste Abbildung zur fehlgeschlagenen HACL-Reduktion
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Abbildung 2.10: Zweite Abbildung zur fehlgeschlagenen HACL-Reduktion
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Abbildung 2.11: Dritte Abbildung zur fehlgeschlagenen HACL-Reduktion
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Abbildung 2.12: Vierte Abbildung zur fehlgeschlagenen HACL-Reduktion
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2.5.2 Partitionierung mit beliebigen Knicken und Linkkosten [KBPL]

Bei diesem Problem wird eine Familie von Kreisen gesucht, Knicke sind tiberall erlaubt. Es wird
eine Partition der Knoten gesucht und es zihlt die Anzahl der Knicke.

Sieht man sich das Problem an, kann man auf die Idee kommen, dass Knicke auflerhalb von
Knoten keinen Vorteil bringen. Das gilt zwar nicht, man kann aber die Zielfunktionswerte ge-
geneinander abschitzen:

Theorem 2.31. Zu jeder Losung von KBPL vom Wert OPT gibt es eine Losung von KNPL vom Wert
héchstens 2-OPT.

Beweis. Man kann annehmen, dass jeder Knick auf8erhalb eines Knotens in der Lésung von KBPL
zwei zu iiberdeckende Knoten als Nachbarn hat. Hat ein Knick nimlich einen Knick als Nachbarn,
kann man durch geeignetes Verschieben des Knickortes einen der Knicke einsparen, dadurch
wird die Schranke héchstens besser.

Jeder Knick auferhalb eines Knotens kann in einer Losung von KNPL durch Knicke in sei-
nen beiden Nachbarn ersetzt werden. Aufgrund der Annahme, dass Knicke stets nur Knoten als
Nachbarn haben, verdoppelt sich auf diese Weise der Zielfunktionswert hochstens.

O

Wie eben gezeigt wurde, unterscheiden sich die optimalen Zielfunktionswerte von KBPL und
KNPL hochstens um einen Faktor 2. Es soll nun gezeigt werden, dass dieser Wert auch angenom-
men wird.

Sei dazu P ein regelméfliges n — Eck. Auf jeder Kante des n-Ecks werden 5 Knoten platziert,
zwei auf den Ecken und drei im Inneren. Entferne nun aus P die Ecken.

Eine minimale Lésung von KBPL benétigt dann offensichtlich nur n Knicke, indem sie in den
Ecken knickt, die entfernt wurden.

Betrachte nun das KNPL-Problem auf P. Knicke in den Ecken sind nun nicht mehr méglich,
man muss auf Knicke in den Nachbarn der Ecken ausweichen. Diese Losung hat genau 2n Knicke.

2.5.3 Minimum-Turn Cycle Cover

Fiir das MTCC sind genau die Gitter zuléssig, die keine isolierten Punkte enthalten. U-Turns sind
erlaubt.

Beim MTCC-Problem haben die Optimallosungen der LP-Relaxation mitunter einen echt bes-
seren Zielfunktionswert als die Losungen der zugehdrigen ganzzahligen Programme.

So ist eine Optimallosung des MTCC fiir das vollstandige 3 x 3-Gitter in Abbildung 2.13 zu
sehen. Normal dicke Knicke werden mit Wert 1, dicker eingezeichnete Knicke mit Wert 2 benutzt.

Im Gegensatz dazu muss die LP-Relaxation in der Mitte nicht mit Wert 2 {iberdecken. Eine
optimale Losung der LP-Relaxation ist in Abbildung 2.14 zu sehen. Die durchgezogenen Linien
bedeuten einen Wert von 1, die gestrichelten Linien einen Wert von % Der Zielfunktionswert
betragt hier 6.

Diese Beobachtung wirft die Frage auf, wie weit (als Faktor) der optimale Zielfunktionswert der
LP-Relaxation von dem optimalen Zielfunktionswert des IPs abweichen kann (die sogenannte
Ganzzahligkeitsliicke). Die Frage konnte im Rahmen dieser Arbeit nicht geklart werden. Man
kann jedoch zeigen, dass die Liicke mindestens 2 betragt.
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Abbildung 2.13: Ganzzahlige Optimallésung des MTCC-Problems fiir das 3 x 3-Gitter

Abbildung 2.14: LP-Optimallosung des MTCC-Problems fiir das 3 x 3-Gitter

Das Beispiel fiir die Ganzzahligskeitsliicke von 2 sind die k-Treppen. Diese sind Untergra-
phen von Gittern. k bezeichnet die Anzahl der verschiedenen Zeilen. Optimallosungen fiir die
25-Treppe und fiir deren LP-Relaxation sind in den Abbildungen 2.15 und 2.16 zu sehen. Die rot
eingezeichneten Knicken in der ersten der beiden Abbildungen werden mit Wert § genommen,
die schwarzen diinnen Knicke mit Wert 1 und die fett eingezeichneten Knicke mit Wert 2.

Bei diesem Beispiel tritt eine Ganzzahligkeitsliicke von % = 1.85 auf. Allgemein ist der opti-
male Zielfunktionswert fiir das LP gleich 2k + 4 und fiir das IP 4k. Dass das LP immer diesen
Wert erreicht, ist leicht durch die Konstruktion zu sehen. Man muss argumentieren, warum das
IP nicht mit steigendem k vielleicht eine bessere Losung produziert. Da jeder Kreis auf der Trep-
pe aber wieder zum Anfang zuriickkehren muss und es keine andere Moglichkeit gibt, als wieder
tiber die Treppe zuriickzukehren (mit Ausnahme der kleinen Kreise an den Enden der Treppe)),
muss jeder der Knoten auf der Treppen (bis auf die an den Enden) zweimal tiberdeckt werden.
Zumindest von den Knoten, die nicht am Ende liegen, verursacht jeder Kosten von 2. Das liefert
eine untere Schranke von 4 - (k — 2). Fiir k — oo ist die Liicke also fiir kein € > 0 durch 2 — ¢
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Abbildung 2.15: Optimalldsung der 25-Treppe, copt = 100, dicke Kanten mit Gewicht 2

beschriankbar.

In Abbildung 2.17 sieht man eine LP-Optimallosung, die nicht halbzahlig bleibt. Alleine durch
Losen der LP-Relaxation und Multiplikation mit dem kleinsten natiirlichen k, das alle Werte
ganzzahlig macht, ist ohne weitere Schritte also bestenfalls eine 4—Approximation erreichbar.

Gomory-Chvatal-Schnitte [CF96] Betrachte das Polytop P = {x € R"|Ax < b}, A €
Z™*™, b € Z™. Der schwierige Teil, eine lineare Zielfunktion tiber die ganzzahligen Punkte in-
nerhalb des Polytops P zu minimieren, besteht darin, dass man (zumindest teilweise und implizit)
die im Inneren des Polytops liegendenden ganzzahligen Punkte ermitteln muss. Die ganzzahlige
Hiille Py von P ist definiert durch Py := conv{x € Z™ | Ax < b}.

Eine Methode, iiber die ganzzahlige Hiille von P zu optimieren, besteht darin, tiber die LP-
Relaxation zu minimieren. Ist die gefundene Optimallosung nicht ganzzahlig (beim Simplex ge-
niigt es, “nicht ganzzahlig” zu sagen. Allgemein miisste man wohl sagen: nicht in Py, denn oh-
ne Angabe eines Losungsverfahrens fiir LPs kann man ja nicht von einer optimalen Ecklosung
ausgehen), kann ein Schnitt (eine separierende Hyperebene) gesucht werden, der die gefundene
Losung unzuldssig macht. Eine zugehorige Ungleichung wird dann zum aktuellen linearen Pro-
gramm hinzugefiigt und es wird erneut gelost. Diese Schritte werden solange iteriert, bis eine
gefundene Optimallosung ganzzahlig ist. Dann gehort sie zu P; und ist eine optimale Losung des
ganzzahligen Programms. Dieser Algorithmus fithrt jedoch, da nicht spezifiert wurde, wie die se-
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Abbildung 2.16: LP-Optimalldsung der 25-Treppe, copt = 54

parierende Hyperebene liegen soll, zunachst nicht notwendig in endlich vielen Schritten zu einer
Losung.

Eine Moglichkeit, die Endlichkeit dieses Verfahrens zu erzwingen, besteht darin, die Optimal-
l6sungen der linearen Programme von der ganzzahligen Hiille durch Gomory-Chvatal-Schnitte
zZu separieren.

Definition 2.32. Seien P und P wie oben definiert. Ein Gomory-Chvdtal-Schnitt ist eine giiltige
Ungleichung der Form
ATAX < [A 1]

fiir A € R™, ATA € Z™. Dabei geniigt es, sich auf A € [0,1[™ zu beschrinken.

Der Rang-1-Abschluss von P ist definiert durch

Pi={x € P[ATAX < [ATb],A € [0,1[™ATA € Z™}.

2.6 Kiirzeste Wege in der Ebene

Definition 2.9 (Angular Shortest-Path-Problem). Gegeben sei ein Gitter G = (V,E) und zwei
Knoten s, t € V. Wieviele Knicke hat ein Weg von s nach t mindestens?
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Abbildung 2.17: Eine nicht halbzahlige LP-Optimalldsung des MTCC, rot=3, violett=1, violett
fettz%, Copt = 42

Im Rahmen der algorithmischen Geometrie gibt es eine Reihe von Untersuchen zur Berech-
nung von kiirzesten Wegen in Polygonen mit der sogenannten Link-Distance-Metrik. Diese be-
zieht sich auf die Anzahl an linearen Teilstiicken in einem Weg und entspricht damit der Knick-
metrik.

Die Berechnung von kiirzesten Wegen in Gittern mit Knickkosten ldsst sich als Berechnung
von Wegen mit minimaler Link-Distance in Polygonen mit polygonalen Hindernissen auffassen,
wenn keine U-Turns zugelassen sind. Fiir dieses Problem existiert ein Algorithmus mit Laufzeit
O(m log2 na(n)).[MRW90]

Fiir Gitter ldsst sich das Problem auf einfachem Weg durch einen modifizierten Labeling-
Algorithmus 16sen. Dieser Ansatz wird hier beschrieben.

Sei D := {N,E, S, W} die Menge der Richtungen. Seien c(d;, d2) die Kosten, in einem Kno-
ten mit Richtung d, in Richtung d, zu drehen. Diese Kosten sind also Element von {0,1, 2}. Sei
auflerdem 1(d) die Richtung, die aus d durch Linksrehung, r(d) die Richtung, die aus d durch
Rechtsdrehung entsteht.

Der Algorithmus endet spitestens nach n Schleifendurchldufen, da ein abbiegeminimaler Weg
jeden Knoten im Graphen héchstens einmal besucht.

Eine andere Moglichkeit fiir die Suche nach knickminimalen Wegen in einem Gitter, die zu den
gleichen Ergebnissen wie der vorherige Algorithmus fiihrt, ist eine Anpassung des Graphens. So
kann man jeden Knoten durch einen K4 ersetzen. Die Knoten seien quadratisch angeordnet und
die Ecken seien entsprechend der Himmelsrichtungen ausgerichtet. Horizontale und vertikale
Kanten innerhalb des K4 bekommen ein Gewicht von 0, diagonale Kanten ein Gewicht von 1.
Die Verbindungskanten zwischen den K4-Graphen entsprechen den Kanten im urspriinglichen
Graphen und haben eni Gewicht von 0. Die Auswahl der Startrichtung und der Endrichtung
spezifiziert dann in den beiden K4-Graphen zwei Knoten entsprechend der Himmelsrichtungen.
Zwischen diesen kann man dann einen kantenbasierten kiirzesten Weg in einem Graphen mit
nichtnegativen Kantengewichten suchen. Wegen des Maximalgrades von r ist m € O(n). Mit
Fibonacci-Heaps erhilt man dann eine Laufzeit von O(nlogn). [FT87].
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Input : zusammenhingendes Gitter G = (V, E), Startknoten s, Zielknoten t,
Startrichtung d

Result : Ein im Knoten s in Richtung d beginnender, in t endender abbiegeminimaler
Weg

for Knotenv € V do

for Knoten w € V do

for Richtungspaar (d;, d;) do
Initialisiere Label pred,, (w, di, d2) = 0;
Initialisiere Label dist,, (w, d;, d») := oo;

end
end

end

for Knotenv € V do

for Richtungspaar (d;, d;) mit d; # 1(1(d,)) do
pred, (v, di, d2) = (v, di1);

disty, (v, dy, d3) :=c(dy, dp);

end

end

while dist¢ (s, di, d]') = ooVdj, d]’ € Ddo

for Knotenv € V do

for Label L = (w, d;, d;) im Knoten v do

for Knoten x, der von Knoten v in Richtung d, erreichbar ist do

if dist, (w, d, dy) > dist, (w, d;, d;) then
disty (w, dy, dy) := dist,, (w, dy, do);
pred, (w, d;, d2) :=v;

end

end

if dist,, (w, di, 1(dy)) > disty((w, d;, d;) + 1 then
dist, (w, di, 1(dy)) := dist, ((w,d;, d2) + 1;

Predv (W9 di, 1(d2)) = (V7 dZ);

end

if dist,, (w, dj, r(dy)) > dist, ((w, d;, dz) + 1 then

dist, (w, di, 1(dy)) := dist,((w,d;, d2) + 1

pred, (w, di, 1(dz)) :== (v, da);

end

end

end

end

Sei disty (s, di, dj) # o003

preds := (;

while pred, (s, di, dj)! = (s, di) fiir alle di, € D do
preds += pred, (s, di, d;);
prev := pred, (s, di, d;);
(t, dj) := prev;

end

reverse(preds);

return preds;

Algorithmus 2 : Suche nach einem abbiegeminimalen Weges in einem Gitter
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Wihrend im letzten Kapitel die Probleme gemaf3 der Klassifizierung eher theoretisch untersucht
werden, soll es nun in diesem Kapitel um Ansitze gehen, die die Probleme moglichst bis zur
Optimalitdt 16sen. Dazu werden neben selbstimplementierten Algorithmen der Losungscode fiir
nichtbipartites Matching von Ed Rothberg (http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/
matching/weighted/) und die Software ILOG CPLEX 11.210 benutzt.

3.1 Generieren von zufalligen Instanzen

In diesem Abschnitt werden die Vorgehensweisen fiir das Erzeugen einer Testumgebung fiir die ver-
schiedenen Probleme beschrieben.

3.1.1 Erzeugen von zufilligen Kreisen

Input : Graph G = (V, E) mit n Knoten, nummeriertals1,...,n
Result : Ein zufilliger Kreis in G, () falls Versuch gescheitert
o := zufillige Permutation von {1,...,n};
Weise dem Knoten 1 den Index o(i) zu;
Sei s zufélliger Knoten aus V;
Vi=Vn{xeV|oW) >o(s)
if es gibt Kreis C in V, der s enthilt then
| return C;

else
| return False;

end

Algorithmus 3 : Zufilliges Erzeugen eines Kreises

Die Suche nach einem Kreis in V kann dann durch eine Tiefensuche durchgefiihrt werden.

3.1.2 Minimum-Turn Cycle-Partition [MTCP]

Fir MTCP ist die Zulédssigkeitsbedingung komplex (Theorem 1.18). Man kann sich aber behelfen,
indem man zufillige Kreise erzeugt und sie unter der Bedingung der Disjunktheit zu den bishe-
rigen Kreisen zufiigt. Nach Definition des Problems ist ein Graph genau dann zuléssig, wenn er
als disjunkte Vereinigung von Kreisen geschrieben werden kann.


http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/matching/weighted/
http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/matching/weighted/
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Input : Hohe h, Breite b, Anzahl von Kreisen ¢
Result : Ein zufilliges MTCP-zuldssiges h x b-Gitter, das durch zufilliges Erzeugen von
¢ Kreisen konstruiert wurde, oder (), falls Versuch fehlgeschlagen
used := 0;
num := 0;
circ := ()
while num < c do
G := vollstindiges h x b-Gitter;
G := G—used;
if G ist kreisfrei then
| return False;
end
C := erzeugezufilligenKreis(G);
for v Knoten in C do
| used :=used + v;

end
num := num + 1;
circ := circ + C;

end
return circ;
Algorithmus 4 : Zufilliges Erzeugen einer MTCP-Instanz mit vorgegebenen Parametern

3.1.3 Minimum-Turn Cycle-Cover [MTCC]

Fiir MTCC ist jedes Gitter ohne isolierte Knoten zuldssig. Daher konnen zufillige Instanzen fiir
das MTCC-Problem recht einfach erzeugt werden:

3.1.4 Minimum-Turn Cycle-Cover No U-Turns

Fir MTCCNU ist jedes Gitter mit Minimalgrad 2 zuldssig. Der Algorithmus zur Erzeugung von
Instanzen dieses Problems ist dem Algorithmus zur Erzeugung von MTCC-Instanzen sehr dhn-
lich (Algorithmus 6).

3.1.5 Angular und MinBends TSP

Fiir TSP-Probleme gibt es keine Zuldssigkeitsbeschrankungen, zufillige Instanzen konnen also
einfach durch Erzeugung von zufilligen Koordinatenpaaren in einer umgebenden Box erzeugt
werden.

3.2 Losungsmethoden

In diesem Abschnitt werden verschiedene Heuristiken fiir das MTCC-Problem mit und ohne U-
Turns vorgestellt.
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Input : Hohe h, Breite b, Wahrscheinlichkeit p € [0,1]

Result : Eine zufalliges h x b-Gitter ohne isolierte Knoten, oder (), falls Versuch
fehlgeschlaegen

G :=leeres h x b-Gitter;

Forl <1i< h,1<j<Dbk:=Zufallszahl aus [0, 1];

if k < p then

| Erzeuge Knoten in G an Position (1,j);
end

while J isolierter Knoten v in G do
w := zufilliger potentieller Nachbar von v;

tiige Knoten w zum Graphen G hinzu;
end
return G;
Algorithmus 5 : Zufilliges Erzeugen einer MTCC-Instanz mit vorgegebenen Parametern

Input : Hohe h, Breite b, Wahrscheinlichkeit p € [0, 1]
Result : Eine zufilliges h x b-Gitter ohne isolierte Knoten
G :=leeres h x b-Gitter;
forl<i<hl1<j<bdo

k := Zufallszahl aus [0, 1];

if k < p then

| Erzeuge Knoten in G an Position (i,j);

end

end

while 3 Knoten v in G mit deg(v) < 2 do
w := zufilliger zusitzlicher Nachbar von v;

fiige Knoten w zum Graphen G hinzu;
end
return G;

Algorithmus 6 : Zufilliges Erzeugen einer MTCCNU-Instanz mit vorgegebenen Parame-
tern
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3.2.1 Minimum-Turn Cycle-Partition

Die Polynomialitit des MTCP-Problems wurde oben gezeigt. Man kénnte nun den dort beschrie-
benen Algorithmus zur Losung des Problems benutzen. Bei der Analyse des ganzzahligen Pro-
blems zeigt sich jedoch ein interessanter Effekt. In allen getesteten Instanzen war bereits die Lo-
sung der LP-Relaxation ganzzahlig. Daher wurde auf die Implementierung des Algorithmus ver-
zichtet.

3.2.2 Minimum-Turn Cycle-Cover

Mit der IP-Formulierung werden durch CPLEX Instanzen etwa bis zur Gréfle 50 x 50 optimal
gelost. Fiir grof3ere Instanzen passiert es oft, dass vor Erschopfen des Arbeitsspeichers keine zu-
ldssige Losung gefunden wird. Hier hilft eine Startheuristik.

3.2.3 Startheuristik fiir das MTCC-Problem

Input : Gitter G = (V, E)
Result : zuldssige Losung des MTCC, falls existent
C =0
T=V;
while es gibt Knotenv € T do
H = {K Kreise C, die v iiberdecken};
foreach Kreis C in H do
| ratio(C) = #{von C erstmals tiberdeckte Knoten}/Knickkosten(C)

end
C = argminratio(C);
C=CUCG;

T=T\{v|veC}h

end

Algorithmus 7 : Startheuristik fir das MTCC

Die Menge der alles iiberdeckenden Kreise findet sich dann in C.

3.2.4 Minimum-Turn Cycle-Cover No U-Turns

Schnittebenen nach Fischetti und Lodi Gomory-Chvital-Schnitte wurden in Abschnitt
2.5.3 definiert.

Das Paper von Fischetti und Lodi[FL07] beschreibt ein Verfahren, moglichst gute Gomory-
Chvital-Schnitte mit Hilfe von gemischt-ganzzahliger Programmierung zu finden.

Gesucht ist also ein Schnitt a"x < oo mit « = |[uTA] und o9 = |u'b] fiir ein u € R*.
Dabei mochte man den Unterschied zwischen der linken Seite und der rechten Seite moglichst
grofl machen.

Das kann man also MIP mit einer echten Ungleichung schreiben:
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max alx* — o (3.1
o <u'Ajj=1...,m (3.2)
% >u'b—1 (3.3)
u =>0,i=1,...,n (3.4)
o, & ganzzahlig (3.5)

Weil Variablen mit x;* = 0 nichts zur Verletzung beitragen, kann man sie im Modell weglassen
und dann als o := ul A; wieder rekonstruieren. AufSerdem kann man u; < 1 annehmen, weil
die Cuts sonst dominiert werden (man kann u durch den fraktionalen Anteil ersetzen).

Das von Fischetti und Lodi vorgeschlagene MIP-Modell sieht folgendermaflen aus:

max Z cxjx;r — o (3.6)
JET(x*)
fj =u'Aj — aj,j € J(x*) (3.7)
fo=u'b— o (3.8)
0<f; <1-35,je]J(x*)ui{o} (3.9)
0<u;<1-8i=1...,m (3.10)
«jganzzahlig,j € J(x*) U{0} (3.11)

wobei J(x*) :={j € {L,...,n}: x;‘ > 0}

Dabei sind die Slackvariablen f; = u A; — |[u' A; | explizit gemacht. Die Wahl von § kann fiir
numerische Probleme sorgen, in [FL07] wird & = 0.01 vorgeschlagen.

Um die Auswahl gleichwertiger Schnitte im MIP zu beeinflussen, wird noch vorgeschlagen, die
Zielfunktion zum Ausdruck

m
sk
max Z o j — X —Zwiui
i=1

jeJ(x*)

zu indern. Dabei wird w; := 10~* gesetzt. Dies fithrt dazu, dass im gefundenen Cut moglichst
wenige Variablen einen Wert ungleich 0 besitzen.

Iteriertes Runden Es wurde ein Verfahren entwickelt, um das IP mit Hilfe einer Reihe von
LPs zu 16sen, deren Ergebnisse gerundet werden und in das niachste LP einflieSen.

Ein dabei zu 16sendes Subproblem ist die Zerlegung einer gefundenen LP-Losung in eine Sum-
me von Kreisen mit konstantem Gewicht.

Lemma 3.1. Algorithmus 8 terminiert in Polynomialzeit.

Beweis. Jeder Schleifendurchlauf benétigt soviel Zeit wie die Bestimmung der Kreisfreiheit eines
Graphen, das geht zum Beispiel in O(m - logn). In jedem Schritt wird eine Knickvariable auf 0
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Input : LP-Lésung des MTCC-Problems
Result : Menge C von Kreisen, die die Variablenwerte aus der LP-Losung induzieren
circ := (;
while es gibt in LP-Losung Variable mit Wert grofier 0 do
Sei & kleinster positiver Wert aus der LP-Losung;
Suche Kreis C mit Gewicht & der Knick mit diesem Wert enthilt; Entferne Kreis aus
LP-Losung;
end
return cirg;

Algorithmus 8 : Kreiszerlegung fiir LP-Losung

gesetzt, die Schleife wird also hochstens 10n mal durchlaufen (die Anzahl der Knicke pro Knoten,
4 U-Turns und 6 andere). Da die Graderhaltung durch die entsprechende Bedingung im LP gilt
und bei jedem Schleifendurchlauf durch das Entfernen eines Kreises erhalten wird, lassen sich
solange Knicke finden, bis alle Variablen auf 0 gesetzt sind. O

Input : Instanz G des MTCC/MTCCNU-Problems
Result : Losung des MTCC/MTCCNU-Problems auf G
Fiir jeden Knick K sei C(K) := 0;
Sei L := LP-Relaxation des Ausgangsproblems;
Sei Lopt := optimale Losung der LP-Relaxation;
while L,y ist nicht ganzzahlig do
for Knick K in Loy do
‘ Lopt(K) = Lopt(K) — C(K);
end
Berechne Kreiszerlegung D von Lop mit Algorithmus 8;

Sei Cpax der Kreis in D mit grofitem Wert; foreach Knick K in Cp,ox do
‘ C(K) = C(K) + Cmax(K)§

end
foreach Knick K do

| L:=L+,xk >= C(K)*
end

Sei Lopt := optimale Losung von L;
end
Algorithmus 9 : Iteriertes Runden fiir das MTCC/MTCCNU-Problem

Algorithmus 9 wurde hier mit aufgenommen, auch wenn die Terminierung nicht klar ist.

Heuristik durch Matching von maximal kreisunabhangigen Mengen Zwei Knoten im
Gitter G heiflen rechteckunabhingig, wenn sie nicht auf einem Rechteck, also einem Kreis mit
genau 4 Knicken, liegen.
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Input : Instanz G des MTCC/MTCCNU-Problems

Result : Losung des MTCC/MTCCNU-Problems auf G

Sei I := ()

used := 0;

circ := ()

while es gibt Knoten v in G—used, der von I rechteckunabhingig ist do
[=T+v;

Sei K vollstandiger Graph auf [;

Setze c(v, w) :=Knickkosten eines minimalen Weges von v nach w fiirv,w € I;
Berechne kostenminimimales 2-Matching M von K;

foreach Kreis C in M do
Berechne knickminimale Wege in G zwischen den Endpunkten von Kanten in C;

Fiige die knickminimalen Wege zu einem Kreis Cpi, zusammen;
Setze circ := circ + Cpin;
end

foreach Knoten v in C;, do
| used:=used +v;

end

end

3.3 Rechenexperimente

Minimum-Turn Cycle-Partition

Mit Hilfe des oben beschriebenen Algorithmus wurde eine Testumgebung mit 1248 Instanzen
erzeugt. Diese sind allesamt Teilmengen des 50 x 50-Gitters.
Es folgt eine Tabelle mit den gefundenen Eigenschaften der Testumgebung:

Anzahl min(Hohe) max(Hohe) | min(Breite) | max(Breite)
1248 4 50 4 50
min(Kreisanzahl) | max(Kreisanzahl) | Copt Oc ot

1 132 110¢ 83.86

Die Zielfunktionswerte lagen zwischen 4 und 478.

3.4 Losungsgalerie

In diesem Abschnitt werden einige der berechneten Losungen gezeigt.

Alle beschriebenen Algorithmen wurden zu Testzwecken implementiert, es war aber keiner
der Algorithmen kompetitiv zum Branch and Bound-Verfahren von CPLEX. Daher wurde auf
die Aufnahme von Ergebnissen verzichtet. Dafiir folgen nun einige Bilder von Losungen.
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Abbildung 3.3: Lésung einer Angular CCP-Instanz, 55 Punkte, ¢ = 1739.37, LB = 1636.15, Re-
chenzeit 1 Stunde, GAP = 3.22%



4 Zusammenfassung und Ausblick

In der Arbeit wurden Uberdeckungsprobleme mit auf Winkeln basierenden Kosten untersucht.
Im ersten Kapitel wurde einen Uberblick iiber die bereits vorhandene Literatur gegeben und die
Probleme im Rahmen einer Klassifikation eingeordnet. Im zweiten Kapitel wurden eigene Un-
tersuchungen durchgefiihrt. So wurde beispielsweise erldutert, wie die klassifizierten Probleme
als ganzzahlige Programme modelliert werden konnen. Nach einer Reihe von Versuchen, die
letztendlich nicht zum Ziel fithrten, konnte gezeigt werden, dass das MTCP-Problem einen po-
lynomialen Algorithmus erlaubt. Unter dem Gesichtspunkt, dass das das lineare Programm zu
diesem Problem in allen Versuchen bereits eine ganzzahlige Losung liefert, ist das Resultat nicht
tiberraschend. Schliefilich konnten kleinere Resultate zu einigen der untersuchten Probleme er-
zielt werden. Fiir das letzte Kapitel wurde einige Bilder von Losungen angefertigt, die teilweise
optimal sind, teilweise zumindest von beweisbarer Giite.

Viele Fragen in Bezug auf Winkelkosten mussten offen bleiben. Die bedeutendsten werden nun
aufgelistet:

« Die Komplexitit des MTCC- sowie des MTCCNU-Problems sind weiterhin uneingeord-
net.

o Es ist nicht bekannt, ob diese Probleme ein polynomialzeitliches Approximationsschema
erlauben. Ein solches ist nur fiir eine Kombination von Winkel- und Lingenkosten be-
kannt.

« Bei Uberdeckungsproblemen fiir Punkte in der Ebene sind keine Approximationsalgorith-
men mit konstanten Faktoren bekannt, alle bekannten Algorithmen liefern logarithmische
Faktoren.

« Viele weitere Problemvarianten sind bisher gar nicht untersucht worden.

Wir stehen selbst enttduscht und sehn betroffen
Den Vorhang zu und alle Fragen offen.

— B.Brecht






Symbolverzeichnis

U Vereinigung von Mengen

U disjunkte Vereinigung von Mengen

In Menge aller Permutationen von n Elementen

C Echte Teilmenge

C Teilmenge oder gleich

G[X] von der Knotenmenge X induzierter Subgraph von G
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