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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem Artikel ,, Atomic routing games on
maximum congestion“ von Costas Busch und Malik Magdon-Ismail, erschienen
in ,, Theoretical Computer Science“ am 31. August 2009.

In dem Artikel geht es vorrangig um spieltheoretische Uberlegungen in
(Straflen-) Netzwerken, in denen Spieler unabhingig voneinander versuchen,
einen fiir sie optimalen Weg zu ihrem Ziel zu finden. Optimal bedeutet hierbei,
dass das Verkehrsaufkommen (im Folgenden werden wir von ,, Kosten* sprechen)
entlang eines gewéhlten Pfades moglichst gering sein soll. Dazu sollte man sich
klarmachen, dass es viele verschiedene Modelle von Verkehrsnetzen gibt, und
dadurch natiirlich auch verschiedene Auffassungen der Kosten. Die meisten Au-
toren dhnlicher Artikel [1,2,3] betrachten beispielsweise die Kosten eines Pfades
als die Summe der Kosten entlang seiner Kanten. Angewandt auf Verkehrsnetz-
werke bedeutet dies, dass die Giite eines gewahlten Pfades anhand der Anzahl
der anderen Verkehrsteilnehmer auf dem Pfad bewertet wird.

Eine weitere Uberlegung ist es, nur die Kante mit der héchsten Auslastung als
Giitekriterium heranzuziehen. Die Kosten des Pfades entsprechen dann genau
den Kosten dieser Kante.

Unter der Annahme, dass alle Verkehrsteilnehmer mit nahezu konstanter Ge-
schwindigkeit fahren, wird nur auf stark befahrenen Strafilen (Kanten) mit Be-
hinderungen zu rechnen sein. Auf weniger stark ausgelasteten Strecken ist die
Anzahl der konkurrierenden Verkehrsteilnehmer unerheblich, da keine gegen-
seitige Behinderung stattfinden wird. Insofern ist es also sinnvoll, nur die ma-
ximal auftretende Auslastung entlang eines Pfades zu betrachten. Von dieser
Vorstellung gehen auch die beiden Autoren des hier behandelten Artikels aus.
AuBlerdem nehmen sie in ihrem Modell an, dass das Verkehrsnetz einen unge-
richteten, zusammenhéngenden Graphen darstellt, und dass der Fluss durch das
Netz nicht teilbar ist, da die Spieler nur entlang eines gewéhlten Pfades fahren
und ihren Weg nicht auf mehrere Pfade aufteilen kénnen.

Das Augenmerk der Autoren liegt auf dem Beweis der Existenz eines Nash-
Gleichgewichts (Theorem 1.1), das mit der optimalen Losung fiir alle Spieler
iibereinstimmt, sowie der Herleitung einer Abschétzung fiir den Price of An-
archy - dem ,,Verhéltnis zwischen der fiir die Allgemeinheit ungiinstigsten sta-
bilen dezentralen Losung und dem sozialen Optimum”[4] (Theorem 1.2). Dies
ist insbesondere wichtig, um Voraussagen iiber das Verkehrsauftkommen und
das Verhalten der beteiligten Personen treffen zu kénnen. Bevor wir nun zum
eigentlichen Thema iibergehen, sollen hier noch einige Begriffe aus der Spiel-
theorie erkléart werden.



2 Grundlagen aus der Spieltheorie

Die Spieltheorie befasst sich mit dem Verhalten von Spielern in einem Spiel,
wobei man folgende Annahmen voraussetzt (vgl. [8]):

a) Das Gesamtergebnis hingt von den Entscheidungen aller Spieler ab; ein
Spieler kann das Ergebnis also nicht unabhéingig von den anderen Spielern
beeinflussen.

b) Jeder Spieler ist sich dessen bewusst.

c¢) Jeder Spieler geht davon aus, dass auch alle anderen sich dessen
bewusst sind.

d) Jeder beriicksichtigt bei seinen Entscheidungen die
Voraussetzungen a) bis c).

Die Grundlage der modernen Spieltheorie wurde im Jahr 1928 von John von
Neumann mit der Untersuchung von Gesellschaftsspielen gelegt. Schon wenige
Jahre darauf nutzten Mathematiker wie Oskar Morgenstern oder John Nash,
auf den das gleich néher erlduterte Nash-Gleichgewicht zuriickgeht, die Metho-
den der Spieltheorie fiir die Beschreibung wirtschaftlicher Prozesse, wodurch sie
grofle Bedeutung in der heutigen Wirtschaftstheorie erlangte.

2.1 Nash-Gleichgewichte

Unter einem Nash-Gleichgewicht versteht man einen stabilen Zustand in ei-
nem nicht-kooperativen System, in dem die alleinige Abweichung eines Spielers
von seiner Strategie keine Verbesserung seines Ergebnisses herbeifithren kann.
Nicht-kooperativ bedeutet in diesem Zusammenhang, dass sich die Spieler un-
tereinander nicht absprechen kénnen.

2.2 Der Price of Anarchy (PoA)

Erstmals verwendet wurde dieser Begriff von Elias Koutsoupias und Christos
Papadimitriou in ,, Worst-case Equilibria® [9]. Wie bereits in der Einleitung kurz
erwihnt, ist der Price of Anarchy ein Maf} fiir das Verhiltnis zwischen dem
ungiinstigsten Nash-Gleichgewicht und der optimalen Losung fiir alle Spieler.
Je kleiner dieser Wert ist, desto néher wird ein sich einstellendes Gleichgewicht
der optimalen Losung fiir alle kommen.



2.3 Der Price of Stability (PoS)

Im Unterschied zum PoA gibt der PoS das Verhiltnis zwischen dem giinstigsten
Nash-Gleichgewicht und der optimalen Losung fiir alle Spieler an. Gilt PoS=1, so
stimmt die optimale Losung mit dem giinstigsten Nash-Gleichgewicht {iberein.
Dass dies auch fiir unser untersuchtes Netzwerk gilt, werden wir im weiteren
Verlauf zeigen.

3 Beispiel: Gefangenendilemma

Die praktische Bedeutung der oben genannten Begriffe kann man sich anhand
des sogenannten Gefangenendilemmas klarmachen. Dabei geht es um zwei Ge-
fangene, denen folgende Optionen offenstehen: Sind beide gesténdig, so kommen
sie strafmildernd mit jeweils 4 Jahren Haft davon. Gesteht nur einer der beiden
die Tat, so wird der Gesténdige mit nur 1 Jahr und der andere mit 8 Jahren
bestraft. Schweigen beide, so werden sie nur zu jeweils 2 Jahren hinter Gittern
gebracht. Am besten wegkommen wiirden sie natiirlich, wenn sie beide schwie-
gen. Allerdings diirfen sie sich nicht absprechen und so besteht fiir jeden die
Gefahr, dass der andere die Tat gesteht und er selbst fiir 8 Jahre ins Geféngnis
kommt. Es bleibt beiden also nichts anderes iibrig, als iiber das Verhalten des
anderen zu spekulieren und aufgrund dessen eine Entscheidung zu treffen. Die
moglichen Ausginge des Gefangenendilemmas sind in folgender Tabelle aufge-
listet:

B gesteht B gesteht nicht
A gesteht (4,4) (1,8)
A gesteht nicht (8,1) (2,2)

Das einzige Nash-Gleichgewicht ist in diesem Fall die Kombination ,,A und B ge-
stehen®, da keiner der beiden unabhingig vom anderen seine Lage durch Andern
seiner Strategie verbessern kann. Allerdings ist dieses Gleichgewicht nicht die
beste Losung fiir beide; Nash-Gleichgewichte sind also nicht immer optimal. Be-
trachtet man als Bewertungskriterium die Summe der Haftstrafen, so ergibt sich
der Price of Anarchy zu:

Summe der Haftstrafen im schlechtesten Nash-Gleichgewicht 8 _ 9
Summe der Haftstrafen im Idealfall 4

Anschaulich bedeutet das: Wenn sich die Gefangenen absprechen kénnten, kdimen
sie dabei doppelt so gut weg. Sie miissten also nur die Hélfte der Zeit im
Geféingnis verbringen.



4 Definitionen

Eine Instanz R eines Routing-Spiels ist ein Tupel (N, G, {P;};en) mit:
e N={1, 2,...,N} ist die Menge der Spieler
e G = (V,E) ist ein ungerichteter Graph mit n Ecken

e P; ist die Menge aller Pfade fiir Spieler i, wobei Kanten nur einmal, Knoten
jedoch mehrfach enthalten sein diirfen. Jeder Pfad in P; ist ein Pfad in G
mit demselben Ausgangsknoten s; € V und Zielknoten t; € V.

Jeder Pfad p; € P; ist eine reine Strategie fiir Spieler 7. Ein reines Strate-
gieprofil bzw. Routing p = [p1, pe, ..., pn] stellt eine Kombination von reinen
Strategien dar, wobei fiir jeden Spieler genau eine reine Strategie enthalten ist.
Fiir jedes Routing p und jede Kante e € E bezeichnet die Kanten-Last C, die
Anzahl der Pfade in p, die die Kante e nutzen. In einem Verkehrsnetz entspricht
dies der Anzahl der Verkehrsteilnehmer, die entlang der Kante e fahren.

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, definieren wir fiir jeden Pfad p die Pfad-
Last (), als das Maximum aller Kanten-Lasten {iber alle Kanten in p, d.h.
Cp = maxeep Ce.

Die Netzwerk-Last C' mit C' = max.cg C,. ist die maximale Kanten-Last iiber
alle Kanten in F. Sie gibt das hochste Verkehrsaufkommen des Netzwerkes an
und wird als Ma# fiir die sozialen Kosten herangezogen. Die privaten Kosten
(Cp,) dagegen geben an, wie grof die grofite Pfad-Last fiir jeden einzelnen Spie-
ler 7 ist, d.h. mit wie viel Verkehr er maximal auf einer Kante seines gewéhlten
Pfades zu rechnen hat.

Spieler 7 ist lokal optimal im Routing p, falls jeder andere Pfad p, € P; zu
héheren privaten Kosten fithren wiirde, d.h. €}, < C/, wobei p; im Routing p
durch p) ersetzt wird.

Ein Routing p wird Nash-Gleichgewicht oder Nash-Routing genannt, falls
jeder Spieler lokal optimal ist.

Ein Routing p* ist optimal, falls es minimale soziale Kosten hat.

Die Qualitét der verschiedenen Nash-Routings wird anhand des Price of Sta-
bility (PoS) bzw. Price of Anarchy (PoA) gemessen. Bezeichne T die Menge
der verschiedenen Nash-Routings und C* die sozialen Kosten eines optimalen
Routings p*, dann ist

IoEk

PoS= inf CQ und PoA= sup %
peT peT



5 Existenz von optimalen Nash-Routings

Theorem 1.1 Fiir jedes Routing-Spiel gilt:

(i) Es gibt ein reines Nash-Routing, das optimal ist, d.h. PoS = 1.
(ii) Jedes Routing p konvergiert in endlicher Zeit gegen ein Nash-Routing.

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von Theorem 1.1. Dazu definieren wir
einen Kostenvektor C(p) = [mo(p), m1(p), ..., wobei die Komponente my(p)
fiir die Anzahl der Kanten mit Last k steht. Damit lassen sich die sozialen Kos-
ten SC ausdriicken als SC = max{k|m; > 0}.

Auflerdem definieren wir eine lexikographische Sortierung wie folgt: Seien p, p’
zwei Routings mit C(p) = [mo(p), m1(p), ...] und C(p’) = [mg(p), m1(p), --.].
Zwei Routings sind genau dann gleich (p=, p’), wenn my, = mj, fiir alle k > 0;
es gilt p<. p’ genau dann, wenn ein k* existiert mit my- < mj. und my = mj,
fir alle & > k*.

Bemerkung 5.1 Jedes minimale Routing ist optimal.

Beweis. Sei (N,G,{P;};cn) eine Routing-Instanz. Da es nur endlich viele
Routings gibt (jede Kante kann maximal einmal in einem Spieler-Pfad enthal-
ten sein!), existiert mindestens ein minimales Routing p* mit p*<, p fiir alle
anderen Routings p.

Angenommen, es gelte SC(p) < SC(p*) fiir ein anderes Routing p (d.h. die so-
zialen Kosten fiir dieses Routing sind geringer), dann wiire der maximale Index
k mit my(p) > 0 kleiner als der zu p* gehorende Index k*. Dies steht aber im
Widerspruch zu unserer Annahme p*<. p. Also muss ein minimales Routing
optimal sein. Il

Definition. Ein verbessernder Zug ist fiir Spieler i moglich, wenn er durch
Ersetzen seines Pfades p; durch einen neuen Pfad p) zu einer geringeren Pfad-
Last gelangt (geringere private Kosten!).
Das gesamte Routing p = [p1, p2, .., Di, ---, PN ergibt sich nach der Pfadénderung
von Spieler ¢ zu p’ = [p1,p2, ..., P}y s DN

Lemma 5.2 Fulls ein verbessernder Zug eines Spielers i ein Routing p in ein
neues Routing p' tiberfiihrt, so gilt p' <. p.

Beweis. Angenommen, ein Spieler ¢ dndert ein Routing p in p’ durch einen
verbessernden Zug. Dann gilt fiir dessen private Kosten Cy (p’) < Cp,(p). Sei
k = C),. Da Spieler ¢ seinen Pfad geéindert und seine privaten Kosten damit auf
einen Wert kleiner als k gesenkt hat, muss die Anzahl der Kanten mit Last k
in Routing p’ um 1 kleiner sein als in Routing p, d.h. my(p’) < my(p) — 1. Da
Kanten mit Last groBer als & durch die Pfaddnderung nicht beeinflusst wurden,
gilt m;(p’) = m;(p) fir alle j > k.

Insgesamt haben wir damit my(p’) < mi(p) und m;(p’) = m;(p) fir alle j > k,
was unsere Behauptung p’ <. p impliziert. 0O



Lemma 5.3 Jedes minimale Routing ist ein optimales Nash-Routing (PoS =1).

Beweis. Jeder verbessernde Zug eines Spielers fiihrt immer zu einer Abnah-
me der Kanten mit hoher Auslastung, da der Spieler sich einen Pfad mit we-
niger Auslastung sucht und so die Last Stiick fiir Stiick , gleichméafig” auf das
gesamte Netz verteilt wird. Es gibt nur eine begrenzte Anzahl an verschiede-
nen Routings, damit ist jede Verbesserungsdynamik endlich. Da kein Spieler in
einem minimalen Routing einen verbessernden Zug machen kann, muss jedes
minimale Routing ein Nash-Routing sein. Da auflerdem nach Bemerkung 5.1
jedes minimale Routing auch optimal ist, folgt die Behauptung.

Theorem 1.1 folgt nun aus Lemma 5.2 und 5.3. ]

6 Der Price of Anarchy in Abhéingigkeit von der
Pfadlinge

Theorem 1.2 Fir jedes Routingspiel, bei dem die Strategieprofile der Spieler
aus Pfaden mit hochstens Lange | bestehen, gilt PoA < 2(1+logn), wobei n fir
die Anzahl der Knoten des Netzwerks steht.

Bemerkung. Wir verwenden im gesamten Artikellog als vereinfachende Schreib-
weise fir den Zweierlogarithmus log,.

Zum Beweis des Theorems werden wir den Begriff des Kantenerweiterungs-
Prozesses bendtigen, sowie folgende Definitionen:

Sei R = (N, G, {P;}ien) eine Routinginstanz. Sei P = ;. i die Menge aller
Pfade aller Spieler. Die Pfadléinge [ von R ist definiert als | = maxpcp |p|.
Ein Pfad-Schnitt fiir Spieler ¢ ist eine Menge E; von Kanten, sodass jeder
Pfad im Strategieprofil P; mindestens eine Kante in F; enthilt. Die Last eines
Pfad-Schnitts (W (E;)) ist definiert als die minimale Last iiber alle Kanten in
Ei7 W(EZ) = mineeEi Ce-

Lemma 6.1 Sei p = [p1, p2, ..., pn] ein Routing, in dem Spieler i lokal optimal
ist. Dann gibt es einen Pfad-Schnitt E; fir Spieler i mit Last W (E;) > Cp, — 1.

Beweis. Da Spieler i lokal optimal ist, muss jeder Pfad im Strategieprofil P;
mindestens eine Last von Cp, —1 haben. Denn angenommen, es géibe einen Pfad
p} in P; mit Last kleiner oder gleich Cp, — 2, dann kénnte Spieler ¢ von p; nach
p} wechseln und damit seine Kosten auf hochstens Cp, — 1 reduzieren, was aber
der lokalen Optimalitdt von Pfad p; widerspricht.

Sei e(p) € p fiir jeden Pfad p € P; die Kante mit der héchsten Auslastung, wobei
nach dem eben Erwéhnten C(e) > €, — 1 gelten muss. Sei E; = (J,¢p, €(p). Da
E; mindestens eine Kante von jedem Pfad in P; enthilt, ist E; ein Pfad-Schnitt
fiir Spieler ¢. Aulerdem hat jede Kante in F; mindestens Last Cp, — 1. Wir
haben also einen Pfad-Schnitt gefunden, der W(E;) > C),, — 1 erfiillt, womit die
Behauptung bewiesen ist. [



6.1 Kantenerweiterungs-Prozess

Nehmen wir an, die Netzwerklast in einem Routing p sei C' und mindestens ein
Spieler sei lokal optimal mit Kosten von ebenfalls Grofie C. Wir definieren &
als die Menge aller Kanten mit Last Cy = C, die von mindestens einem lokal
optimalen Spieler benutzt werden, und Iy als die Menge dieser lokal optimalen
Spieler, die mindestens eine Kante in & nutzen.

Nach Lemma 6.1 besitzt jeder Spieler in Il einen Pfad-Schnitt mit Last grofler
oder gleich Cy — 1. Sei nun &; die Vereinigung von &; mit all diesen Pfad-
Schnitten von Spielern aus Ily. Dann hat jede Kante in & per Konstruktion
eine Last von mindestens C7; = Cy — 1. Ebenso erhalten wir die Menge II; als
die Menge aller lokal optimalen Spieler, die mindestens eine Kante in & nutzen.
Jeder Spieler in II; hat dann Kosten von mindestens C, da dasselbe fiir jede
Kante aus & gilt.

Durch diesen Prozess ergibt sich folgende Rekursionvorschrift: &; ergibt sich als
Vereinigung von &;_1; und den Pfad-Schnitten der Spieler aus II;_;. Die Last
jeder Kante in &; betragt dann mindestens C; = C;_1—1 = C' —i. Auf diese Wei-
se erhalten wir eine aufsteigende Kette von Kantenmengen & C & C & C ...
mit W (&;) > C; = C' — j und dazugehérend die entsprechenden Spielermengen
Iy CII; CII, C ...

Der Prozess wird so lange fortgefiihrt, bis eine Kantenmenge &, erreicht ist, fiir
die |&] < 2|E-1] gilt.

Lemma 6.2 Es gilt |E] > 2°7! und 1 < s < 2logn mit n =Anzahl der Knoten.

Beweis. Es gilt zum Einen || < n?, da es insgesamt maximal n? Kanten
geben kann, von denen hochstens die Hélfte nach Konstruktionsvorschrift in &
enthalten ist.

Zum Anderen wird eine Kantenmenge &; bei jeder Erweiterung mindestens ver-
doppelt (ansonsten miisste wegen des Abbruchkriteriums |€;| < 2|€;_1| schon
bei einem kleineren Index als s abgebrochen werden).

Fiir s = 1 ist nichts zu zeigen, sei also s > 1.

Wegen |Ex| > 2 [E_1] fiir k = 1,...,5 — 1 folgt |Ex| > 2F |Ey| > 2% (da |&| > 1).
Aus &1 C &, folgt damit die erste Ungleichung: |Es| > [E,_1] > 2571

Die zweite Ungleichung ergibt sich durch Logarithmieren von 287! < [&| < in?,
=1<s<logn. O

Sei mit F(C") C N die Menge der in einem Routing p nicht lokal optimalen
Spieler mit Kosten von mindestens C’ bezeichnet.
Mit dieser Definition werden wir im Folgenden eine Beziehung zwischen den
Kosten eines Nash-Routings und des optimalen Routings herleiten.
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Lemma 6.3 C < 2 (C* + |F(C — 2logn)|) + 2logn.

Beweis. Sei M die Anzahl der Male, bei denen die Kanten aus £,_1 von Pfaden
aus dem Routing p benutzt werden. Da jede Kante in £_; nach Konstruktion
mindestens Last Cs_; hat, folgt

(1) M > Cs_1 - |Es-1)-

Die Kanten in £s_1 werden von lokal optimalen Spielern (II5_1 ), sowie von nicht
lokal optimalen Spielern in einer Menge B C F'(Cs_1) benutzt. Fiir die Anzahl
|A] aller Spieler, die zur Kantenlast in £;_1 beitragen, gilt also:

(2) |A| < |Hsfl| + |F(Csfl)|

Da die Lange der einzelnen Pfade hochstens [ ist, kann jeder Spieler in A C
IIs_1 | F(Cs—1) auch nur hochstens | Kanten in £_; nutzen. Zusammen mit
(1) ergibt das

(3) Cs—1 - |Es—1] < M < 1-|A]
und unter Beriicksichtigung von (2) folgt
(4) Csor - [Esa| < M <1+ ([sa| + [F(Csn)])
& Coo1 < gy (o | + |F(Csn)))

&s enthilt nach Konstruktion fiir jeden Spieler in II;_; einen Pfadschnitt und
alle diese Spieler nutzen mindestens eine Kante von & in jedem Routing, inklu-
sive des optimalen Routings p*.
Jede Kante in & wird damit mindestens |II;_1|-mal genutzt.
Aus dem Schubfachprinzip! folgt, dass es mindestens eine Kante gibt, die min-
destens |II;_1]| / |€s| mal genutzt wird. Auf diese Weise erhalten wir die Abschétzung
C* > |s_1| / |Es], die sich wegen |Es| < 2[Es—1| zu [Ii_1] < 2|E5_1| C* ergibt.
Setzen wir dieses Ergebnis in (4) ein, so erhalten wir:

(5) Co_y < 21 - (C* + 72‘(50::11|)‘).
Wir nutzen nun die Gleichheit Cs_; = C—(s—1) und die Abschétzung 2 |E,_1| >
2% aus Lemma 6.2 und bringen (5) in die Form

(6)C<2l~(C’*+‘F(C%+1)‘)+s—1.

Da |F(C)| monoton fallend in C ist (beachte die Definition von F(C)!) und
s < 2logn nach Lemma 6.2 gilt, ist |F(C' — s+ 1)| < |F(C — 2logn)|. Damit
erhalten wir unsere Behauptung:

C<2l-(C*+|F(C—2logn)|) +2logn. O

IVerteilt man n Objekte auf k Mengen (n, k > 0) und ist dabei n > k, so gibt es mindestens

n

eine Menge, in der sich mindestens 7 Objekte befinden. (vgl. [12])

11



In einem optimalen Nash-Routing gilt |F'(C)| = 0, da jeder Spieler lokal optimal
ist. In diesem Fall ergibt sich mittels Teilen durch C*:

& <20+ 218.5” < 2]+ 2logn.

Da die Ungleichung fiir alle C' gilt, erhalten wir mit der Definition des Price of

Anarchy (PoA = sup &):
peT

PoA < 2]+ 2logn,

womit wir Theorem 1.2 bewiesen haben. O

7 Der Price of Anarchy und Zyklen im Netz-
werk

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einer Charakterisierung des Price
of Anarchy in Bezug auf den lingsten Zyklus des Netzwerks (Im Gegensatz zu
einem Kreis darf ein Zyklus Knoten mehrfach durchlaufen!). Dazu sei fiir einen
Graphen G die Zyklenzahl k. definiert als die Léinge des langsten Zyklus mit
einfachen Kanten in G.

Satz von Menger. Ein Graph G = (V, E) ist genau dann k-fach kanten-
zusammenhiingend, falls es zwischen je zwei Knoten v # vy € V mindestens
k kantendisjunkte Wege gibt. (vgl. [13])

Theorem 1.3 Fir jeden ungerichteten Graphen G mit Zyklenzahl k.

(i) existiert ein Routingspiel, fir das PoA > ke — 1 gilt.
(ii) Fir alle Routingspicle ist PoA < c(k2 +log® n) fir eine Konstante ¢ € R.

Wir werden im Folgenden den Beweis fiir die untere Abschitzung (i) fiithren
und anschlieflend Teil (ii) fiir zweifach zusammenhéngende Graphen zeigen. Der
Beweis fiir allgemeine Graphen wird im darauffolgenden Abschnitt gefiihrt.

Beweis von (i). Sei Q = ej,eq,...,e,, ein Zyklus mit einfachen Kanten in
G mit Lange k.. Wir konstruieren nun ein Routingspiel mit genau k. Spielern,
wobei Spieler ¢ die Kante e¢; = (u;,v;) zugeordnet wird. Dabei ist u; der Aus-
gangspunkt und v; das Ziel des Spielers i.

Es gibt also fiir jeden Spieler genau 2 Wege in @Q; den nur aus e; = (u;,v;)
bestehenden Vorwirts-Pfad und den aus den iibrigen Kanten in () bestehenden
Riickwérts-Pfad.

Da @ nur einfache Kanten enthélt, sind die optimalen sozialen Kosten fiir das
Netzwerk C' = 1. Dieser Fall tritt ein, wenn jeder Spieler seinen Vorwérts-Pfad
nutzt.

Im schlimmsten Fall kénnten alle Spieler ihren Riickwirts-Pfad wéhlen. Fiir
dieses spezielle Routing p ergeben sich soziale Kosten von C’ = k., — 1, da jeder
Spieler i alle Kanten in @) aufler e; genau einmal nutzt.
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Wir werden nun durch Widerspruchsbeweis zeigen, dass p ein Nash-Routing ist.
Angenommen, ein Spieler k sei nicht lokal optimal, d.h. es gebe fiir ihn einen
anderen Pfad p mit geringeren Kosten. Da jeder Pfad in p eine Last von k. — 1
hat, miissen mindestens k. — 2 andere Spieler aufler k£ jede Kante in () nutzen.
Falls p eine Kante in @) nutzt, so kann Spieler ¢ sich nicht verbessert haben,
denn seine Kosten ergeben sich wiederum zu (k. —2) + 1 = k. — 1. Also kann
der verbessernde Pfad p nur Kanten auerhalb von @ nutzen. Da e, € Q (die
direkte Verbindungskante von uy nach vg) nicht in Pfad p enthalten ist, muss p
mindestens Linge 2 haben. Ersetzen wir nun e durch p, so erhalten wir wieder-
um einen Zyklus ' mit einfachen Kanten. Dieser ist aber um mindestens eine
Kante langer als ), was ein Widerspruch ist. Damit muss p ein Nash-Routing
sein und wir erhalten mit der obigen Abschitzung das gewiinschte Resultat
PoA>k.,—1. O

Wir widmen uns nun dem Beweis des zweiten Teils von Theorem 1.3. Dazu
sei zunéchst G zweifach zusammenhéngend, das heifit zwischen je zwei Knoten
existieren mindestens zwei kantendisjunkte Wege.

Behauptung. Es gilt PoA < c¢(k2 + logn).

Beweis. Wir betrachten den ldangsten Pfad p in G. Dieser habe die Lénge L und
fithre von Knoten u zu v. Da G zweifach zusammenhéingend ist, gibt es mindes-
tens zwei kantendisjunkte Pfade p;,ps von u nach v mit den Léngen 1 < [5.
Wir kénnen unseren lingsten Pfad p nun folgendermaflen in Komponenten zer-
legen: p = AopiA1pia--- iz As-

Dabei soll p; mindestens Léange 1 haben und nur aus Kanten des kiirzeren Pfades
p1 bestehen, wogegen jede ,, Abweichung® \; keine einzige Kante von p; enthal-
ten darf.

Folgende Grafik verdeutlicht die Zerlegung;:

Abbildung 7.1: Zerlegung des ldngsten Pfades p; blau: Komponenten von py,
rot: Abweichungen \;

13



Da nach Konstruktion jedes \; zwei (nicht zwangsldufig verschiedene) Knoten
auf p; verbindet, gibt es einen einfachen Zyklus bestehend aus den Kanten von
A; und der Verbindung zwischen den beiden Knoten auf p;. Die Linge dieses
Zyklus ist mindestens |\;|. Nach Konstruktion kann es insgesamt maximal 1 +1
Abweichungen \; geben, wobei fiir jede dieser Abweichungen |\;| < k. gilt, da
ke fiir die Lange des ldngsten Zyklus in G steht.

Damit lasst sich die Lénge von p folgendermafien abschétzen:

L<re-(h+1)+0h

Aufgeldst nach k. erhalten wir k. > (L +1)/(l1 +1) — 1. Da p; und p; kanten-
disjunkt sind und daher zusammen einen Zyklus mit einfachen Kanten ergeben,
gilt auflerdem k. > 11 + 15 > 215.

Damit haben wir insgesamt k. > max{2{y,(L +1)/(l; +1) — 1}.

Wir nehmen nun an, es gelte k. < V2L — % Da nach dem obigen x. > 2I; gilt,

haben wir l; < \/L/2 — 2 und damit

L+1
> —
He_ll—f—l
L+1

T VI
8L +8— (V32L +2)
V/32L + 2
(V2L - 2)- (V32L +2) +9
- V32L + 2

= 2L—g+e,

-1

wobei € = 9/(v32L + 2) > 0. Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme!
= Ke > V2L — %

Aus Theorem 1.2 kennen wir die Abschitzung PoA < 2(I + logn). Formen
2
wir die eben gezeigte Ungleichung k., > v2L — % nach L um (L < %),
und beachten, dass [ < L fiir alle Pfadldngen [ gilt, so erhalten wir:

PoA < 2(l +1logn)
(ke +3/2)?
2

<2 —Hogn)

= (ke +3/2)* +2logn
< c- (kg +logn),

mit z.B. ¢ = (k. + 3)%. O
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Wegen n > 1 folgt PoA < ¢(k? +logn) < c¢(k? + log®n).
Damit ist Theorem 1.3 fiir zweifach zusammenhingende Graphen bewiesen. [J

8 Der Beweis fiir allgemeine Graphen

In diesem Abschnitt werden wir Theorem 1.3 (ii) fiir allgemeine Graphen be-
weisen. Dabei werden wir benutzen, dass jedes Nash-Routing in einem Graphen
G auf ein partielles Nash-Routing in einem zweifach zusammenhéngenden Teil-
graphen von G abgebildet werden kann. In diesem Teilgraphen kénnen wir dann
wiederum Lemma 6.3 anwenden und damit die Behauptung zeigen.

Zunéchst bendtigen wir allerdings noch einige Definitionen:

8.1 Blockstruktur von Graphen

Sei G = (V, E) ein beliebiger zusammenhéingender Graph. Zwei Teilgraphen von
G sind adjazent, falls sie mindestens einen gemeinsamen Knoten besitzen.
Ein zweifach zusammenhéingender Teilgraph G’ ist maximal, falls er nicht in ei-
nem grofleren zweifach zusammenhéngenden Graphen enthalten ist. Ein solcher
Teilgraph wird auch Block genannt.

Als Briicke bezeichnen wir eine Kante, die G trennt.

Wir kénnen G nun folgendermafien in einen Baum bestehend aus Blocken und
Briicken zerlegen: A = (Va,E4) sei der aus allen Blocken und B = (Vp, Ep)
der aus allen Briicken von G bestehende Teilgraph.

Weiter seien A, As, ..., A, die Blocke von A (Typ-A-Blocke). Zwei verschie-
dene Blocke A;, A; konnen nicht adjazent sein, da sie sonst zusammen einen
groferen zweifach zusammenhédngenden Teilgraphen bilden wiirden, was aber
ein Widerspruch zu ihrer Maximalitéat ist.

Mit By, Bs, ..., Bg bezeichnen wir die verschiedenen Briicken von B. Wir werden
sie im weiteren Verlauf Typ-B-Blécke nennen.

Mit dem oben genannten Argument folgt, dass nur Blocke mit verschiedenen
Typen adjazent sein konnen. Diese wiederum sind nur iiber maximal einen
Knoten miteinander verbunden, ansonsten kénnte man einen grofieren Zyklus
in der Vereinigung der beiden Blocke finden - im Widerspruch zur Maxima-
litdit der Typ-A-Blocke. Mithilfe der Typ-A- und Typ-B-Blocke kénnen wir
nun einen bipartiten? Graphen H = Vy, Ey definieren. Dabei besteht Vi =
{a1,a2, ..., a0, b1,b2,...,b} aus Knoten, die die einzelnen Blocke reprisentieren:
a; steht fiir einen Typ-A-Block, b; fiir einen Typ-B-Block. Die Kante (a;,b;) €
Ep existiert genau dann, wenn die Blocke A; und B; adjazent sind. Eine Bi-
partition von H ist dann durch A = {a1,...,a,} und B = {b1,...,bg} gegeben.
H wird als Block-Baum von G bezeichnet.

2Ein Graph heit bipartit, wenn er in zwei disjunkte Knotenmengen A und B geteilt werden
kann, sodass die Knoten in A bzw. B untereinander nicht durch Kanten verbunden sind. (vgl.

[11])
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Abbildung 8.1: links: Graph mit verschiedenen Blocken; rechts: Block-Baum H

8.2 Block-Teilpfade

Wir ordnen jedem Knoten in G einen Typen nach folgendem Schema zu: Gehort
der Knoten zu einem Typ-A-Block, so erhilt er den Typ A, gehort er zu einem
Typ-B-Block, so erhilt er Typ B. Liegt ein Knoten sowohl in einem Typ-A- als
auch in einem Typ-B-Block, so bekommt er den Typ A. Genauso wird mit den
Kanten verfahren, das heifit eine Typ-A-Kante gehort zu einem Typ-A-Block.
Sei p = v1,vs, ..., v ein einfacher Pfad in G. Mit der obigen Typenunterteilung
koénnen wir nun p in Teilpfade q1, ..., ¢, |q;| > 0 fiir alle ¢ € {1,...,7} zerlegen.
Dabei miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

(1) Die Teilpfade sind ¢y, ..., ¢, sind kantendisjunkt.

(2) Alle Knoten eines Teilpfades ¢; befinden sich im selben Block und haben
denselben Typ, wobei ¢; ebenfalls dieser Typ zugeordnet wird.

(3) Zwei aufeinander folgende Teilpfade haben unterschiedlichen Typ.

Da sowohl H als auch die Typ-B-Blocke Baume sind, muss jedes Paar einfacher
Pfade mit demselben Start- und Zielknoten dieselbe Abfolge von Typ-B-Blocken
benutzen.

Betrachten wir ein Routingspiel R und ein Routing p mit Kosten C'. Sei p* ein
optimales Routing fiir R mit Kosten C*. Dann muss jeder Pfad in p dieselben
Typ-B-Kanten nutzen wie der entsprechende Pafd in p* und damit hat jede
Typ-B-Kante dieselbe Last in p wie in p*. Das bedeutet, dass Kanten in p mit
hoherer Last als C* nur in einem Typ-A-Teilpfad auftauchen kénnen.
AuBlerdem gilt, falls k Pfade einen Typ-A-Block verlassen, dass diese mindestens
[k/C*] verschiedene Kanten von A; nutzen miissen, da sonst mindestens eine
Kante eine Last grofler als C* hétte, was dem eben Erwéhnten widerspréche.
Wir fassen diese Erkenntnisse in einem Lemma zusammen:
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Lemma 8.3

a) Fir jeden Pfad p, fir den C, > C* gilt, gibt es einen Typ-A-Teilpfad g
mit Cy = Cj.

b) Verlassen k Pfade einen Typ-A-Block A;, so nutzen diese Pfade mindes-
tens [k/C*] verschiedene Kanten von A;.

8.3 Teilspiele

Sei p ein beliebiges Nash-Routing mit Kosten C. Fiir einen Typ-A-Block A;
seien py, = {p1,...,py} diejenigen Pfade in p, die eine Kante in A; nutzen. Die
dazugehorigen Spieler bezeichnen wir mit Na,, wobei | N4, | = v gelten soll. Mit
Qa, ={q1,...,q¢} beziehen wir uns auf die Typ-A-Teilpfade, wobei ¢; Teilpfad
von p; fiir alle j = 1,...,7 ist.

Ein Teilspiel von R in Block A; definieren wir als R4, = (Na,, 4;, {Pin YieNa,)s
wobei Pin alle Typ-A-Teilpfade von P; enthilt, die in A; liegen und denselben
Start- und Zielknoten wie g; besitzen.

Ist g; lokal optimal fiir Spieler j, so ist der dazugehorige Pfad p; zufrieden-
stellend im Teilspiel R4, .

Lemma 8.5 Sei p ein beliebiges Nash-Routing mit Kosten C' > C* und Spieler
i besitze einen Pfad p; mit Kosten Cp,. Dann ist Spieler i zufriedengestellt in
einem Teilspiel R4, in einem Typ-A-Block A; mit Kosten Cp, .

Beweis. Wir wissen aus Lemma 8.3, dass es fiir jeden Pfad p; einen Typ-A-
Teilpfad ¢; gibt mit C,, = Cy,. Angenommen, keiner dieser Teilpfade sei lokal
optimal in den dazugehorigen Teilspielen. Dann wére es fiir Spieler ¢ moglich, in
jedem Block stattdessen Pfade mit geringeren Kosten zu wéhlen. Wir wiirden
also einen Teilpfad ¢; ; finden mit C’q;j < Cy, fiir alle j. Nach Lemma 8.3 gibt
es dann einen Pfad p; mit C)» < €, im Widerspruch zur lokalen Optmimalitit
von p;. [

Wir wenden uns nun einem Routingspiel R und einem Nash-Routing p mit
Kosten von C' zu und zeigen, dass die Anzahl an nicht zufriedengestellten Spie-
lern in jedem Typ-A-Block beschrankt ist. Aus Lemma 8.5 wissen wir bereits,
dass jeder Spieler auf jeden Fall in einem Typ-A-Block zufriedengestellt ist. Die-
ser muss nicht zwangslaufig fiir alle Spieler derselbe sein, sodass es vorkommen
kann, dass nur ein Teil der Spieler in dem Block optimal ist.

Wir definieren mit F4, (C") die Menge der nicht lokal optimalen Spieler in einem
Block A;, deren Kosten mindestens C’ betragen. Aulerdem seien mit C,, die
Gesamtkosten des Blocks A; bezeichnet.
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Lemma 8.6 Sei C > C* 4+ z(1 —logn) fir ein x > 0. Dann existiert ein Typ-
A-Block A; mit Kosten Cy, > C' —xlogn und |Fa,(Ca, — x)| < 2C* (das heifst
héchstens 2C* Spieler sind in Block A; nicht lokal optimal).

Beweis. Sei C > C*+x(1—logn). Wir fithren den Beweis per Widerspruch. Wir
nehmen also an, es gelte fiir jeden Typ-A-Block A; mit Kosten C4, > C—xlogn,
dass die Anzahl der nicht lokal optimalen Spieler |F,(Ca, — )| groer sei als
2C*. Da p ein Nash-Routing ist, ist jeder Spieler mit Kosten C' > C* in mindes-
tens einem Typ-A-Teilspiel von R lokal optimal, das heifit es gibt mindestens
einen Typ-A-Block A; mit Cy4, = C.

Wir bilden nun einen Typ-A-Baum H, aus den Knoten aj,as,...,a, der zu-
gehorigen Typ-A-Blocke Ay, ..., A,, die folgende Bedingungen erfiillen sollen:
(1) Cy, —z>C,
(2) [Fa,(Ca, — )| >2C.

Als Wurzel wihlen wir den Knoten a;. Hier ein Beispiel fiir einen so entstande-
nen Typ-A-Baum:

Abbildung 8.2: Block-Baum und resultierender Typ-A-Baum H,

Nach Voraussetzung gilt fiir jeden dieser Blocke |Fa, (Cya, — )| > 2C*. Wegen
C —x = Ca, —x > C* haben alle nicht lokal optimalen Spieler im Teilspiel
R4, Kosten von mindestens C' — . Da sie in mindestens einem Typ-A-Block
optimal sein miissen, fithren ihre Pfade aus A; hinaus und in einen anderen
Typ-A-Block hinein.

Dabei nutzen alle diese k = |Fa,(Ca, — x)| Spieler nach Lemma 8.3b wegen
[k/C*] > [2C*/C*] = 2 mindestens 3 verschiedene Typ-B-Kanten, die aus A,
hinausfiihren (sie diirfen im selben Typ-B-Block liegen!).

Da H, ein Baum ist, kann jeder Knoten maximal einen Vater (Vorgingerknoten)
haben. Damit hat ein Knoten, der die beiden oben genannten Bedingungen
erfiillt, mindestens 2 Kinder (Nachfolgerknoten). Erfiillt er die Bedingungen
nicht, so muss er ein Blatt sein.
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Fangen wir mit Knoten a; (das heifit im dazugehorigen Block A;) an, so lisst
sich H, Stiick fiir Stiick erweitern. Je weiter wir uns von a; entfernen, desto
grofer wird die Tiefe d des Baumes (angefangen bei a; mit d = 0).

Abbildung 8.3: Konstruktion des Baumes H, mit Startblock A;

Bevor wir mit dem Beweis von Lemma 8.6 fortfahren kénnen, bendtigen wir
noch die folgende Behauptung:

Behauptung 8.7 FEin Knoten mit Tiefe d < logn kann kein Blatt sein.

Beweis. Sei a ein zum Block A, gehorender Knoten mit Tiefe d. Wir zei-
gen Cy_ > C —d -z per Induktion nach d.

Fiir d = 0 ist die Behauptung trivial, da C4_, = C. Sei also d > 0.

Der Vater V,, von A, hat Tiefe d — 1. Damit gilt Cy, > C — (d — 1)z nach
Induktionsannahme.

A, hat hochstens so hohe Kosten wie V,,, da nach Konstruktion von H, keine
weiteren Kosten dazukommen kénnen. Das heifit wir haben
Ca,>Cy,—2>C—-d-1)-z—2z=C—-d- =z

Es ist also C4, > C' —d - x und wegen d < logn und der Voraussetzung

C > C*+xz(14logn) aus Lemma 8.6 erhalten wir C4_ —x > C'—(1+logn)-x >
C*. Damit ist Bedingung (i) erfiillt.

Auflerdem haben wir C4, > C' — xlogn und nach unserer Annahme ist dann
|Fa,(Ca, —z)| > 2C*, womit auch Bedingung (ii) erfiillt ist. Damit hat o Kin-
der und kann kein Blatt sein.

Wir kénnen nun den Beweis von Lemma 8.6 fortfithren. Da H, endlich ist
und somit Bldtter hat, muss die Tiefe von H, nach dem eben erhaltenen Re-
sultat mindestens 1 4 logn sein. Da auflerdem jeder Knoten bis zur Tiefe logn
mindestens zwei Kinder besitzt, ist die Anzahl der Gesamtknoten in H, grofler
als 28" = n. Dies ist aber ein Widerspruch, da H, nach Konstruktion nicht
mehr Knoten als G haben kann. U
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Erinnern wir uns an Theorem 1.3(ii), dessen endgiiltiger Beweis noch aussteht:

Theorem 1.3(ii) Fiir alle Routingspiele ist PoA < c¢(k? + log®n) fiir eine
Konstante c € R.

Wir setzen unser x aus Lemma 8.6 auf x = 2logn und betrachten zwei Fille.
1. Fall: Sei C < C* + z(1 + logn).

Dann gilt C/C* < 1+2logn(1+logn)/C* < ¢-log?n fiir alle C' mit einer Kon-
stante ¢ € R, also insbesondere auch fiir PoA = C’'/C* fiir ein entsprechendes
(', das aus dem schlechtesten Nash-Gleichgewicht resultiert.

2. Fall: Wenden wir uns also dem Fall C' > C* + z(1 + logn) zu. Nach Lemma
8.6 existiert ein Typ-A-Block A; mit C4, > C — z - logn = C — 2log”n und
|Fa,(Ca, —2logn)| < 2C*.

Wir erinnern uns nun an Lemma 6.3, dessen Aussage C' < 2[-(C*+|F(C — 2logn)|)+
2log n lautete, und wenden dieses auf unser Teilspiel R4, im Block A; an.

Wir erhalten dann

Ca, <2L-(C}, + |Fa,(Ca, —2logn’)|) +2logn’,

wobei L fiir die Lange des ldngsten einfachen Pfades im Teilspiel R4, steht, n/
fiir die Anzahl der Knoten in A; und C7, fiir die minimalen Kosten in Ry, .
Wir bemerken, dass n’ < n und C* > C 7, gelten muss, da das Teilspiel Ra,
maximal so viele Knoten und hochstens so groﬁe Kosten wie das gesamte Spiel
R haben kann. Das fithrt uns zu

C —2log?n < 2L(C* +|Fa,(Ca, — 2logn)|) +2logn < 2L(C* 4 2C*) 4 2log n.

er wissen aus Lemma 7.1, dass k. > V2L — = und damit 2 > 2L — 3v2L +
gﬂt Damit ist L < ¢ - k2 fiir eine Konstantc . Elngcsctzt in die obige
Abschatzung liefert uns das

C <2(¢ - K2) - 3C* + 2logn + 2log? n.

Teilen wir nun noch durch C*, so erhalten wir mit einer geniigend grofien Kon-
stante ¢ das gewiinschte Resultat PoA = C/C* < ¢(x2 4 log® n) und schliefen
den Beweis von Theorem 1.3 (ii) ab. O

9 Diskussion und Ausblick

An dieser Stelle fassen wir noch einmal unsere Hauptresultate zusammen und
machen uns deren Bedeutung in realen Verkehrssystemen klar.

Wir konnten in Theorem 1.1 zeigen, dass jedes Routing in endlicher Zeit gegen
ein Nash-Gleichgewicht konvergiert. Fiir die Realitdt bedeutet das, dass jeder
Verkehrsteilnehmer so lange seine Route d&ndern wird, bis er die maximale An-
zahl der anderen Verkehrsteilnehmer auf einer Teilstrecke seiner Route durch
die Wahl einer anderen Route nicht mehr verringern kann. Jeder findet also in
endlicher Zeit einen fiir ihn lokal optimalen Weg durch das System.

Wir konnten auflerdem beweisen, dass eines dieser Nash-Gleichgewichte mit der
optimalen Losung fiir alle Spieler tibereinstimmt. Im besten Fall heifit das fiir
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die Realitét, dass sich durch das Verhalten der Verkehrsteilnehmer ein Gleich-
gewichtszustand einstellen kann, der einer globalen optimalen Losung fiir alle
entspricht.

Die Theoreme 1.2 und 1.3 konnten schliefllich zeigen, dass selbst das ungiinstigste
Gleichgewicht durch eine untere und eine obere Schranke abgeschétzt werden
kann. Wir erinnern uns an die Aussage von Theorem 1.3:

ke — 1 < PoA < ¢(k? +log®n).

Die Giite der moglichen Gleichgewichte ist demnach abhingig von der Linge
des langsten Zyklus und der Knotenzahl des Verkehrsnetzes.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass alle Resultate nur aufgrund ge-
wisser Annahmen iiber das Verkehrsmodell zu erzielen waren. Dazu z&hlt zum
Einen, dass wir das Netz als ungerichteten und zusammenh#ngenden Graphen
identifizieren, zum Anderen messen wir die Kosten anhand der maximalen Ver-
kehrsteilnehmerzahl auf einer Teilstrecke (Kante) des Netzes.

Ein weiterer wesentlicher Bestandteil des Modells ist, dass alle Pfade nur einfa-
che Kanten enhalten. Dies macht insofern Sinn, als dass Verkehrsteilnehmer auf
ihrem Weg nicht ein und dieselbe Strecke mehrfach entlangfahren werden.
Samtliche Beweise funktionieren analog fiir Pfade mit einfachen Knoten, wobei
als Messgrofle fiir die Kosten die maximale Knotenlast herangezogen wird und
die Abschétzung aus Theorem 1.3 in Bezug auf die Linge des liangsten Zyklus
mit einfachen Knoten gegeben ist.

Die Autoren vermuten, dass die obere Schranke fiir den Price of Anarchy sogar
noch bis auf die untere Schranke herabgesetzt werden kann, sodass letztendlich
PoA = k.—1 gilt. Allerdings lassen sie diese Hypothese offen. Stattdessen weisen
sie auf andere interessante Fragestellungen hin, beispielsweise ob dhnliche Resul-
tate erzielt werden kénnen, wenn man die Kanten des Verkehrsnetzes gewichtet
oder wenn die Auslastung entlang einer Kante nicht linear von der Verkehrs-
teilnehmerzahl abhéngt. Unter Beriicksichtigung dieser Annahmen kénnte man
realitdtsnahere Aussagen iiber die Verkehrsentwicklung in Straflennetzen treffen
und damit einen entscheidenden Beitrag zur Vermeidung von Staus leisten.
Als weiteren Ausblick nennen C. Busch und M. Magdon-Ismail die Abschétzung
der Zeit, die bis zu einem Gleichgewichtszustand vergeht. Dabei sei auf die Ar-
beit von Ron Banner und Ariel Orda [10] verwiesen, die gezeigt haben, dass
das Finden eines Nash-Gleichgewichts mit minimalen sozialen Kosten ein NP-
schweres Problem ist. Dagegen ist die Komplexitidt der Berechnung beliebiger
Nash-Gleichgewichte noch nicht genauer untersucht worden.

Interessant ist auch die Frage nach der Vermeidung von Staus, wenn die Ver-
kehrsteilnehmer nicht auf das Verhalten der anderen reagieren, sondern un-
abhéingig handeln. Dieses Problem wurde beispielsweise in [14-16] studiert und
ist vor allem fiir Straflensysteme interessant, auf denen stéindig neue Verkehrs-
teilnehmer anzutreffen sind.

Auch hier bleibt noch viel Raum fiir zukiinftige Forschung.
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