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1 Einführung

In dieser Bachelor-Thesis soll auf das beschränkte zweidimensionale Zuschneideproblem eingegangen werden. Dabei

werden verschiedene Algorithmen und deren funktionsweise betrachtet. Insbesondere wird eine tiefergehende Betrach-

tung des Cutting Stock Algorithm von André R.S. Amaral und Mike Wright (1999) [1] durchgeführt. Zum näheren

Verständnis des beschränkten zweidimensionalen Zuschneideproblems betrachten wir zunächst, das entsprechende ein-

dimensionale Problem und einige Anwendungsbeispiele.

Problem 1. Das eindimensionale Zuschneideproblem

Das eindimensionale Zuschneideproblem ist ein Problem aus der Wirtschaft, dass mit Hilfe der ganzzahligen linea-

ren Optimierung modelliert werden kann.

Aus endlich vielen Stücken Material vorgegebener Länge L, im Folgenden Container genannt, sollen kleinere Stücke,

sogenannte Güter, der Länge li ∈ R+, mit i ∈ {1, ..., n} geschnitten werden. Dabei muss ein Gut mit Länge li , nach

dem Zuschneiden, mindestens bi ∈ N mal vorhanden sein.

Ein Vektor c ∈ Nn, wobei ci ∈ c, i ∈ {1, ..., n} die Anzahl des Guts der länge li beschreibt, heißt Muster. Ein

zul ässi ges Muster passt in die vorgegebene Dimension L des Containers, das heißt
∑n

i=1 ci · li ≤ L. Die Differenz

zwischen der Länge L und der Länge der Güter aus einem Muster heißt Restabfall.

Sei C eine Menge mit zulässigen Mustern. Dann minimiere die Anzahl der verwendeten Muster (und somit der be-

nutzten Materialstücke):

min
s.t.
|C |

∑

c∈C

ci ≥ bi , für alle i ∈ {1, ..., n}

Alternativ kann man das Problem so beschreiben, dass der Restabfall minimal werden soll:

min
s.t

∑

c∈C

(L−
n
∑

i=1

ci · li)]

∑

c∈C

ci ≥ bi , für alle i ∈ {1, ..., n}

Das eindimensionale Zuschneideproblem ist N P -schwer[5]. Das heißt es ist durch einen nichtdeterministischen

Algorithmus in polynomieller Zeit lösbar. Ein deterministischer Algorithmus der das Problem in polynomieller Zeit

löst ist bis jetzt noch nicht bekannt.

Anwendungsbeispiele. Das eindimensionale Zuschneideproblem findet Anwendung in vielen Industrien:

� Holzindustrie

� Metallindustrie

� Glassindustrie

� Textilindustrie

� Papierindustrie

� Zuschneide- und Packungssoftware
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Dabei ist zu beachten, dass das Zuschneideproblem auch als Packungsproblem interpretiert werden kann. Dazu be-

trachtet man als Container anstatt Materialstücke bestimmter Länge leere Bodenflächen entsprechender Länge, die

durch Einheiten von Waren, den Gütern, mit vorgegebenen Längen aufgefüllt werden müssen. Wobei eine Mindestan-

zahl von Waren jedes Typs verstaut werden muss.

Problem 2. Das zweidimensionale Packungsproblem

Packungsprobleme können auch zweidimensional betrachtet werden. Das heißt das Problem besteht darin zweidi-

mensionale Güter in Container zu packen, sodass möglichst viele Güter hinein passen, bzw. möglichst wenig Fläche

des Containers verschwendet wird.

Das Modell lautet wie folgt:

Sei R =
�

r1, ..., ri , ..., rn
	

eine endliche Menge von zulässigen Rechtecken, definiert durch die Tupel ri = (li , bi), für

i ∈ {1, ..., n}, hierbei heißt li Länge und bi Breite von ri . Sei weiterhin ein Container C = (L, H) mit Länge L und

Breite B gegeben. Nun gilt es eine Anordnung Z = (LZ , HZ , a) zu finden, wobei a = (a1, ..., an) mit ai ∈ N, sodass gilt:

�

∑

ai · (li · bi) ist minimal.

� LZ ≤ L

� HZ ≤ H

� Die durch ri beschriebenen Rechtecke dürfen sich innerhalb der Anordnung nicht überschneiden.

Problem 3. Das zweidimensionale Zuschneideproblem

Im Folgenden erweitern wir das zweidimensionale Packproblem zu dem hier eigentlich betrachteten zweidimensio-

nalen Zuschneideproblem. Beginnen wir zunächst mit einer Defintion:

Definition 1.1. Ein Guil loutinenschnit t ist ein Schnitt der durch ein Rechteck parallel zu einer seiner Außenkanten

verläuft und das Rechteck in zwei Teile teilt.

Beispiele für Guilloutinenschnitte:

Abbildung 1.1: Guilloutinenschnitt

Wie im eindimensionalen Fall kann man das zweidimensionale Packungsproblem auch als Zuschneideproblem in-

terpretieren. Dabei wird ein rechteckiger Container mit vorgegebenen Dimensionen in zulässige Rechtecke (Güter)

zugeschnitten. Die Anzahl der Güter ist beschränkt. Um das Problem zusätzlich an die Praxis anzunähern führen wir

eine zusätzliche Nebenbedingung ein:

Jeder Schnitt der beim Zuschneiden des Containers durchgeführt wird, muss ein Guilloutinenschnitt sein.

Dabei entstehen im Allgemeinen Reststücke, aus denen kein Gut mehr geschnitten werden kann. Es gilt die Fläche

dieser Reststücke und damit den anfallenden Abfall zu minimieren.

Der Guilloutinen-Schnitt ist der wesentliche Unterschied des Problems zu einem zweidimensionalen Packproblem.

Im Folgenden werden mehrere mögliche Algorithmen zur Lösung des Problems erläutert. Insbesondere wird auf den, im
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Verhältnis zu anderen Algorithmen, effizienten Algorithmus
”
CSA“ (Cutting Stock Algorithm) von André S. Amaral

und Mike Wright aus dem Jahr 1999 eingegangen. Dieser Algorithmus wird effizient, durch geschicktes Bewerten und

frühes Verwerfen von schlechten Lösungen.
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2 Das beschränkte zweidimensionale Zuschneideproblem

Seien die Dimensionen L (Länge) und H (Höhe) eines rechteckigen Containers gegeben. Sei R :=
�

r1, r2, ..., ri , ..., rn
	

die Menge von rechteckigen Gütern, wobei ri die Länge li , i ∈ {1, ..., n} und die Höhe hi , i ∈ {1, ..., n} hat. Die Anzahl

des Guts ri die aus dem Container geschnitten werden sei x i (für i ∈ {1, ..., n}). Das Ziel ist es nun den Restmüll, d.h.

die Fläche die nicht für ein Gut benutzt wird, zu minimieren:

min L ·H −
n
∑

i=1

x i · li · hi

Das Problem wird durch folgende Nebenbedingungen eingeschränkt:

(1) Die Anzahl der Güter muss ganzzahlig und positiv sein.

x i ∈ N, (∀i ∈ {1,2, ..., n})

(2) Die Anzahl der Recktecke eines Typs ri ∈ R (für alle i ∈ {1, ..., n}) sind durch bi beschränkt.

x i ≤ bi , (∀i ∈ {1,2, ..., n})

(3) Weiterhin müssen die Rechtecke so innerhalb des Blechs anordenbar sein, dass alle Schnitte durch Guillouti-

nenschnitte durchgeführt werden können.

Zur Lösung des beschränkten zweidimensionalen Zuschneideproblems gab es, laut Amaral und Wright 1999, im

wesentlichen 2 Ansätze. Ein Top-Down-Ansatz wurde 1977 durch Christofides und Whitlock, ein Bottom-Up-Ansatz

1983 durch Wang vorgeschlagen. Letzterer wurde als Grundlage für den Cutting Stock Algorithmus verwendet.
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3 Der Algorithmus von Wang

Als Grundlage für diesen Abschnitt wurden die Ausführungen von Francesco Kriegel und Matthias Lange[2] von der

TU Dresden benutzt.

Im Folgenden werden die Definitionen der Einführung, auf das zweidimensionale Zuschneideproblem und den Al-

gorithmus von Wang angepasst:

Definition 3.1. Ein Container ist ein Tupel C = (L, H). Dabei ist L die Länge und H die Höhe des Containers.

Anschaulich beschreibt der Container das ursprüngliche Rechteck, dass durch Guilloutinen-Schnitte zerteilt werden

soll.

Definition 3.2. Ein Gut ist ein Tripel g = (l, h, b). Dabei sind l und h die Länge und Höhe und b die Beschränkung

der Anzahl dieses Guts.

Die Menge G =
�

g1, ..., gn
	

, wobei gi (für alle i ∈ {1, ..., n}) ein Gut ist, heißt Gtermenge.

Anschaulich beschreibt ein Gut ein Rechteck, dass als Ergebnis des Zerteilens des Containers angestrebt wird. Die

Beschränkung gibt an wie oft ein Gut in einer zulässigen Lösung benutzt werden kann.

Definition 3.3. Ein Muster ist eine geometrische Anordnung von Elementen aus einer Menge G =
�

g1, ..., gn
	

, wobei

gi (für alle i ∈ {1, ..., n}) ein Gut ist. Das Element ci des zugehörigen Musterv ektors c = (c1, ..., cn) ∈ Nn beschreibt

die Anzahl des im Muster enthaltenen Guts gi .

Definition 3.4. Ein Zuschneideproblem ist ein Tupel P = (C ,G ), wobei C = (L, H) ein Container und G =
�

g1, ..., gn
	

eine Gütermenge ist.

Definition 3.5. Sei M ein Muster mit Mustervektor c, sodass die Länge und Höhe der Anordnung durch l und h
definiert sind. Dann heißt das Tupel Z = (l, h, c) Zusammenstel lung.

Eine Zusammenstellung genügt der Guilloutinen-Bedingung, falls sich das Muster durch Guilloutinenschnitte er-

zeugen lässt.

Zwei Zusammenstellungen können gleich sein, obwohl sie unterschiedliche Muster enthalten. Im Folgenden ist, zur

Vereinfachung, mit einer Zusammenstellung immer eine Zusammenstellung, die der Guilloutinen-Bedingung genügt,

gemeint.

Definition 3.6. Eine t r iv iale Zusammenstel lung ist eine Zusammenstellung Z = (l, h, c) mit |c|= 1.

Definition 3.7. Bei gegebenen Zuschneideproblem P = (C ,G ), mit C = (L, H) und G =
�

g1, ..., gn
	

, heißt eine Zusam-

menstellung Z = (l, h, c) zul ässi g, falls

� l ≤ L und h≤ H gilt.

� c ≤ m, d.h. für alle i ∈ {1, ..., n} gilt ci ≤ mi

Die Menge der zulässigen Zusammenstellungen in P wird mit ZP bezeichnet.
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Definition 3.8. Das horizontale Zusammenbauen zweier Zusammenstellungen X1 = (l1, h1, c1) und X2 = (l2, h2, c2) ist

eine Zusammenstellung Z = (l, h, c) mit l = l1 + l2, h= max
�

h1, h2
	

und c = c1 + c2 und wird mit X1HX2 bezeichnet.

Abbildung 3.1: horizontaler Zusammenbau

Definition 3.9. Das v er t ikale Zusammenbauen zweier Zusammenstellungen X1 = (l1, h1, c1) und X2 = (l2, h2, c2) ist

eine Zusammenstellung Z = (l, h, c) mit l = max
�

l1 + l2
	

, h= h1+h2 und c = c1+ c2 und wird mit X1V X2 bezeichnet.

Abbildung 3.2: vertikaler Zusammenbau

Definition 3.10. Sei Z = (l, h, c) eine Zusammenstellung, dann bezeichnet Z ′ = (l ′, h′, c′), mit l ′ = h, h′ = l und c′ = c
die Rotation der Zusammenstel lung Z .

Wang’s Algorithmus basiert auf dem folgenden Lemma:

Lemma 3.11. Sei A eine Zusammenstellung von Rechtecken, sodass diese der Guilloutinen-Schnittbeschränkung genügt.

Dann kann A durch horizontales und vertikales Zusammenbauen von Rechtecken gebildet werden.

Beweis. Der Beweis ist trivial, da ein Guilloutinen-Schnitt die Umkehroperation des Zusammenbauens ist.

Definition 3.12. Eine Zusammenstellung, die durch eine Reihe von horizontalem und vertikalem Zusammenbauen von

Rechtecken gebildet werden kann heißt Guil loutinen-Rechteck.

Definition 3.13. Sei G =
¦

g1 = (lg 1, hg 1), ..., gn = (lg n, hg n)
©

Gütermenge und Z = (l, h, c) eine Zusammenstellung, dann

heißt

in= l · h−
n
∑

i1

(ci · (lg i · hg i))

innerer Ab f al l.

Definition 3.14. Sei Z = (l, h, c) eine Zusammenstellung und C = (L, H) ein Container. Dann ist der äußere Abfall ae
von Z in C beschrieben durch:

ae = (L ·H)− (l · h)
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Definition 3.15. Die Summe von innerem und äußerem Abfall heißt komplet ter Ab f al l.

Der Algorithmus von Wang löst das folgende Problem:

Sei P = (C ,G ), mit C = (L, H) und G =
�

g1, ..., gn
	

, ein Zuschneideproblem.

Finde eine Zusammenstellung Z ∈ ZP , sodass der komplette Abfall minimal ist.

Data : Container C, Gütermenge G

Result : Zusammenstellung Z mit minimalem kompletten Abfall

Wähle β ∈ [0, 1];
Initialisiere Ω0 = ;;
Initialisiere k := 0;

while Ωk = ; do
Erzeuge die trivialen Zusammenstellungen aus der Gütermenge G. (Dies sind alle Zusammenstellungen, die

genau ein Gut enthalten). Prüfe die Zusammenstellungen auf Zulässigkeit und füge die zulässigen Ω0 hinzu.

if Zulässig then
Erzeuge aus den Elementen von Ω0 paarweise die horizontale sowie die vertikale Zusammenstellung.

end

Füge alle erzeugten Zusammenstellungen Z = (l, h, c) mit l · h−
n
∑

i=1
li · hi · ci ≤ β · L ·H zu Ωk+1 hinzu.;

if Ωk+1 = ; then
Setze k := k+ 1

else

Sonst wähle die Zusammestellung aus
⋃k

i=1Ωi mit minimalem kompletten Abfall als Lösung aus.

end

end

Algorithmus 1: Algorithmus von Wang

Dieser Algorithmus liefert allerdings nur eine optimale Lösung unter den Lösungen für die gilt:

l · h−
n
∑

i=1

li · hi · ci ≤ β · L ·H

Diese ist nur dann optimal wenn β groß genug ist. (Für β = 0 liefert er zum Beispiel gar keine Lösung, obwohl

zulässige Zusammenstellungen existieren können). Je größer β ist, desto mehr Berechnungen führt der Algorithmus

allerdings durch. Sei β = β∗ der Wert bei dem der Algorithmus eine optimale Lösung liefert, aber möglichst wenig

Berechnungen durchführt.

Um diesen Wert möglichst gut zu erreichen können wir β = 0, 01 wählen und nach jedem Durchlauf um 0, 01 erhöhen

bis wir die optimale Lösung ausgegeben bekommen.
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Ändern wir den Algorithmus also wie folgt ab:

Data : Container C, Gütermenge G

Result : Zusammenstellung Z mit minimalem kompletten Abfall

Wähle β = 0, 01;

Initialisiere Ω0 = ;;
Initialisiere k := 0;

while Noch keine optimale Lösung gefunden do

while Ωk = ; do
Erzeuge die trivialen Zusammenstellungen aus der Gütermenge G. (Dies sind alle Zusammenstellungen,

die genau ein Gut enthalten). Prüfe die Zusammenstellungen auf Zulässigkeit und füge die zulässigen

Zusammenstellungen Ω0 hinzu.

Erzeuge aus den Elementen von Ω0 paarweise die horizontale sowie die vertikale Zusammenstellung und

prüfe diese auf Zulässigkeit.;

Füge alle zulässigen erzeugten Zusammenstellungen Z = (l, h, c) mit l · h−
n
∑

i=1
li · hi · ci ≤ β · L ·H zu Ωk+1

hinzu.;

if Ωk+1 = ; then
Setze k := k+ 1

else

Sonst wähle die Zusammenstellung aus
⋃k

i=1Ωi mit minimalem kompletten Abfall a aus.

end

;

end

if a ≤ β · L ·H then
Die Lösung ist optimal, der Algorithmus endet.

end

Wähle β := β + 0, 01 und setze Ωi = ; für alle i ∈ {1, ..., k}
end

Algorithmus 2: erweiterter Algorithmus von Wang

Dieser Algorithmus liefert eine optimale Lösung, falls ein zulässiges Gut existiert, denn:

Algorithmus 1 liefert eine optimale Lösung unter den Lösungen für die gilt:

l · h−
n
∑

i=1

li · hi · ci ≤ β · L ·H

, weiterhin

Annahme: Der Algorithmus liefert keine optimale Lösung.

Sei β+ der Wert bei dem der Algorithmus eine Lösung Z+ ausgeworfen hat. Der Algorithmus hat dann die Lösung

mit

l+ · h+ −
n
∑

i=1

l+i · h
+
i · c

+
i ≤ β · L ·H

(innerer Abfall) berechnet. Für diese Lösung gilt zusätzlich

L ·H −
n
∑

i=1

l+i · hiv · c+i ≤ β · L ·H

(kompletter Abfall)

Wenn dies nicht die optimale Lösung des Problems ist, muss für die optimale Lösung Z∗ gelten:

l · h−
n
∑

i=1

li · h∗i · c
∗
i > β · L ·H
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Dann gilt jedoch auch

l · h−
n
∑

i=1

li · hi ∗ ·ci∗> L ·H −
n
∑

i=1

l+i · h
+
i · ci

Also übersteigt bereits der innere Abfall der optimalen Lösung Z∗ den kompletten Abfall der Lösung Z+, das ist

ein Widerspruch zur Optimalität dieser Lösung, also muss bereits die Lösung Z+ optimal sein.

Auch wenn dieser Algorithmus ein kleines β+ findet, für das eine optimale Lösung berechnet wird, kann man davon

ausgehen, dass dieses nicht dem kleinsten Wert β∗ entspricht, für den dies zutrifft. Allerdings liegen die beiden Werte

maximal um ε ∈ [0; 0,01) auseinander.
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4 Der CSA von Amaral und Wright

Amaral und Wright haben in ihrer Arbeit aus dem Jahr 1999/2000[1] ebenfalls einen Bottom-up-Algorithmus mit

dem Namen ’Cutting Stock Algorithm’ (CSA) entwickelt.

Bei der Entwicklung ihres Algorithmus haben Amaral und Wright eine scheinbar offensichtliche Beobachtung ge-

macht. Diese ist im folgenden Lemma festgehalten:

Lemma 4.1. Seien X = (l, h, c), X1 = (l1, h1, c1) und X2 = (l2, h2, c2) Zusammenstellungen, dann gilt:

a) X ′′ = X

b) (X1V X2)′ = X ′1HX ′2

c) X1V X2 = (X ′1HX ′2)
′

Beweis. a) Es folgt direkt aus der Definition der Rotation X ′′ = (l ′′, h′′, c′′) mit l ′′ = h′ = l, h′′ = l ′ = h und c′′ = c′ = c.

Also gilt

X ′′ = (l ′′, h′′, c′′) = (l, h, c) = X

b) Es gilt: (X1V X2)′ = (max
�

l1, l2
	

, h1 + h2, c1 + c2)′ = (h1 + h2, max
�

l1, l2
	

, c1 + c2) = X ′1HX ′2

c) Folgt direkt aus a) und b).

Damit gilt:

X1V X2 = (X ′1HX ′2)
′

X ′1V X2 = (X1HX ′2)
′

X1V X ′2 = (X
′
1HX2)′

X ′1V X ′2 = (X1HX2)′

Es gibt insgesamt acht verschiedene Möglichkeiten zwei Zusammenstellungen horizontal bzw. vertikal zusammen-

zubauen und um 90° zu drehen. Diese können wir mit Hilfe von Lemma 4.1 nur durch H und ′ darstellen

X1HX2 (X1HX2)′

X ′1HX2 (X ′1HX2)′

X1HX ′2 (X1HX ′2)
′

X ′1HX ′2 (X ′1HX ′2)
′

Der CSA basiert auf der Branch-and-Bound-Methode. Daher gilt es zunächst die Branching-Strategie zu erklären.

4.1 Branching-Strategie

Sei R die Menge aller zulässigen Zusammenstellungen zu einem beliebigen Zeitpunkt innerhalb des Algorithmus und

X1 = (l1, h1, c1) ∈ R. Teile alle Zusammenstellungen Z = (l, h, c) ∈ R mit h≥ h1 in die Mengen:

B0(X1), B1(X1), ...., Bk(X1)

auf, sodass für X = (lX , hX , cX ) und Y = (lY , hY , cY ) gilt:

Aus X ∈ B0(X1) folgt hX = h1.

Bi(X1) ist nicht leer. (für alle i ∈ {0, ..., k} ).
Aus X , Y ∈ Bi(X1) folgt hX = hY (für alle i ∈ {0, ..., k} ).
Aus X ∈ Bi+1(X1) und Y ∈ Bi(X1) folgt hX > hY (für alle i ∈ {0, ..., k− 1} ).
Innerhalb von Bi(X1) sind die Rechtecke nach aufsteigender Länge sortiert. (für alle i ∈ {0, ..., k} )
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Bemerkung.

� Es reicht X1 nur mit größeren Rechtecken zu kombinieren, da die Kombination mit einem kleineren Rechteck

X2 auftritt wenn die Branching-Strategie auf X2 angewandt wird.

� Es reicht aus horizontale Zusammenstellungen und Rotationen zu betrachten.

� Durch das gezielte Sortieren der Zusammenstellungen in der Branching-Strategie können später im CSA Kom-

binationen die nicht zu einer optimalen Lösung führen früh verworfen werden.

Nehmen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dass L ≥ H gilt. Bauen wir nun das Rechteck X1 mit Länge

und Höhe (l1, h1) horizontal mit X2 ∈ Bi(X1) (für alle i ∈
�

0, ..., j
	

) mit Länge und Höhe (l2, h2) zusammen. Da h2
größer ist als h1 ergibt dies ein Rechteck mit Länge und Höhe (l1 + l2, h2). Durch Rotation ergibt sich als Bedingung

für die Zulässigkeit des Rechtecks:

max
�

l1 + l2, h2
	

≤ L und min
�

l1 + l2, h2
	

≤ H

Weiterhin gilt für die Zulässigkeit:

Der innere Abfall ist nicht größer als β ·H · L

Damit können wir nun den Algorithmus aufstellen:
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4.2 Cutting Stock Algorithm

Algorithmus 4.2. Der CSA

Data : Container C, Gütermenge G

Result : Zusammenstellung Z mit minimalem kompletten Abfall

Wähle β = 0.01;

while Optimale Lösung noch nicht gefunden do
Initialisiere die Menge R als die Menge aller trivialen zulässigen Zusammenstellungen, sortiert nach

nicht-absteigender Höhe. Zusammenstellungen gleicher Höhe sind nach nicht-absteigender Länge sortiert.;

while Die Schleife wurde nicht durch break; abgebrochen do

Wähle die erste Zusammenstellung X1 ∈ R, die noch nicht betrachtet wurde mit Länge und Höhe (l1, h1).;
while Es existiert eine Zusammenstellung in R, die noch nicht betrachtet wurde do

Konstruiere die Mengen B1(X1), ..., Bk(X1) nach der oben beschriebenen Branching-Strategie. ;

Initialisiere S = ; und z = 0.;

while z<k do

while Es existiert eine Zusammenstellung in Bz(X1), die noch nicht betrachtet wurde;

do
Baue X1 horizontal mit der ersten (bzw. nächsten) Zusammenstellung X2 ∈ Bz(X1) zu Z
zusammen. ;

if Der zusätzliche innere Abfall (h2 − h1) · l1 übersteigt den erlaubten Abfall β ·H · L;

then

break;

end

if max
�

l1 + l2, h2
	

> L oder min
�

l1 + l2, h2
	

> H und R enthält nicht Z;

then

Füge Z der Menge S hinzu.;

end

z++;
end

end

if S ist nicht leer then

Setze R= R∪ S;

else

break;

end

end

end

Bestimme die Zusammenstellung aus R, die den geringsten kompletten Abfall a hat. ;

if a ≤ β ·H · L ist die Zusammenstellung optimal und der Algorithmus endet. then

Setze β = β + 0.01 ;

end

end

Bemerkung.

6.2 Gilt der zusätzliche innere Abfall (h2−h1)·l1 übersteigt den erlaubten Abfall β ·H ·L ist diese Zusammenstellung des

Problems nicht zulässig. Durch die Konstruktion der betrachteten Mengen gilt dies für alle Rechtecke X2 ∈ By(X1)
für alle y ≥ z.

6.3 Gilt max
�

l1 + l2, h2
	

> L oder min
�

l1 + l2, h2
	

> H ist die Zusammenstellung nicht zulässig. Durch die Sortierung

innerhalb der betrachteten Menge gilt dies für alle Rechtecke X2inBz(X1).

Beweis. zu 6.2 Sei X1 ∈ R, X2 ∈ Bz(X1) mit den Längen und Höhen (l1, h1) bzw. (l2, h2). Bezeichne a den inneren

Abfall von X1 und gelte:

(h2 − h1) · l1 + a > β ·H · L

Dann gilt für jedes X3 ∈ By(X1) mit y ≥ z mit Länge und Höhe (l3, h3):

h3 ≥ h1
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Damit folgt

(h2 − h1) · l1 ≤ (h3 − h1) · l1

und weiter

β ·H · L < (h2 − h1) · l1 + a ≤ (h3 − h1) · l1 + a

Also ist das Rechteck, das aus dem horizontalen Zusammenbauen von X1 und X3 entsteht ebenfalls nicht zulässig.

Abbildung 4.1: Wird R2 durch ein Rechteck mit Höhe h3 > h2 erstetzt wird der innere Abfall größer.

zu 6.3 Sei X1 ∈ R, X2 ∈ Bz(X1) mit den Längen und Höhen (l1, h1) bzw. (l2, h2). Es gelte

max
�

l1 + l2, h2
	

> L oder min
�

l1 + l2, h2
	

> H

Für alle Rechtecke X3 ∈ Bz(X1) mit Länge und Höhe (l3, h3), wobei X3 in Bz(X1) hinter X2 sortiert ist (also

l3 > l2 gilt) gilt:

max
�

l1 + l3, h2
	

≥ max
�

l1 + l2, h2
	

> L

und

min
�

l1 + l3, h2
	

≥ min
�

l1 + l2, h2
	

> H

Also ist das Rechteck, das aus dem horizontalen Zusammenbauen von X1 und X3 entsteht ebenfalls nicht zulässig.
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5 Vergleich zwischen dem Algorithmus von Wang und dem CSA

Der Algorithmus der in diesem Vergleich genutzt wurde ist nicht der klassische Algorithmus von Wang wie hier

vorgestellt. Es wird eine Implementierung, die im Jahr 1989 von Vasko vorgeschlagen wurde genutzt. Diese läuft im

Durchschnitt mehr als 25 mal so schnell wie der klassische Algorithmus von Wang (für die von Vasko betrachteten

Daten, bei nicht angegebener Rechenmaschine). Des Weiteren wird bei Fall 3 eine Methode von Vasko (nach dem

Vorbild von Christofides und Whitlock) verwendet um Probleminstanzen zu generieren.[1]

5.1 Generieren von Probleminstanzen nach Vasko

Um den Algorithmus quantitativ bewerten zu können werden möglichst viele Probleminstanzen benötigt. Diese Instan-

zen sollten nach Möglichkeit jedoch sinnvoll gewählt werden. So macht es beispielsweise keinen Sinn einen Container

zu wählen, dessen Ausmaße so klein sind, dass kein zulässiges Gut existiert. Genauso führt ein im Verhältnis zu den

Gütern sehr großer Container eventuell zu keinen benutzbaren Ergebnissen, da die Berechnung vieler solcher Proble-

minstanzen zu lange dauert.

Um möglichst viele Instanzen betrachten zu können und zu repräsentativen Ergebnissen zu gelangen wurde von

Vasko folgende Methode vorgeschlagen um die Parameter einer Probleminstanz zu generieren:

Erzeuge für alle Kombinationen der Parameter n ∈ {5, 10,15,20} , H ∈ {150,200, 300} ,Qmax ∈ {5, 10} fünf Pro-

bleminstanzen P = (C ,G ) mit

� C = (100, H)

� G =
�

g1, ...gn
	

, wobei gi = (li , hi , bi) für alle i ∈ {1, ..., n}.

� |G |= n

� bi ≤Qmax für alle i ∈ {1, ..., n}

� Generiere k ∈ (0.05,0.25) zufällig und setze li · hi = k ·H · L.

� Generiere rat io ∈ (1, 5) zufällig und setze
li
hi
= rat io

Daraus resultieren |n| · |H| · |Qmax | = 24 verschiedene Parameterkombinationen. Bei fünf Probleminstanzen pro

Parameterkombination gibt es also ingesamt 120 generierte Probleminstanzen.

5.2 Rechenzeiten

Vergleichen wir nun die Rechenzeiten der beiden Algorithmen. Im Folgenden betrachten wir drei Fälle.

Fall 1:

� β wird direkt als optimaler Wert gewählt.

� 10 betrachtete Probleme bestehend aus jeweils 30 Rechtecken.

� Ausgeführt auf einem HP9000/735.

� Durch Schwierigkeiten bei der Messung der Zeit auf dem benutzten Betriebssystem gibt es Messfehler im Bereich

von ±20%.

Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle dargestellt:

Selbst wenn die 20% Fehlertoleranz einbezogen werden, hat der CSA jedes mal schneller eine optimale Lösung

gefunden als der Algorithmus von Wang. Es fällt auf, dass der CSA in vielen der Fälle trotzdem mehr Rechtecke

generiert und überprüft. Da beide Algorithmen die optimale Lösung finden muss der komplette Abfall gleich sein.
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Abbildung 5.1: Fall 1[1]

Fall 2:

� β wird 0 gesetzt und anschließend in Schritten von 0,01 erhöht.

� 8 betrachtete Probleme erstellt von Daza et al. (1995)

� Ausgeführt auf dem gleichen System wie in 1, daher auch hier Messfehler im Bereich von ±20%.

Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle dargestellt:

Abbildung 5.2: Fall 2[1]

Erneut sehen wir, dass der CSA oft genauso viele bzw. mehr Rechtecke generiert als der EWA. Dies lässt darauf

schließen, dass nicht die Strategie wann der Algorithmus ein Rechteck verwirft, sondern vielmehr die Branching-

Strategie sehr effizient ist. Da mehr Rechtecke schneller erstellt werden können. Insbesondere wenn β oft erhöht

werden muss, schneidet der CSA in Bezug auf die Anzahl der generierten Rechtecke schlechter ab.

17



Fall 3:

� Für β wird direkt ein sehr hoher Wert, hier konkret β = 0,25 gewählt.

� 120 zufällig generierte Probleme wurden betrachtet (siehe Generieren von Probleminstanzen nach Vasko).

� Ausgeführt auf einem Pentium II 350MHz Mikrocomputer.

Bei den folgenden Ergebnissen ist zu beachten, dass diese in der Arbeit von Amaral und Wright inkonsistent sind,

da sich einige Durchschnittszahlen nicht nachvollziehen lassen. Diese sind in den folgenden Tabellen rot markiert:

Zunächst betrachten wir die Anzahl der generierten Rechtecke durch den CSA und EWA:

Abbildung 5.3: Fall 3[1]

Erneut sehen wir, dass im Schnitt der CSA deutlich mehr Rechtecke generiert als der Algorithmus von Wang in

der Implementierung von Vasko. Doch auch hier ist die Laufzeit des Cutting Stock Algorithm deutlich kürzer. In der

folgenden Tabelle erkennen wir, dass der CSA im Durchschnitt über 7 Sekunden schneller ist (dieses Ergebnis erhalten

wir auch, wenn die roten Zellen nicht beachtet werden):

Nach zeitlichen Kriterien ist der Cutting Stock Algorithm also deutlich effizienter im Berechnen der optimalen

Lösung. Allerdings spricht die hohe Anzahl an generierten Gütern beim CSA dafür, dass dieser einen im Vergleich

höheren Speicherbedarf hat.

Wie kann es sein, dass der Algorithmus zwar mehr Güter generiert, jedoch einen geringeren Zeitaufwand hat?

Betrachten wir den Cutting Stock Algorithm stellen wir fest, dass in der Branching-Strategie jedes mal alle möglichen

neuen Zusammenstellungen generiert werden ohne darauf zu achten ob diese zulässig sind oder nicht. Im Gegensatz

hierzu generiert der Algorithmus von Wang nur die Zusammenstellungen die tatsächlich zulässig sind. Dadurch werden

bei Wang aber sowohl die zulässigen Zusammenstellungen, als auch die zu verwerfenden Zusammenstellungen auf

Zulässigkeit geprüft.

Beim CSA wird durch das frühe Verwerfen von ganzen, in der Branching-Strategie erzeugten, Teilmengen nur ein

geringer Teil der Güter auf Zulässigkeit geprüft. An dieser Stelle hat der CSA durch seine wenigen Vergleiche einen

Zeitvorteil der sich in den obigen Tabellen darstellt.

Insbesondere durch die Tests mit zufällig generierten Daten können wir also sagen, dass der Cutting Stock Algorithm

in der Anwendung effizienter ist als der Algorithmus von Wang.

5.3 Lösen von großen Problemen mit Hilfe des CSA

Anhand der Berechnungen im vorhergehenden Kapitel kann man erkennen, dass kleinere Probleme vom CSA effizient

gelöst werden. Betrachten wir nun, wie der Umgang des Algorithmus mit großen Problemen ist.
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Abbildung 5.4: Fall 3[1]

Bei den Ergebnissen in diesem Abschnitt ist jedoch zu beachten, dass diese Berechnungen mit der Implementierung

des Algorithmus aus dem Anhang auf einer Rechenmaschine mit folgenden Spezifikationen durchgeführt wurde: AMD

Athlon(tm) X2 Dual-Core QL-62 2.00 GHz mit 4,00GB RAM und einem Win7 64-bit OS.

Darüber hinaus haben, laut deren Veröffentlichung, Amaral und Wright noch zusätzliche Routinen zum Zeitsparen

implementiert, da sie diese nicht näher beschreiben sind sie in der benutzten Implementierung nicht vorhanden.

Diese Unterschiede haben Auswirkungen auf die Dauer und den Speicherbedarf des Algorithmus, da hier aber nur

eine Tendenz aufgezeigt werden soll kann dieser Einfluss vernachlässigt werden.

Betrachten wir zunächst was unter der Größe eines Problems zu verstehen ist. Da der Algorithmus sehr schnell

neue Zusammenstellungen generiert macht die ursprüngliche Anzahl der Güter nur einen kleinen Teil der benötigten

Ressourcen aus. Wählen wir einen Container mit sehr großen Ausmaßen (bspw. Höhe = 1000 und Länge = 1000),

kann es trotzdem passieren, dass bereits ein triviales Gut die optimale Lösung direkt liefert (falls im Beispiel ein Gut

mit Höhe und Länge 1000 existiert). Ein großes Problem entsteht also durch das Verhältnis der eigenen Höhe und

Länge zu der Höhe und Länge des größten zulässigen Guts bzw. dessen Rotation.

Betrachten wir im Folgenden also Probleminstanzen folgender Form:

� Der Container C = (L, H) ist definiert durch L = 100 und H = 100.

� Die Gütermenge G besteht aus einem Gut, d.h. |G |= 1.

� Das Gut g = (l, h, b) ∈ G hat gleiche Seitenlängen l = h und es gilt b = L
l
· H

h
.
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Das folgende Diagramm zeigt die Berechnungszeit in Millisekunden für die Probleminstanzen mit l, h ∈
{50,49, ..., 16}.

Bereits wenn das betrachtete Gut Seitenlängen hat, deren Länge 15% der Länge der Seitenlängen des Containers

ausmachen ist das Problem nicht in angemessener Zeit lösbar. Jedoch kann man davon ausgehen, dass der Algorithmus

durchläuft und das Ergebnis danach ausgibt.

Bei Betrachtung eines noch größeren Problems - hier wurde konkret ein Container C = (1000,1000) mit einem

Gut g = (10,10) gewählt - stößt der Algorithmus jedoch nicht nur zeitlich an seien Grenzen. Durch die bei so großen

Problemen extrem schnell wachsende Anzahl an möglichen Zusammenstellungen wurde der Durchlauf des Algorithmus

erfolglos durch einen Speicherüberlauf abgebrochen.

Der Cutting Stock Algorithm läuft also, je nach Implementierung und Rechner, bis zu einer bestimmten Grenze

der Größe der betrachteten Probleminstanz sehr schnell. Ab dieser Größe verwirft der Algorithmus zwar weiterhin

Zusammenstellungen sehr früh und arbeitet dadurch effizient, allerdings wächst die Größe des Problems zu stark an,

damit dieser noch nutzbar ist.
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6 Ergebnis

6.1 Schlussfolgerungen

Zusammenfassend können wir über den CSA sagen, dass dieser in den meisten Fällen schneller als der Algorithmus

von Wang eine optimale Lösung findet. Diesen Zeitvorteil bekommt der Algorithmus durch eine geschickte Bran-

chingstrategie. Diese sortiert die erzeugten Rechtecke geschickt an, sodass früh Lösungen verworfen werden können,

die zu keinem optimalen Ergebnis führen.

Als weiteren großen Vorteil ihres Algorithmus führen Amaral und Wright an, dass dieser sehr leicht zu implemen-

tieren ist. Eine Implementierung in Java findet sich im Anhang. Dabei ist allerdings zu beachten, dass Amaral und

Wright eine Methode um doppelte Rechtecke aus den Zwischenmengen zu entfernen nicht weiter diskutiert wurden

und somit in der angehängten Implementierung fehlen. Es ist also davon auszugehen, dass dieses Programm eine

langsamere Laufzeit hat als der CSA auf identischen Rechenmaschinen.

Die Betrachtungen der Rechenzeit liefern sehr positive Ergebnisse. So ist der CSA, bei den betrachteten Problemen

zeitlich fast immer dem Algorithmus von Wang überlegen. Allerdings generiert der Algorithmus von Amaral und

Wright dabei meistens mehr Rechtecke, als der Algorithmus von Wang. Des Weiteren wurden zum Testen nur Probleme

mittlerer Größe betrachtet. Ein nächster Schritt ist die Überprüfung wie schnell der CSA für große Probleme eine

optimale Lösung findet.

6.2 Mögliche Erweiterungen des Algorithmus

Im Folgenden werden noch einige mögliche Erweiterungen des Problems und Lösungsansätze mit Hilfe des CSA er-

läutert.

Der CSA betrachtet nur einen einzelnen Container aus dem Güter geschnitten werden können. Es liegt jedoch

nahe, dass man mehrere Grundgrößen von Blechen oder ähnlichem zur Verfügung hat. Es ist zu Entscheiden zwischen

verschiedenen Größen von Containern um möglichst günstig alle Güter auschneiden zu können.

Zur Lösung diese Problems muss der Algorithmus nur auf jeden verfügbaren Container angewendet werden und

das Grundrechteck mit dem geringsten Abfall bzw. der günstigste Container gewählt werden.

Nicht jedes Gut muss für eine Lösung gleich wichtig sein. Daher kann es sein, dass eine Lösung mit mehr Abfall

gegenüber einer Lösung mit weniger Abfall bevorzugt wird, falls dafür eine bestimmte Art von Gütern in der Lösung

enthalten ist.

Eine Möglichkeit dieses Problem anhand des CSA zu lösen ist das Einführen einer Bewertungsrate r ∈ [0,1] für

jedes Gut. Dabei steht eine Rate von r = 1 für ein besonders unwichtiges und eine Rate vn r = 0 für ein besonders

wichtiges Gut. Bei der Berechnung des kompletten Abfalls wird dieser nun mit den Bewertungsraten der im Contai-

ner enthaltenen Güter multipliziert. Dies führt dazu, dass Rechtecke mit einer niedrigen Bewertungsrate gegenüber

Rechtecken mit einer hohen Bewertungsrate bevorzugt werden.
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7 Das Kreispackproblem

In der Einführung dieser Arbeit wurden bereits einige eng verwandte Probleme kurz erläutert. Im Folgenden soll

eine Abwandlung des vorne beschriebenen Packproblems und ein Ansatz für einen Algorithmus zu dessen Lösung

vorgestellt werden.

Das Kreispackproblem ist ähnlich wie das zweidimensionale Packproblem. Allerdings werden hier Kreisscheiben

betrachtet. Das Problem besteht darin die Scheiben si mit Mittelpunkt mi , si =
�

x |||x −mi || ≤ ri
	

und ri = i für alle

i ∈ {1, ..., n} anzuordnen. Dabei soll der Radius r0 der Kreisscheibe s0 für die gilt:

x ∈ si ⇒ x ∈ s0, für alle i ∈ {1, ..., n}

minimal sein.

Die Scheiben dürfen sich dabei nicht überschneiden, das heißt, es gilt si ∩ s j = ; für alle i, j ∈ {1, ..., n} , i 6= j.

Für dieses Problem wurde bereits ein Algorithmus durch E. Schömer vorgeschlagen (2009)[3]. Dieser nutzt das

sogenannte Verfahren der simulier ten Abkühlung.

7.1 Exkurs: simulierte Abkühlung[4]

Um einen alternativen Ansatz zum Lösen von Packproblemen vorzustellen wird hier auf die simulierte Abkühlung

eingegangen. Es soll jedoch lediglich das grobe Konzept erklärt und nicht der konkrete Algorithmus von E. Schömer

zum Lösen des Kreispackproblems erläutert werden. Das Verfahren der simulierten Abkühlung bietet als Top-Down-

Algorithmus einen Kontrast zu dem vorgestellten Bottom-Up-Algorithmus, dem CSA.

Die simulierte Abkühlung basiert auf dem Metropolisalgorithmus. Durch diesen können Zustände eines thermody-

namischen Systems bei einer Temparatur T bestimmt werden. In einem iterativen Verfahren wird in jedem Schritt mit

einer bestimmten Wahrscheinlichkeit ein neuer Zustand angenommen. Diese Wahrscheinlichkeit hängt einerseits von

der Energiedifferenz der beiden Zustände, andererseits von der Temperatur T ab. Bei einer negativen Energiedifferenz

ändert sich der Zustand immer. Bei einer positiven Differenz ist es umso wahrscheinlicher, dass sich der Zustand

ändert wenn T groß und die Energiedifferenz klein ist.

Bei der simulierten Abkühlung wird dieses Verfahren mit einer hohen Temperatur T begonnen und diese dann schritt-

weise verkleinert. Bei großem T können von einem Zustand aus viele andere Zustände erreicht werden, da die Wahr-

scheinlichkeit für jeden Zustand höher ist. Ist T hingegen klein können nur wenige Zustände erreicht werden, da

Zustandswechsel unwahrscheinlicher sind.

Wenden wir den Algorithmus zur Suche eines Optimums an bei dem wir die Güte mit Hilfe einer Zielfunktion

beschreiben können. Dann beschreibt ein Zustand x eine bestimmte Lösung. Die Energiedifferenz von Zustand x0
zu Zustand x1 wird als Verhältnis zwischen den Güten der beiden Lösungen interpretiert. Das heißt ist die Lösung

x1 besser als x0 ist die Energiedifferenz negativ, bei einer schlechteren Lösung x1 ist die Energiedifferenz positiv. Je

schlechter die Lösung x1 im Verhältnis zu Lösung x0 ist, desto größer ist die positive Energiedifferenz.

Wenden wir die simulierte Abkühlung auf ein Optimierungsproblem an, werden zu Beginn, bei hoher Temperatur, oft

auch schlechtere Lösungen akzeptiert. Mit sinkender Temperatur werden allerdings nur noch Lösungen akzeptiert die

sich von der Güte immer weniger von den vorhergehenden Lösungen unterscheiden oder besser sind. Bei ausreichend

geringer Temperatur bleibt die Lösung in einer ε-Umgebung eines lokalen Optimums (für ε > 0).

Im Allgemeinen kann dieser Algorithmus nicht das Finden eines globalen Optimums garantieren. Durch die Geschwin-

digkeit der Abkühlung, d.h. die Rate mit der die Temperatur T sinkt, der Startgröße von T sowie der Bestimmungs-

methode für eine Startlösung kann jedoch die Wahrscheinlichkeit ein globales Optimum zu finden vergrößert werden.

Konkrete Methoden müssen allerdings zu bestimmten Problemen einzeln bestimmt werden.

Ein beliebtes Beispiel zur anschaulichen Erklärung der simulierten Abkühlung ist das Suchen eines Minimums in

einer hügeligen Landschaft indem eine Kugel an einer beliebigen Position abgesetzt wird. Die Kugel wird den Hügel auf

dem sie gestartet ist runterrollen und im Tal zwischen zwei Hügeln liegen bleiben. Diese Stelle beschreibt ein lokales

Minimum, muss aber kein globales Minimum sein. Bei der simulierten Abkühlung wird der Kugel erlaubt zeitweise

auch nach oben zu rollen. Ihr wird also ein Stoß versetzt durch den die Kugel einen kleinen Hügel überwinden kann,

aus einem tiefen Tal, wie dem globalen Minimum aber nur schwerer wieder herauskommt. An diesem Beispiel ver-

deutlicht sich auch das Problem dieser Methode, da man nicht davon ausgehen kann, dass das globale Minimum sehr
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Abbildung 7.1: Simuliertes Abkühlen: Beispiel Kugel

hohe angrenzende Hügel hat sodass die Kugel aus diesem nicht mehr rausrollen kann. Außerdem kann es passieren,

dass die Kugel in ein lokales, aber nicht globales, Minimum rollt während die Temperatur schon soweit abgekühlt ist,

dass das lokale Minimum nicht mehr verlassen werden kann.

Diese Methode hilft uns auch beim Lösen des Kreispackproblems. Beginnt man mit einer beliebigen Lösung fällt es

zunächst noch leicht ähnliche Lösungen zu finden. Insbesondere werden in den ersten Iterationen des Algorithmus auch

noch viele Möglichkeiten zur Verbesserung des Zustands und somit mögliche Zustandsänderungen auch bei geringer

Temperatur vorhanden sein. Sobald die Kreisscheiben einigermaßen eng zusammen liegen gibt es dieses Verbesse-

rungspotential nur noch in geringem Maße. Das vertauschen zweier Kreisschreiben in einer Lösung kann beispielsweise

schon über sehr schlechte Lösungen führen. Um zu umgehen, dass der Algorithmus nach einigen Iterationen an einem

lokalen Minimum hängen bleibt wurden im Algorithmus von E.Schömer kurzzeitige Überschneidungen der Kreisschei-

ben erlaubt. Durch diese Funktionsweise konnten sehr effizient gute Lösungen für das Problem berechnet werden.
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8 Vergleich CSA - simulierte Abkühlung

Abschließend wird hier kurz auf die Vorteile der beiden Algorithmen eingegangen. Der ausführlich vorgestellte Cut-

ting Stock Algorithm liefert eine optimale Lösung in, im Verhältnis zu Wang’s Algorithmus, bei den betrachteten

Beispielen, kurzer Zeit. Es handelt sich um einen Bottom-Up-Algorithmus der durch die vielen verschiedenen Kom-

binationsmöglichkeiten von Gütern (zwei Güter können auf acht verschiedene Arten kombiniert werden, siehe oben)

nur auf kleine und mittelgroße Probleme angewendet werden kann.

Die simulierte Abkühlung findet im Allgemeinen nur ein lokales Optimum und kann nicht sicher entscheiden ob ein

globales Optimum gefunden wurde. Da aber nur eine Lösung betrachtet und diese sukzessive verändert wird ist die

Größe des betrachteten Problems unkritischer als beim CSA.

Da es sich bei der simulierten Abkühlung um ein Konzept und nicht um einen ausformulierten Algorithmus handelt

kann man hier keine konkreten Aussagen zur Rechenzeit dieser machen.

Je nach Problemstellung und Anforderung an die Lösung können also beide Algorithmen dem jeweils anderen vor-

zuziehen sein.
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9 Anhang A: CSA in Java

Die Implementierung des Cutting Stock Algorithm in Java findet sich auf der beigelegten CD.

Bei der Implementierung ist zu beachten, dass diese sich eigene Probleminstanzen generiert und löst. Daher werden

die Instanzen und Lösungen aus verschiedenen Durchläufen der Implementierung sich in der Regel unterscheiden.

Die Ergebnisse aus Abschnitt 5.3 Lösen von großen Problemen mit Hilfe des CSA wurden anhand der beigefügten

Implementierung mit manuell eingegebenen Probleminstanzen erstellt.

Darüber hinaus wird beim generieren von Problemen nach Vasko ein größerer Faktor k gewählt um die Berechnung zu

beschleunigen. Dies ist nötig, da hier im Gegensatz zu den Berechnungen von Amaral und Wright nicht im vorhinein

der optimale Wert für β gewählt wird. Damit der Algorithmus zum testen in angemessener Zeit durchläuft werden

außerdem zu jeder möglichen Parameterwahl von n, H, Qmax nur eine Instanz generiert (anstatt 5).
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