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1 Einleitung

Als im Jahr 1825 die offentliche ,,Eisenbahn“ auf der Strecke zwischen Stockton und Darlington in England ihren Dienst
begann, ahnte noch keiner, wozu dies einmal fiihren wiirde und welch wichtige Rolle die Eisenbahn einmal spielen wird.
Heutzutage werden jihrlich allein im deutschen Nahverkehr ca. 2.2 Milliarden Personen beférdert (Quelle: stat. Bundes-
amt). Dies fithrt jedoch auch zu Problemen. Wie lassen sich die vielen tausend Ziige aufeinander abstimmen, so dass es zu
keinen Unfallen kommt? Wie ldsst sich der Nutzen fiir die Kunden optimal damit verbinden? Wie lassen sich Anschliisse
aufrechterhalten? Wie ldsst sich zudem die Haltezeit in Bahnhéfen minimieren?

Einem solchen Problem wollen wir uns in dieser Arbeit etwas ndhern. Das geschieht auf Grundlage der Publikation
sModeling and solving the train timetabling problem* von Alberto Caprara, Matteo Fischetti und Paolo Toth [1], die
sich mit dem Problem eines konsistenten Fahrplans der Ziige beschéftigt haben. Jedoch beschrédnken sie sich dabei auf
die Betrachtung einer Strecke zwischen zwei ,,Metropolen®, auf welcher es jedoch Zwischenhalte geben kann. Da in den
meisten Fallen Hin- und Riickrichtung unabhéngig voneinander sind, kann man sich wiederum auf eine gerichtete Strecke
beschrinken. Desweiteren muss bei der Problemlésung beachtet werden, dass die Streckenkapazitét eingehalten wird, so-
wie dass einige zusitzliche Bedingungen erfiillt sind. Dies wiire zum Beispiel, dass das Uberholen zwischen den Bahnhéfen
nicht moéglich ist, sondern nur innerhalb eines Bahnhofs. Auch muss man beachten, dass es zum Beispiel eine gewisse
Zeit dauert bis die Weichen umgestellt sind bzw. die Einfahrt in einen Bahnhof wieder zugelassen ist (selbes gilt auch
beim Verlassen des Bahnhofs). Dies fithrt dazu, dass man gewisse Pufferzeiten einfiihren muss, die gewéhrleisten, dass
diese Tétigkeiten auch korrekt durchgefiihrt werden kénnen. All diese Bedingungen wollen wir mit einem mathematischen
Modell beschreiben.

Dieses Modell basiert auf der Graphentheorie. Dabei werden Abfahrt bzw. Einfahrt zu einer gewissen Zeit mit einem
Knoten verbunden. Daraus ergibt sich schliefflich ein ganzzahlig lineares Programm. Darauf aufbauend lasst sich anschlie-
Bend mit Hilfe von Lagrangerelaxation das Problem auf ein Multi-Commodity-Flow-Problem zuriickfithren, womit ein
heuristisches Verfahren entwickelt werden kann, welches uns eine Losung liefert (also einen Zeitplan fir eine gerichtete
Strecke). Wir werden zunéchst einmal damit beginnen, das Problem passend zu beschreiben und anschlieBend zeigen,
dass es NP-schwer ist, um zu gewéahrleisten, dass es sich nicht exakt mit einem polynomialen Algorithmus l6sen lasst und
somit unseren heuristischen Ansatz begriindet.




2 Eine erste mathematische Beschreibung

In diesem Kapitel versuchen wir nun das Problem aus der Realitit in eine moglichst gute mathematische Form zu bringen,
um einen Losungsalgorithmus zu entwickeln.

2.1 Train Timetabling Problem

Da wir unser Problem in einem gewissen Planungszeitraum betrachten, macht es Sinn diesen zunichst einmal geschickt
zu definieren. Der Planungszeitraum ist in Perioden unterteilt, in denen sich der Fahrplan wiederholen soll (z.B. jeden
Tag). Eine Periode wollen wir wie folgt definieren:

P:={1,...,q} ¢q€N

Wie man sieht besteht eine Periode aus mehreren Zeitpunkten, die sich wie gewiinscht wéhlen lassen (z.B. Minuten).

AnschlieSend wollen wir unsere Strecke charakterisieren. Dazu wird die Strecke in ihre Zwischenstationen unterteilt und
mit einer sortierten Menge der Bahnhofe, wie folgt veranschaulicht:

S:={1,...,s} seN

Da auf der Strecke eine gewisse Anzahl an Ziigen fahren soll, bendtigen wir hierfiir eine brauchbare mathematische
Beschreibung. Die moglichen Ziige, die diese Strecke in einer Periode benutzen konnen, beschreiben wir durch eine
endliche Menge:

T:={1,...,t} teN

Ein Zug, der auf dieser Strecke fahrt, muss jedoch nicht unbedingt in dem ersten Bahnhof seine Fahrt beginnen. Dies
motiviert die folgende Notation.

Notation 2.1. Sei j € T. Wir nennen f; den Bahnhof, in dem der Zug j seine Fahrt auf der Strecke S beginnt (Eintritts-

bahnhof). Desweiteren nennen wir l; den Bahnhof, in dem die Fahrt des Zuges j auf der Strecke S endet (Austrittsbahn-
hof).

Wir definieren eine sortierte Menge der anzufahrenden Bahnhife fiir den jeweiligen Zug
ST i={fj,....,;}CS jeT

Bemerkung. Solche Fille treten auf, wenn es ,,Quereinsteiger gibt, welche die Strecke ab dem z.B. dritten Bahnhof und
bis zum finften Bahnhof benutzen und sich anschlieffend wieder anders orientieren (eine andere Strecke benutzen). Des
Weiteren kann ein Zug auch Bahnhdfe auslassen.

Wir wenden uns nun dem Fahrplan zu, der den Output unseres Problems darstellt.

Definition 2.1. Ein Fahrplan weist jedem Zug j € T eine Abfahrtszeit in f; sowie eine Ankunftszeit inl; zu. Des Weiteren
werden auch in allen Zwischenstationen to € SI\{f;,1;} Ankunfts- sowie Abfahrtszeiten zugewiesen.
Wir nennen die Menge aller Fahrpline & .

Bemerkung. Der Fahrplan ist periodisch fir jeden Zug, d.h. er wiederholt sich nach einer Periode innerhalb des Pla-
nungszeitraums immer wieder. Aus diesem Grund entwickeln wir nur eine Lésung fiir eine Periode.

Definition 2.2. Die Fahrtzeit ist die Zeit zwischen der Abfahrt in Bahnhof f; und der Ankunft in Bahnhof l;.
Wir weisen jedem Zug in einem Fahrplan einen abstrakten Nutzen zu
N:ZxT—=R

Daraus abgeleitet wird der Nutzen Ny fiir einen Fahrplan f € &

Ny:=> N(f.j)

JeT

Mit Hilfe der zuvor genannten Definitionen kénnen wir unser betrachtetes Problem nun angeben.




Train Timetabling Problem (TPP) 2.1.
Input: Strecke S, Ziige T, fiir alle Zige j € T die anzufahrenden Bahnhife S7, Periode P, mdgliche Beschrinkungen
Output: Menge der nutzenoptimalen Fahrpline

Notation 2.2. Wir bendtigen nun fir jeden Zug j € T zugspezifische Parameter.
(i) den idealen Nutzen 11;, falls der Zug j ohne Einschrinkungen fahren kann
(ii) die ideale Abfahrtszeit bj des Zuges j in f;
(iii) die ideale Haltezeit S;; des Zuges j im Bahnhof i € SI\{f;,1;}
die ideale Fahrtzeit F;; des Zuges j auf der Strecke zwischen Bahnhof i und i+1 mit i € SI\{l;}
die ideale Fahrtzeit £; des Zuges j, wobei

gj = Z gij + Z Fij

(iv

)
)
)
v)

Bemerkung. Y II; bildet eine obere Schranke fir den Gesamtnutzen eines Fahrplans. Das Ziel ist nun moglichst Nahe
JET
an diese Schranke heranzukommen.

2.2 Streckenbeschrankungen

Wie bereits in der Einleitung erwdhnt wurde, ist es unmoglich, dass mehrere Ziige gleichzeitig auf einer Strecke fahren.
Mit solchen Streckenbeschrinkungen wollen wir uns in diesem Teil beschéftigen und geben einen Uberblick, den wir in
den spéateren Kapiteln prézisieren werden. Dazu miissen wir uns jedoch zunéchst klar machen, was fiir Beschrankungen
iiberhaupt beachtet werden miissen. Also fangen wir auch hier wieder bei dem realen Problem an und stellen uns die Frage:
Was ist erlaubt und was nicht? Dabei unterscheiden wir zwischen zwei unterschiedlichen Typen von Beschrankungen und
beginnen mit den Streckenkapazitdtsbeschrankungen.

Notation 2.3. Seii € S.

(i) Eine untere Schranke a; € N fiir die Ankunft ist der Abstand, der mindestens zwischen zwei in den Bahnhof i
einfahrenden Ziigen eingehalten werden muss.

(ii) PEine untere Schranke d; € N fiir die Abfahrt ist der Abstand, der mindestens zwischen zwei den Bahnhof i
verlassenden Ziigen eingehalten werden muss.

Definition 2.3. Fine Streckenkapazitatsbeschrinkung ist eine Nebenbedingung, die folgendes gewdhrleistet
(i) Die unteren Schranken fir die Ankunft werden eingehalten.
(ii) Die unteren Schranken fir die Abfahrt werden eingehalten.

(iii) Uberholen ist nur in Bahnhdfen erlaubt.

Bemerkung. Zige diirfen auch in nicht geplanten Haltebahnhdfen halten.

Wir wenden uns nun den Zeitfensterbeschrankungen zu. Diese beschéftigen sich damit, dass gewisse Anschlussbedingun-
gen erfiillt sein miissen, damit zum Beispiel Anschlussziige fiir die Kunden gewéhrleistet werden.

Notation 2.4. Seii €T und j € S.
(i) arry; € P ist der spitestmogliche Ankunftszeitpunkt des Zuges i im Bahnhof j.
(i) depi; € P ist der friihstmogliche Abfahrtszeitpunkt des Zuges i im Bahnhof j.

Definition 2.4. Fine Zeitfensterbeschrankung ist eine Nebenbedingung, die folgendes gewdhrleistet:
(i) Der spatmaoglichste Ankunftszeitpunkt wird eingehalten.
(ii) Der frithstmogliche Abfahrtszeitpunkt wird eingehalten.

Hiermit schlieflen wir die Betrachtung der Streckenbeschrénkungen zunéchst ab. Sie werden spéter noch eine entscheidende
Rolle spielen.




2.3 Nutzen

Die Fragestellung mit der man diesen Abschnitt iiberschreiben kénnte, lautet wie folgt: Was wird versucht zu optimieren?
Dazu gehen wir auf den im vorherigen Kapitel definierten Nutzen néher ein. Hierbei benétigen wir zunéchst ein paar
Definitionen.

Definition 2.5. Sei j € T'. Der Shift V; : & — R beschreibt die Differenz der idealen Abfahrtszeit Fj zu der Abfahrtszeit
in f; gemafS des Fahrplans [ € & des Zuges j.

Definition 2.6. Sei j € T'. Der Stretch ;1 : & — R beschreibt die Differenz der idealen Fahrtzeit £; zu der Fahrtzeit im
aktuellen Fahrplan f € & des Zuges j.

Wir modellieren unseren Nutzen eines Zuges j € T in einem Fahrplan f € & so, dass er von den folgenden drei
Parametern abhangt:

(i) dem idealen Nutzen II;
(i) dem Shift V;(f)
(ili) dem Stretch p;(f)

Die Idee ist nun, von dem idealen Nutzen Bestrafungen fiir Stretch und Shift abzuziehen und somit einen Nutzen zu
erhalten.

Dies motiviert abhéngig von dem Shift eine Funktion zu definieren, die die verspitete Abfahrt in eine Nutzenbestra-
fung transformiert.

Definition 2.7. Sei j € T. Die Funktion ¢; : P U {0} — R ist eine vom Benutzer definierte, nicht-fallende Bestrafungs-
funktion fiir den Shift mit ¢;(0) = 0. Diese Funktion ist fir jeden Zug j spezifisch.

Wir gehen bei dem Stretch nun davon aus, dass dieser eine lineare Bestrafung besitzt und wir somit nur einen Parameter
7, zur Beschreibung bendtigen (auch hier sollte keine Bestrafung bei keinem Stretch vorliegen).

Definition 2.8. Sei j € T'. Der Parameter y; > 0 gibt die Bestrafung des Stretchs an. Dieser ist fiir jeden Zug j spezifisch.

Wie oben erwédhnt definieren wir unsere Nutzenfunktion also ausgehend vom idealen Nutzen und ziehen die entsprechen-
den Bestrafungen ab.

N(f,j) =1, = &;(V;(f)) — v - 15(f)

Bemerkung.
(i) Die Nutzenfunktionen sind normalerweise bei dem selben Zugtyp zur selben Zeit identisch.

(ii) Bei negativem Nutzen kinnte man sich tberlegen, den Zug tiberhaupt nicht fahren zu lassen, da die Bestrafung
hoher ist als der Nutzen. Dies stellt eine implizite Zeitfensterbeschrinkung dar.

Damit schlieen wir die mathematische Modellierung zunéchst ab und gehen im néchsten Kapitel darauf ein, ob sich das
Problem ,einfach/effizient* 16sen ldsst.




3 Komplexitat des Problems

In diesem Kapitel wollen wir nun zeigen, dass das Problem NP-schwer [2] ist. Wenn uns dies gelungen ist, konnen wir
damit das Anwenden einer Heuristik begriinden, da es keinen ,einfachen“ polynomialen Algorithmus geben wird.
Unsere Idee ist es eine Abbildung zwischen unserem Problem und dem MISP (Max-Independent Set Problem [3]) zu
finden, um somit nachzuweisen, dass das Problem NP-schwer ist. Zu diesem Zweck fithre ich das MISP zunéchst ein.

3.1 Das Max-Independent Set Problem (MISP)

Das Max-Independent Set Problem sucht in einem ungerichteten Graphen H=(N,E) nach einer Knotenmenge mit maxi-
maler Kardinalitdt, so dass zwischen zwei beliebigen Knoten in dieser Menge keine Kante in G existiert.

Problem 3.1. Max-Independent Set Problem

Input: ein ungerichteter Graph H = (N,E)

Output: eine Knotenmenge S C N mit mazimaler Kardinalitit |S|, fir die gilt
(i,7) ¢ EVi,j €S

Dieses Problem ist NP-schwer [3], was uns dazu motiviert eine Reduktion von diesem Problem auf unser TTP zu entwi-
ckeln. Damit hétten wir gezeigt, dass das TTP NP-schwer ist.

3.2 Beweis NP-schwer

Dieses Kapitel besteht im Kern aus der polynomiellen Reduktion und somit aus dem Beweis des folgenden Satzes.

Satz 3.1. Jede MISP-Instanz lasst sich polynomiell in eine TTP-Instanz transformieren, wobei die korrespondierenden
Losungen den gleichen Wert haben.

Beweis.

1) Notation.
Sei H = (N, E) der Graph der MISP-Instanz mit £ = {e1,...,en} und ¢; = (j;, k) fur alle i = 1,...,m mit
m € N. Wir weisen jedem Knoten in N einen Zug zu, d.h. ¢ = |N| und setzen

I =1 ¢;(0)=0; ¢j(x) =1Ve#0; =1

Aus diesen Notationen folgt schon, dass ein Zug sofort ausfillt, wenn er nicht ideal geplant werden kann, also ein
Shift oder Stretch auftritt.

N(f,3) =1 =V;(f) = i (f)

Da wir Minuten betrachten und somit V;(f), u;(f) € N gilt, muss V;(f) = p,;(f) = 0 gelten, damit der Zug
geplant wird. Da alle Ziige, wenn sie geplant werden, auch den gleichen Nutzen von 1 haben, sucht das entwickelte
TTP nach einer maximalen Anzahl von Ziigen, die kompatible ideale Fahrpliane haben.

Wir setzen nun genau m + 1 Bahnhofe mit f; = 1 und [; = m+1 fiir alle j € T'. Zusétzlich setzen wir a; =d; =1
fiir alle ¢ € S. Die Fahrtzeit zwischen zwei Bahnhofen setzen wir auf 1.

2) Entwicklung der idealen Fahrpline.
Wir nennen nun zwei Ziige inkompatibel, wenn ihre idealen Fahrpldne nicht zusammen geplant werden koénnen,
woraus folgt, dass nur einer der beiden Ziige geplant werden kann.
Dies berticksichtigen wir, indem wir zwei Ziige j,k als inkompatibel kennzeichnen, wenn eine Kante (j,k) € E
existiert. Wenn wir also eine Kante e¢; = (j;, k;) haben, heifit das, dass im idealen Fahrplan die Ziige j; und k;
zur selben Zeit im Bahnhof i abfahren und somit auch zur selben Zeit im Bahnhof i4+1 ankommen. Die i-te Kante
charakterisiert somit die Inkompatibilitdt auf der Strecke zwischen i und i+1.
Somit lassen sich nun aus dem Graphen die idealen Fahrpliane aller Ziige entwickeln. Wir beginnen mit der ersten
Kante e; = (j1, k1). Wir setzen die Abfahrtszeit der Ziige j; und k7 in dem Bahnhof 1 auf den Wert j;. Fiir die
weiteren Ziige (j # 71 und j # k1) setzen wir die Abfahrtszeit auf den Wert j. Die Ankunftszeit in Bahnhof 2 ist
jeweils eine Minute nach der Abfahrt in 1.
Wir gehen genauso fiir eine allgemeine Kante e; = (j;, k;) vor. Dabei setzen wir die Abfahrtszeit der Ziige j; und
k; im Bahnhof i auf

(t—=1)-(t+1)+4;




Fiir alle Ziige j # j; und j # k; wird die Abfahrtszeit in i wie folgt gesetzt

(t—1)-t+1)+j

Die Ankunftszeit im Bahnhof i+1 ist wiederum eine Minute nach der Abfahrt in i. Der Term (i — 1) - (¢t + 1)
berticksichtigt den Bahnhof in dem wir uns befinden.
Somit lassen sich iterativ die idealen Fahrplédne jedes Zuges entwickeln.

3) Losung.
Da auf Grund der Konstruktion der Zug nur ideal fahren kann oder ausféllt, suchen wir bei der entstandenen
TTP-Instanz die maximale Anzahl an zueinander kompatiblen Fahrplinen. Dies entspricht genau dem Suchen
der maximal-unabhéngigen Knotenmenge in unserer MISP-Instanz, da inkompatible Ziige (Knoten) genau mit
einer Kante verbunden sind. Auch der Losungswert stimmt iiberein, da der Nutzen eines geplanten Zuges genau 1
entspricht.
Uns ist also eine Reduktion von einer MISP-Instanz zu einer TTP-Instanz gelungen.

Die oben beschriebene Reduktion ldsst sich jetzt an einem Beispiel verdeutlichen, welches helfen soll diese besser zu
verstehen.

Beispiel. Sei H = (N, E) mit N = {1,2,3,4} und E = {(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4)}.

Somit werden die Abfahrtszeiten wie folgt ermittelt.

Abfahtszeiten in 1: mit i = 1 gilt (i —1)-(¢t+1)=0-5=0
lTund 2:04+1=1

3:0+3=3

4:0+4=4

Abfahtszeiten in 2: mit i = 2 gilt (i —1)-(¢t+1)=1-5=5
lTund 3:5+1=6

2:5+2=7

Ji5+4=9

Abfahtszeiten in 3: mit i = 3 gilt (i —1)-(t+1)=2-5=10
1Tund 4:10+1 =11

2:10+2 =12

3:10+3 =13

Abfahtszeiten in 4: mit i = 4 gilt (1—1)-(t+1)=3-5=15

1:154+1=16
2und 8: 15+ 2 =17
4:154+4=19

Abfahtszeiten in 5: mit i = 5 gilt (i —1)- (t+1) =4-5=20
1:20+1=21

2:2042 =22

S und 4: 2043 = 23




1 2
E —— station
4 3

H = (N, E)

Wir kénnen nun in einem abschlieflenden Satz zeigen, dass das TTP nicht polynomiell 16sbar ist.

Satz 3.2. Es existiert kein Algorithmus A mit dem sich eine beliebige TTP-Instanz polynomiell lésen ldsst.

Beweis.
Wir werden hier einen Widerspruchsbeweis verwenden.

(o]

dep.
arr.
dep.
arr.
dep.
arr.
dep.
arr.
dep.
arr.

Annahme: Es existiert ein polynomieller Algorithmus A fur das TTP.

train

1 2 3 4
1 1 3 4
2 2 4 5
6 7 6 9
7 8 T 10
11 12 13 11
12 13 14 12
16 17 17 19
17 18 18 20
21 22 23 23
22 23 24 24

Sei I eine beliebige MISP-Instanz. Aus dem Satz 3.1 folgt, dass sich die Instanz I polynomiell in eine TTP-Instanz

J reduzieren lasst.

Nach der Annahme lédsst sich J und somit auch I mit A 16sen. Dies ist jedoch ein Widerspruch dazu, dass MISP in

NP-schwer liegt.

O




4 Graphenmodellierung

In diesem Kapitel definieren wir einen gerichteten azyklischen Multigraphen G = (V, A), wobei V' die Knotenmenge
darstellt und A die Kantenmenge darstellt,welche wir wir im Folgenden definieren werden.

Die Idee ist fir jeden moglichen Ankunfts- bzw. Abfahrtszeitpunkt in jedem Bahnhof einen Knoten einzufithren und
diese, wenn es moglich ist, mit Kanten zu verbinden, um anschlieend fiir jeden Zug einen nutzenmaximalen Pfad in
diesem Graphen zu suchen.

4.1 Knotenmenge

Wir beginnen mit der Knotenmenge V und fithren dazu zunéchst eine kiinstliche Quelle und Senke ein, die spiter den
Start bzw. das Ende jedes Pfades darstellen soll.

Notation 4.1. Sei o die kiinstliche Quelle und T die kiinstliche Senke.

Im néchsten Schritt werden wir nun die Menge der Ankunftsknoten definieren.

Notation 4.2. Seii € S\{1}. Dann ist U die Menge der mdglichen Ankunftszeitpunkte in i.

Damit haben wir fiir jeden méglichen Ankunftszeitpunkt in Bahnhof i einen Knoten in U?. In dem ersten Bahnhof gibt
es keinen Ankunftszeitpunkt, da hier nur abgefahren wird. Selbiges gilt fiir die Abfahrt im letzten Bahnhof. Genauso
gehen wir nun fiir die Abfahrtszeitpunkte vor.

Notation 4.3. Seii € S\{s}. Dann ist W* die Menge der mdglichen Abfahrtszeitpunkte in i.
s—1 s .

Definition 4.1. Seiu € |J U* undw € |J W*. Dann nennen wir u einen Ankunfisknoten und w einen Abfahrtsknoten.
i=1 i=2

Bemerkung.
(i) Seii,j € S\{1} miti # j. Dann gilt U' N U’ = 0.
(i) Seii,j € S\{s} miti # j. Dann gilt W' N WJ = (.
(iii) Seii € S\{1} j € S\{s}. Dann gilt U " W7 = ).

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition der Mengen. O

Also haben wir eine Partition unserer Knotenmenge V entwickelt und kénnen diese nun angeben.

s—1 s
Vi={o,7}U UUiUUWj
i=1 =2

4.2 Knotenrelation

Da jeder Knoten mit einer Zeit in Verbindung gebracht wird, definieren wir zu den Knoten eine Abstandsfunktion. Damit
kénnen wir anschlieend eine Relation auf der Knotenmenge angeben.

Definition 4.2. Sei v € V. Dann ist 0 : V. — P die Zeitfunktion, die zu jedem Knoten die jeweilige Zeitinstanz liefert.

Daraus entwickeln wir nun die Abstandsfunktion.
Definition 4.3. Sei u,v € V\{r,c}. Wir definieren die Abstandsfunktion A : V\{r,0} x V\{r,0} — P U {0} wie folgt
N O(v) — 0(u) falls 0(v) > 6(u)
O(v) —0(u) +q sonst
Der zweite Fall beriicksichtigt die Periodizitét.

Bemerkung. Seiu,v,z € V\{7,0}.
(i) A(:,-) ist wohldefiniert. Es gilt sogar: A(V,V) C{0,...,q—1}.
(ii) A(,-) stellt keine Metrik dar.

10



(i) FEs gilt eine Richtung der Definitheit: A(u,u) = 0.
(iv) Wie man im Beweis sieht, gilt die Symmetrie nicht, jedoch ldsst sich eine Beziehung zwischen den beiden Abstanden
angeben:

_Ja—Av,u) ,0(u) #0(v)
Al )= {A(v,u) 0(u) = 6(v)

(v) FEs gilt die Dreiecksungleichung: A(u, v) < A(u, z2) + A(z, v).

Beweis. Sei u,v,z € V.
(i) Wir wollen nun zeigen, dass in jedem Fall gilt A(u,v) € PU{0}. Also 0 < A(u,v) < gq.
Wir wissen bereits 1 < 6(u) < gund 1 <0(v) < g, da 6(u),0(v) € (V) C P.

1.Fall: 6(v) > 0(u)
Alu,v) =0(v) —0(u) <qg—1<gq,dad(v) <qund 0(u) > 1.
A(u,v) =0(v) —0(u) > 0, da 0(v) > 0(u).

2.Fall: 0(u) > 6(v)
Alu,v) =0(v) —0(u) +¢<qg—1,da 0(v) — 6(u) <0 und somit O(v) — f(u) < —1 da 6(u) € N.
Alu,v) =0v)—0(u)+¢>0—g+q=0,dad(v) >0und O(u) <gq

(ii) Dies scheitert bereits an der Symmetrie, da fiir OBdA 6(v) > 6(u) gilt:
Au,v) =0(v) = 0(u) # ¢ = [0(v) = 0(u)] = 0(u) = 0(v) + ¢ = A(v,u)
(iii) Die Aussage folgt direkt aus der Definition:
Au,u) =0(u) —0(u) =0

(iv) Wir unterscheiden hier die drei auftretenden Fille:
1.Fall: 0(v) > 0(u)
Au, v) + A(v,u) = 0(v) = 0(u) +0(u) —0(v) +¢=q
2.Fall: 0(v) < 0(u)
Au,v) + Av,u) = 0(v) = 0(u) + ¢+ 6(u) = 0(v) = ¢
3.Fall: 0(v) = 0(u)
A(u,v) =0(v) —6(u) =0 und A(v,u) = 0(u) — 0(v) =0
= Au,v) = A(v,u)
Damit ist die Aussage bewiesen.
(v) Auch hier rechnen wir die sechs auftretenden Félle durch.
1.Fall: O(u) < 0(z) <6(v)
Au, z) + Az, v) =0(2) — 0(u) + 0(v) — 0(z) = 0(v) — O(u) = A(u, v)
2.Fall: 6(u) <6(v) <0(z)

3.Fall: 0(z) < 0(v) < 0O(u)

4.Fall: 0(z) < 0(u) < 0(v)

5.Fall: 0(v) < 6(z) < 0(u)
)

6.Fall: 0(v) < 0(u) <0(z)

Au, z) + A(_z, v)=0(z) —0(u) +0(v) —0(2) + ¢=0(v) — 0(u) + ¢ = A(u, v)
Damit haben wir die Dreiecksungleichung im allgemeinen Fall bewiesen.

O

Nun kénnen wir nach den Vorbereitungen eine Ordnungsrelation auf der Menge der Knoten angeben. Die Intuition dabei
ist, dass man bei der Reihenfolgenbetrachtung immer den kiirzeren Abstand in Betracht zieht (Beriicksichtigung der
Periodizitat).
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Definition 4.4. Sei u,v € V. Wir definieren =X wie folgt
u=vi<= A(v,u) > Au, v)
Man spricht auch davon, dass der Knoten u dem Knoten v vorausgeht.

Wir wollen die Definition nun an zwei kleinen Beispielen veranschaulichen.

Beispiele. Seiu,v € V.
(i) SeiB(u) =2 und O(v) =5. Sei ¢ = 10.
Wir berechnen die Abstdnde zwischen den beiden Knoten.
Au,v) =0(v) —0(u) =5—2=3 und
A(v,u) =10 — A(u,v) =7
Damit gilt A(u,v) < A(v,u) und somit u < v.

B(w) ()
¢+ +
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(i) Seif(u) =1 und (v) =9. Sei ¢ = 10.
Wir berechnen nun wieder die Abstinde zwischen den beiden Knoten.
Alu,v) =0(v) —0(u) =9—1=28 und
A(v,u) =10 — A(u,v) =2
Damit gilt A(u,v) > A(v,u) und somit v < u.

Bemerkung. Die Relation , = ist reflexiv aber nicht transitiv.

Bewes.
Reflexivitét:
Dies folgt direkt aus A(u,u) =0 > 0= A(u,u)

Transitivitat:
Hier entwickeln wir ein Gegenbeispiel.
Sei ¢ = 10. Sei u, v,w € V mit (u) = 2,0(v) = 6 und §(w) = 10.
Dann gilt:
o Alu,v)=4<6=A(v,u)=u=v
e A(v,w)=4<6=A(w,v)=v 3w
Jedoch gilt auch:
Au,w) =8> 2 = A(w, u) und somit w < w.
Dies ist ein Widerspruch zur Transitivitét. O

4.3 Kantenmenge

Jetzt lasst sich auch eine Partition fiir die Kantenmenge A entwickeln. Das Ziel ist fiir jeden Zug j € T eine Kantenmenge
AJ zu konstruieren. Aus unserer Definition des Graphen ergeben sich nun vier verschiedene Streckentypen, die wir
zunéchst definieren.

Definition 4.5. Sei j € T und v € Wi, wobei v zu einer méglichen Abfahrt des Zuges j im Bahnhof fi gehort. Dann
heifit (o, v) Startkante in Bezug auf j.
Des Weiteren nennen wir A%, die Menge aller Startkanten in Bezug auf j.

Definition 4.6. Sei j € T und i € SI\{f;,1;}. Seiu € U' und v € W, so dass
(i) die Zeitfensterbeschrinkungen eine Ankunft von Zug j im Bahnhof i zur Zeit (u) zulassen.

(ii) die Zeitfensterbeschrinkungen eine Abfahrt von Zug j im Bahnhof i zur Zeit 8(v) zulassen.
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(iii) A(u,v) mindestens so groff ist, wie die minimale Haltezeit S;; im Bahnhof i.
Dann heift (u, v) Bahnhofskante in Bezug auf j im Bahnhof i.
Des Weiteren nennen wir Al , die Menge aller Bahnhofskanten in Bezug auf j im Bahnhof i.

Definition 4.7. Sei j € T und i € ST\{l;}. Sei v € W' und u € U'!, so dass
(i) die Zeitfensterbeschrinkungen eine Abfahrt von Zug j im Bahnhof i zur Zeit 0(v) erlauben
(ii) die Zeitfensterbeschrinkungen eine Ankunft von Zug j im Bahnhof i zur Zeit 0(u) erlauben
(iil) A(v,u) mindestens so grof ist wie die minimale Fahrtzeit F;; auf der Strecke zwischen i und i+1

Dann heift (v,u) Streckenkante in Bezug auf j auf der Strecke zwischen i und i+1.
Des Weiteren nennen wir Afgtm- die Menge aller Streckenkanten in Bezug auf j auf der Strecke zwischen i und i+1.

Definition 4.8. Sei j € T. Sei u € Ui, wobei u zu einer maglichen Ankunft des Zuges j im Bahnhof l; gehdren muss.
Dann heift (u, 7) Endkante in Bezug auf j.
Desweiteren nennen wir A}, die Menge aller Endkanten in Bezug auf j.

Jetzt lasst sich mit Hilfe dieser vier Kantentypen fiir jeden Zug eine eigene Kantenmenge definieren, die genau die Kanten
enthélt, die den entsprechenden Zug betreffen.

Al = A{;U U Afg,i U U Agtm‘ UA?E JeT
i€ SIN{f5.1;} i€SI\{l;}

Nun lasst sich aus diesen Mengen wiederum die Kantenmenge unseres Graphen definieren.

t
A= U Al
j=1

Bemerkung.
(i) Der somit entstandene Graph G = (V, A) ist nach Konstruktion azyklisch.

(ii) Alle Beschrinkungen (Zeitfensterbeschrinkungen,...), die sich auf den speziellen Zug beziehen, sind nun in der
Struktur des Graphen G integriert. Somit missen wir uns um diese im Weiteren nicht mehr kimmern.

Im Folgenden kénnen wir einen Fahrplan f € & mit einer Kantenmenge Ay C A identifizieren, da die Kanten Ankiinfte
und Abfahrten genau charakterisieren. Dabei muss darauf geachtet werden, dass dieser Teilgraph genau den Pfaden von
o nach 7 in A7 jedes Zuges j € T entspricht. Dies motiviert die néchste Definition.

Definition 4.9. Eine Kante a € A heifit genau dann aktiv bzgl. f € F, wenn sie in dem Fahrplan f benutzt wird, d.h.
a € A¢. Daraus ergibt sich

Ay ={a € A: a aktiv bzgl. f}
mit f € F.

4.4 Kantenbewertung

Nachdem wir unseren Graph eingefiihrt haben, miissen wir diesen noch mit Kantenbewertungen versehen, die in diesem
Fall Nutzen entsprechen.

Die Idee hierbei ist den Stretch und den Shift auf die einzelnen Kanten zu beziehen. Dabei fallt zundchst auf, dass der
Shift nur von den Startkanten abhingt und wir somit jeder Startkante eine Bewertung in Hohe des idealen Nutzens,
vermindert um die Bestrafung der verspateten Abfahrt, zuweisen. Der Stretch tritt immer dann auf, wenn es zu ,,Verzo-
gerungen® kommt, welche immer in den Bahnhofen oder auf einer Strecke auftreten. Also ist die Kantenbewertung fiir
eine Bahnhofskante bzw. Streckenkante die Bestrafung, die durch eine ,Verzogerung® (einen Stretch) auf dieser Kante
auftritt. Die Endkanten haben keinen Einfluss mehr auf den gesamten Stretch, weshalb wir hier Kantenbewertungen
von 0 setzen. Summiert man anschlieBend auf einem Pfad alle Nutzen auf, erhdlt man genau den Nutzen, der im ersten
Kapitel beschrieben wurde.

Wir beginnen wiederum mit den Startkanten und deren Nutzen. Hierbei wollen wir zunéchst an die Funktion ¢ erinnern,
die eine verspatete Abfahrt bestraft.

¢, PU{0} >R jeT

Wir definieren nun wie oben beschrieben den Shift auf einer Startkante.
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Definition 4.10. Sei j € T, (o,v) € Aé. Dann beschreibt die Funktion v; : W/i — P U {0} den Shift einer Startkante.
vj(v) = [0(v) — Dl

Der Bezug zu dem Shift, der im ersten Kapitel eingefiihrt wurde, besteht darin, dass dies der Shift der aktiven Startkante
ist.

ViiHh= > v

(o,v)EA fmAg
Damit ldsst sich nun der Nutzen fiir solche Startkanten angeben,
Pow) = Hj _¢j(yj(v))a .7 €T, (Ua 1/) € A{

wobei II;, wie im ersten Kapitel eingefiihrt, der ideale Nutzen des Zuges ist.

Im Folgenden wird der Stretch einer Bahnhofskante eingefiihrt.

Definition 4.11. Sei j € T, i € SI\{f;,1;}, (u,v) € A{B’i. Dann beschreibt die Funktion i : Afgﬂ- — P U {0} den
Stretch einer Bahnhofskante.

:u’ij(uv V) = ‘A(u’ U) - g7/J|

Nun geben wir mit Hilfe dieses Stretchs den Nutzen fiir eine Bahnhofskante an.

Pluw) = =75 ,uij(ua V)v JE€ T7 (&S Sj\{fjalj}a (’U,, l/) € AJB,z

wobei «y; definiert ist wie im ersten Kapitel.

Wir definieren anschlieSend den Nutzen auf einer Streckenkante und miissen auch hierbei zunichst den Stretch auf einer
solchen Kante definieren.

Definition 4.12. Sei j € T, i € SI\{l;}, (v,u) € A{gtr’i. Dann beschreibt die Funktion p; : Agtm- — P U {0} den
Stretch einer Streckenkante.

pij (v, u) = [A(v,u) — Fyjl
Nun wird der Nutzen auf Streckenkanten dquivalent zu den Bahnhofskanten definiert.
Pww) = =75 ,U'ij(yau)a JeET, 1€ Sj\{lj}, (Uvu) € Aétr,i

Es lédsst sich auch ein Zusammenhang zu dem Stretch, der im erste Kapitel definiert wurde, herstellen. Dieser besteht
darin, dass die Stretchs auf den aktiven Bahnhofskanten und den aktiven Streckenkanten beziiglich des Zuges aufsummiert
werden und man somit den gesamten Stretch erhélt.

)= > S mgla)+ Y > wijla)

i€SIN{f;,l5} aeAfB’imAf i€SI\{l;} aeAgtmnAf
Wie oben erwidhnt haben Endkanten den Nutzen 0.
Py =0, jET, (ur1)€ A}
Zusammenfassend ist der Nutzen einer Kante wie folgt definiert
I; — ¢;(vj(v)) wenn a € A% mit a = (o, v)
-5 - pij(a) wenn a € Ay, mit i € SI\{f;,1;}

—; - g (@) wenn a € Agtm mit ¢ € S9\{l,}
0 wenn a € AJE

mit j € T und a € A7,

Der Nutzen eines Fahrplans ist nun dadurch gegeben, dass man die Nutzen der aktiven Kanten aufaddiert.

N(f?.]): Z paunde:Zpa

aeAfmAJ' acAy
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4.5 zulassige Pfade

In diesem Abschnitt setzen wir uns nun damit auseinander, wie eine Losung in diesem Graph gefunden werden kann.
Wir gehen jedoch zunéchst noch einmal auf die Streckenkapazitétsbeschrinkungen ein.

Definition 4.13. Sei j, k € T, i € (S;\{{;}) N (S*\{lx}) und (v1,u1) € Aétr,i, (va,u2) € Algtr,i' Dann nennen wir das
Paar (vi,u1), (ve, us) inkompatibel, wenn mindestens eine der folgenden drei Bedingungen erfillt ist:
(i) v1 =X vo und A(vy,v2) < d; (Abfahrt zu eng)
(ii) uy < ug und A(u,uz) < ajr1 (Ankunft 2u eng)
(ili) vy =% v und ug < uy (Uberholvorgang auferhalb eines Bahnhofs)

Ansonsten nennen wir das Paar kompatibel.

Damit lasst sich auch eine Zuléssigkeitsbedingung fiir einen Fahrplan angeben, die zusichert, dass der Plan unseren
Wiinschen entspricht.

Definition 4.14. FEin Fohrplan f € & heifit zuldssig, falls alle aktiven Kanten bzgl. f paarweise kompatibel sind, d.h. fir
alle a1, a9 € Ay gilt a1 und ag sind kompatibel.

Definition 4.15. Sei j € T. Sei uy,...,u, € V mit n € N. Dann heif§t
Pj = {(07 ul)v (ulau2)a teey (un—la un)a (UJTHT)}
mit (o,u1), (Un, T), (i, uir1) € AI(i € {1,...,n — 1}) Pfad im Graph G in Bezug auf Zug j.

Notation 4.4. Wir nennen die Menge aller Pfade in einem Graph G bzgl. eines Zuges j 27 (G). Daraus ergibt sich auch
die Menge aller Pfade eines Graphen G durch die Vereinigung.

2(G):=|]J2(G)

JeET
Oder kurz: &

Da die Knoten eines Pfades an einem spéateren Punkt benotigt werden, fithren wir nun eine Menge ein, welche genau die
von einem Pfad betroffenen Knoten enthélt.

Notation 4.5. Sei P € @ ein Pfad. Dann nennen wir K(P) die Knotenmenge des Pfades P.

K(P):={veV\{o,7}:Iw eV mit (v,w) € P} CV’

Der néchste Satz charakterisiert die Bedeutung der Pfade in unserem Problem.

Satz 4.1. Sei j € T. Jeder zulissige Pfad P7 in Bezug auf j stellt einen Fahrplan fiir den Zug j dar.

Beweis. Aus obiger Bemerkung folgt, dass durch die Konstruktion des Graphen bereits alle Beschrankungen eingehalten
werden. Da unsere zulédssigen Pfade in o starten und man von dort aus nur in einen Knoten, der zur Abfahrt in f; gehort,
gelangt, ist die Abfahrt im richtigen Bahnhof gesichert. Dazwischen kommt man durch Kanten in A7 nur von Ankunft zu
Abfahrt in einem Bahnhof bzw. von der Abfahrt in einem Bahnhof zur Ankunft im néchsten Bahnhof. Demnach miissen
alle Bahnhofe besucht werden. Ist ein Halt nicht vorgesehen, entspricht der Ankunftszeitpunkt dem Abfahrtszeitpunkt
in dem Bahnhof. Sind wir im letzten Bahnhof /; angekommen existieren nur Kanten nach 7. Damit ist gesichert, dass
auch alle gewiinschten Bahnhofe besucht werden und es ergibt sich ein zuldssiger Fahrplan fiir den Zug. O

Um einem Pfad eine Giite zuzuweisen, lésst sich ein Nutzen fiir einen Pfad angeben, der sich durch die aufsummierten
Nutzen der im Pfad enthaltenen Kanten ergibt.

N:2(G) = Rmit N(P):= Y pa
ac€P

Beispiel. Wir geben nun ein Beispiel fiir Pfade in einem Graphen an. Dabei haben wir folgende Parameter:
e J Bahnhdfe (s =4)
e 3 Zige (t=3)
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e fi=2undly =4
e fo=1undly=4
ofg,:lundl;3:3

Dann ergeben sich folgende drei Pfade im erstellten Graphen:

station 1

station 2

station 3

station 4

a

N

Y

Jj3
._‘HH-

—

\

BN
L

NI
N \

N N

L

—

S

e,
T
—

)

time

16



5 linear ganzzahlige Programme

Nachdem wir eine Modellierung in Form eines Flussgraphen gefunden haben, entwickeln wir nun ein Lineares Pro-
gram. Dieses stellt sich jedoch als ungiinstig heraus und wir miissen es somit etwas erweitern, um anschliefend einen
Losungsalgorithmus angeben zu kénnen.

5.1 Erstes ganzzahlig lineares Programm

In diesem Kapitel entwickeln wir ein erstes lineares Programm des TTP. Dazu fiithren wir eine Entscheidungsvariable ein.
Diese Variable soll angeben, ob eine Kante aktiv ist oder nicht. Sie ist der zentrale Punkt dieser Modellierung des TTP.

{1 ; Kante a ist in der Losung enthalten
To =

0 ; sonst

mit a € A.

Man kann mit Hilfe dieser Variable eine aktive Kante beschreiben.
Bemerkung. Eine Kante a € A ist genau dann aktiv, wenn x, = 1 gilt.

Bemerkung. Seij € T, a € A7 und x, = 1. Dann enthdlt der Pfad des Zuges j in der Losung die Kante a.

Die Idee der LP-Modellierung ist, dass man fiir jeden Zug, falls er nicht ausfillt, einen Fluss der Grofle 1 garantiert, der
von der Quelle o zur Senke 7 flieit, wobei die Variable x, angibt, ob auf der Kante der Fluss 1 oder 0 ist. Man kann sich
also fiir jeden Zug einen eigenen Graph mit Knotenmenge V und Kantenmenge A7 vorstellen. In diesem Graph sucht
man einen nutzenoptimalen Pfad von ¢ nach 7. Zusétzlich muss noch darauf geachtet werden, dass alle aktiven Kanten
zueinander kompatibel sind. Dies entspricht der Grundidee eines Multi-Commodity-Flows[4].

Da wir zur Flussbetrachtung eingehende und ausgehende Kanten zugspezifisch betrachten, fithren wir die folgenden zwei
Mengen ein

5T(v):={ac A :a=(v,a);acV}

J

mit j €T und v € V.
Diese Menge beschreibt die Kanten des Zuges j, die den Knoten v verlassen.

6; (v) :={a€ Ala=(a,v);acV}

mit j €T und v € V.
Diese Menge beschreibt die Kanten des Zuges j, die in den Knoten v eintreten.

Wir wollen nun den oben genannten Fluss modelieren. Dazu muss zunéchst gesichert sein, dass maximal eine Flusseinheit
aus der Quelle herausflieit. Dies sichern die folgenden Ungleichungen.

Z T, <1

aEé;’ (o)
fur alle j € T

Dieser ausgehende Fluss muss sich bis zur Senke fortpflanzen. Es muss also eine Flusserhaltung gesichert sein.

)OI S

a€s; (v) aeaj(u)
fiir alle j € T, v € V\{o,7}

Mit diesen zwei Nebenbedingungen ldsst sich nun der oben genannte Fluss garantieren. Im néchsten Schritt muss
die Inkompatibilitdt ausgeschlossen werden. Dazu bendtigen wir ein Mengensystem, welches aus maximal inkompati-
blen Kantenmengen besteht. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 5.1. Eine Menge C' C A heifft maximal, falls man keine weitere Kante hinzufiigen kann, die zu allen Kanten
in der Menge inkompatibel ist.
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Das Mengensystem ldsst sich nun wie folgt angeben:
% :={C C A: Elemente von C sind paarweise inkompatibel und C maximal}

Wenn wir uns eine Menge aus diesem Mengensystem nehmen, darf jeweils nur eine Kante aus dieser aktiv sein, da
ansonsten zwei inkompatible Kanten aktiv sind, was einer Streckenkapazitdtsbeschrankung widerspricht. Dies sichert
folgende Nebenbedingung.

I

aceC
fir alle C € €
Man kann die oben erhaltenen Erkenntnisse zusammen in einem LP sammeln.

Lineares Programm 5.1.

maXZ Z Da * Ty (1)

JET qc AJ

s.t.:

Flussbedingungen:

S <l ©)

aeé;' (o)

fiir alle j €T

Z - Z Tq (3)

a€s; (v) aeaj(y)
firallej €T, veV\{o,7}

Cliquenbedingung:

> aa <1 (4)

acC

fiir alle C € €

Variablendefinition:

Tqo > 0,24 €Z (5)
fiir allea € A

Die folgende Bemerkung garantiert uns die Flusserhaltung.

Bemerkung. Seien die Nebenbedingungen (2)-(5) erfillt. Dann gilt

Z Ty <1 und Z T, <1

aEzS;.L(v) agd; (v)

fiir alle j € T und alle v € V\{o,7}. Desweiteren gilt

Z zq <1 und Z Te <1

a€df (o) a€d; (r)

Wir wollten unsere Entscheidungsvariable x, so modellieren, dass sie nur die Werte 0 oder 1 annimmt. Dass dies gelungen
ist, zeigt der folgende Satz.
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Satz 5.1. Seien die Nebenbedingung (2),(3),(5) erfillt. Dann gilt
zq € {0,1}
mit a € A.
Beweis. Sei ag € A. Daraus folgt, dass es ein v € V\{7}, ein w € V\{o} und ein j € T gibt, so dass
ao = (v,w) und ay € A’

gilt. Damit ergibt sich
apg € (Sj(l/)

Mit Nebenbedingung (5) (z, > 0) und der Flusserhaltung folgt nun:

Tag < Y, wa<1

aeé;r(u)

Da 24, € Z und x4, > 0 (5), folgt direkt x4, € {0,1}. O

5.2 Ldsungsansatz erstes ganzzahlig lineares Programm

Da wir eine sehr grofle Anzahl an Nebenbedingungen und Variablen haben, lasst sich kein effizienter Algorithmus ent-
wickeln, da dieser sehr grofle Komplexitit hatte. In solchen Situationen hat sich die Methode der Lagrange-Relaxation
verbunden mit der Subgradientenoptimierung als sinnvoll herausgestellt [5]. Dieses Verfahren liefert uns dann eine heu-
ristische Losung.

Wir relaxieren also die Cliquennebenbedingung (4), da diese exponentiell viele Nebenbedinungen generiert. Dazu fiihren
wir flir jedes Element aus % einen Lagrangemultiplikator ein.

Definition 5.2. Sei C' € €. Dann ist A\c > 0 der Lagrangemultiplikator verbunden mit der Nebenbedingung die zu C
gehort.

Es ergibt sich nun unsere relaxierte Zielfunktion

Hla,XZ Zpa'xa“i’ZAC'(l*Zxa)

JET ac AJ Ce% acC

Durch die Relaxation dndert sich der Nutzen einer Kante. Dazu fithren wir den Lagrangenutzen ein.

Dy = Pa — Z >‘C

CEba

Definition 5.3. Sei a € A. Dann nennen wir

den Lagrangenutzen der Kante a, wobei die Menge 6, wie folgt definiert ist
b, ={C€6:aecC}

Nun kénnen wir unsere Zielfunktion mit Hilfe des Lagrangenutzens angeben.

ZZpa-ma—i-Z)\c-(l—Zxa)

JET qe AJ Ces acC

= Zzpa'xa_zz)\C'xa+Z)\C
JET ac Aj Ce% acC ces

= Z Zpa'xafz Z Z Ao+ Tq + Z)\C
JET acAJ JET acAJ CEGq Cces

= ZZ(pa_ZAC)'xa‘FZ)\C
JET qc AJ CEGa Ces

= Z Z ﬁa "X+ Z >\C
JET qec Al ces€
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Dabei ist der Knackpunkt zu erkennen, dass

DD Acwa=3 ) D e

CEC acC JET ac Al CEGy

gilt. Dies sieht man ein, in dem man auf der linken Seite tiber alle Elemente in den Cliquen der Menge %6 aufsummiert
und auf der rechten Seite nimmt man alle Kanten und summiert iiber die Cliquen, in denen die Kante enthalten ist, auf.
Damit sind beide Seiten gleich.

Damit ergibt sich ein neues ganzzahlig lineares Programm, welches wir durch die Lagrange-Relaxation erhalten haben.

Lineares Programm 5.2.

maXZZﬁa'xa"_ZAC (6)

JET acAJ Ce%

s.t.:

Flussbedingungen:

Z T, <1 (7)

ae(s;r(a)

fiir alle j €T

Z Ty = Z Tq (8)

a€d; (v) aeajﬂu)
firallej €T, veV\{o,T1}

Variablendefinition:

zq > 0,2, €7Z 9)
fiir allea € A

Wir haben nun ein klassisches Multi-Commodity-Flow Problem [4] mit einer Nachfrage von jeweils 1, da ja nur ein Pfad
fiir jeden Zug gesucht werden muss. Man kann fiir eine beliebige Wahl der A.’s fiir jeden Zug einen Pfad mit maximalem
Lagrangenutzen suchen. Dazu gibt es Standard-langste-Pfade Algorithmen in azyklischen Graphen. Diese haben eine
Laufzeit von O(]A7]) fiir jeden Zug.

Man kann nun ndherungsweise optimale Multiplikatoren durch Subgradientenoptimierung ermitteln und bekommt da-
durch eine ndherungsweise optimale Losung.

Damit hatten wir einen Losungsalgorithmus gefunden. Das Problem ist jedoch, dass die Anzahl der Variablen sehr grof ist
und fiir jeden von diesen der Lagrangenutzen berechnet werden muss, d.h. wir miissen fiir jede Kante die dazugehorigen
Cliquen entwickeln. Diese Berechnung ist bei Realinstanzen auf Grund der Gréfle unmoglich zu realisieren. Aus diesem
Grund miissen wir uns einen neuen Lésungsansatz suchen. Dazu erweitern wir das Modell.

5.3 Erweiterung des Modells

Die Idee ist nun, die Flussbedingung unverdandert zu lassen, jedoch zur Sicherung der Inkompatibilitéit, Variablen einzu-
fiihren, die sich nicht auf die Kanten sondern auf die Knoten beziehen. Dies hat den Vorteil, dass es weniger Knoten als
Kanten gibt und somit die Laufzeit verbessert wird.

Dazu fithren wir zunéchst eine Menge der fiir einen Zug ,interessanten* Knoten ein.

Vi={veV\{ior1}: 5j(v) #0,0;(v)#0} jeT

Diese Menge beschreibt die Menge der Knoten, die wir mit dem Zug j verbinden und die auch als mogliche Durchfahrts-
knoten in Betracht kommen. Es wiirde keinen Sinn machen einen Knoten zu betrachten, der nicht erreicht wird oder in
dem man feststeckt.

Bemerkung. Aus der Definition von V7 folgt VI C V\{r,0}.

Notation 5.1. Ein Knoten v € V heifit besucht vom Zug j € T bzgl. f € F, falls (u,v), (v,w) € Ay N AJ ezistieren,
d.h. L(u,v) = T(v,w) = 1.
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Die Variable z, lassen wir unverdndert und definieren sie wie im vorherigen Kapitel, da sie fiir die Flussbedingungen
benétigt wird. Unsere erste neue Variable ist z;,, welche angibt, ob ein Knoten von einem Zug besucht wird. Wir gehen
auch hierbei von x, aus.

Zjy = Z T, mit j €T, veVI
aGé;(v)

Bemerkung. Seij € T und v € V7. Dann gilt zj, € {0,1}.

Beweis. Sei j € T,v € VJ und a € §; (v). Aus Satz 5.1 folgt x, € {0,1}. Daraus ergibt sich
Z T, € Ny
a€6;(u)

Da v € VI C V\{r,0} gilt, liefert die Flusserhaltung Y. x, < 1. Daraus folgt direkt
a€d. (v)
J

Zj,, = Z Tq € {0, 1}

a€5;(v)

Dies bestétigt unsere Modellierung der Variablen und man kann sie wie folgt charakterisieren.

Satz 5.2. Seij € T und v € VI. Dann gilt

1 ; Knoten v wird von Zug j besucht
Ziy =
v 0 ; sonst

Beweis. Sei j € T und v € V.
Fall 1: der Pfad von Zug j besucht Knoten v
Daraus folgt, dass ein ag = (a,v) € A7 existiert mit z,, = 1. Aus der Form von ag folgt ag € d; (v). Nun ergibt sich

direkt
Zp= D, Ta2Teg =1

aeé]._(v)

Dies ergibt wiederum zusammen mit der vorherigen Bemerkung z;, = 1.

Fall2: der Pfad von Zug j besucht nicht Knoten v
Sei a € 5;(11). Da der Knoten v von Zug j nicht besucht wird, gilt =, = 0. Daraus ergibt sich

aeé;(u) aEé;(v)
O
Ausgehend von z;, definieren wir uns nun eine zweite neue Variable y,, die angeben soll, ob der Knoten v iiberhaupt
besucht wird. Dabei gehen wir wie folgt vor. Wir summieren iiber unsere Variable z;, auf und erhalten das gewiinschte

Ergebnis. Da wir nicht davon ausgehen kénnen, dass ein Knoten v € V fiir jeden Zug j € T in V7 liegt, motiviert dies
die Definition der folgenden Indexmenge.

I,:={jeT:veVI}CT, veV

Diese Menge gibt an, welche Ziige in Frage kommen iiber den Knoten v zu fahren, da sie eingehende und ausgehende
Kanten in bzw. aus diesem Knoten haben.

Wir geben nun die gewiinschte Variable an und iiberlegen uns anschlieBend welche Werte sie wann animmt.

Yy = Z Zjy, UV € 1%
Jjely

Wir untersuchen zunéchst die neue Indexmenge, um anschlieend y, charakterisieren zu kénnen.
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Lemma 5.1. Sei v € V. Aus I, = () folgt, dass der Knoten v von keinem Zug besucht wird.
Beweis. Sei I, = (). Daraus ergibt sich, dass kein j € T existiert mit v € V7. Die Definition von V7 liefert

67 (v)=0oder 67 (v) =0 VjeT

Das ergibt, dass man entweder nicht in den Knoten v hinein kommt oder nicht aus dem Knoten heraus kommt. Also
wird der Knoten v von keinem Zug besucht. O

Bemerkung. Sei v € V.Wenn I, = ) ist, folgt daraus auch direkt, dass y, = 0, da iiber nichts aufsummiert wird. Dies
macht nach Lemma 5.1 auch Sinn, da dann der Knoten auch von keinem Zug besucht wird.

Lemma 5.2. Seiv € V. Aus I, # 0 und Y z;, =0 folgt, dass der Knoten v von keinem Zug besucht wird.
Jjely

Beweis. Seiv eV, I, #0und ) z;, =0.
Jj€ly
Da z;, € {0,1} muss z;, = 0 fiir alle j € I, gelten.
Daraus folgt bereits, dass der Knoten v von keinem Zug aus I, besucht wird. Wir wenden uns nun den restlichen Ziigen
zu.

Sei j € T\I,. Dann folgt daraus v ¢ V7 und somit (5;'(11) = oder ¢; (v) = 0.

Sei OBdA 5]7(1/) = 0.
0= Z Ty = Z T

a€s; (v) aeé;.r(v)

Daraus ergibt sich z, = 0 fiir alle a € 5;'(11) und somit wird der Knoten auch von den restlichen Ziigen nicht besucht,
folglich ist die Behauptung bewiesen. O

Nun ldsst sich mit diesen Lemmata der eigentliche Satz beweisen.

Satz 5.3. Sei v € V. Der Knoten v wird genau dann von keinem Zug besucht, wenn y, = 0 gilt.

Beweis. Seiv eV

,<=“ Seiy, =0.
Dann gilt entweder I, = () oder I, # ) und ) z;, = 0. Nach Lemma 5.1 und Lemma 5.2 folgt in beiden Féllen,
J€ly
dass der Knoten v von keinem Zug besucht wird.

»=“ Annahme: Der Knoten v wird von keinem Zug besucht.
Dann gilt
Zjy = 0 Vjel,

da in [, die einzigen Ziige sind die v iiberhaupt ansteuern kénnen.
Daraus folgt nun direkt, dass
Yy = Z Zjy = 0

JEIy

Gilt I, =  folgt die Behauptung direkt, da wir iiber die leere Menge aufsummieren.
O

Bemerkung. Sei v € V. Man kann im Moment nur sagen, dass y, angibt wieviele Zige den Knoten v besuchen. Im
weiteren Verlauf konnen wir jedoch zeigen, dass y, € {0,1} gilt.

Wir haben noch eine kleine Schwierigkeit mit der Wohldefinitheit von g,. Da ¢ und 7 in keinem V7 enthalten sind, folgt
daraus, dass I, = I, = () und somit y, = y, = 0 gilt. Jedoch ist dies nicht weiter schlimm, da wir diesen Knoten eine
Sonderstellung zurdumen, da in ihnen ohnehin mehrere Ziige zur gleichen ,Zeit* ankommen.

Mit Hilfe dieser Variablen kénnen wir nun die Streckenkapazitatsbedingungen modellieren. Wir betrachten zunéchst die
gleichzeitige Ein- bzw. Ausfahrt zweier Ziige. Hierbei ist es hilfreich jeweils eine Menge der Knoten in der Umgebung um
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einen Ankunfts- bzw. Abfahrtsknoten zu haben und in diesen Mengen anschlieend nur einen Knoten zuzulassen. Dies
motiviert die folgenden zwei Mengendefinitionen.

My, (u) ={weU :u=2w;A(u,w) <a;} CV i€ S\{1}; ueU’

Ny, (u) ={we W' :u<w;A(u,w) <d;} CV i€ S\{s}; uec W

Unsere Nebenbedingung soll nun garantieren, dass in jeder dieser Mengen maximal ein Knoten besucht wird, da es
ansonsten zu einer zu engen Ankunft bzw. Abfahrt zweier Ziige kommt. Dies ldsst sich mit y, modellieren.

Y <l ieS\{1}uel

wEMaq, (u)

Z Yo <1 i€ S\{s}; ue W’
wGNdi(u)

An vorheriger Stelle hatten wir gesagt, dass man zeigen kann, dass fiir alle v € V' y, € {0,1} gilt. Diese Aussage lédsst
sich nun mit Hilfe der Streckenkapazitdtsbeschrankungen beweisen, was wir in den néchsten zwei Lemmata und dem
darauf aufbauenden Satz angehen wollen.

Lemma 5.3.
(i) Seiie S\{1} und u € U'. Dann gilt u € M,, (u).
(ii) Seij € S\{s} und w € W*. Dann gilt w € N, (w).

Beweis.
(i) Seii€ S\{1} und u € U*.
Es gilt u < u, da ,<* reflexiv ist, und A(u,u) =0 < a;.
Daraus ergibt sich schon u € M, (u).
(ii) folgt analog zu Fall (i).

Lemma 5.4. Sei v € V\{o,7}. Dann gilt y, € {0,1}.

Beweis. Sei v € V\{o,7}.
Aus der Definition von V folgt, dass ein i € S existiert, so dass v € U? oder v € W? gilt. Es ergibt sich nun mit Lemma
5.3

v € Mgy, (v) oder v € Ny, (v)
Es ergibt sich direkt aus den oben definierten Nebenbedingungen

yw< Y. yw<lodery, < Y oy, <1
wEMaq, (v) wENdi(v)

Im néchsten Schritt sieht man nun, dass y, € Ny, also auch y, > 0, da z;, € {0,1}. Damit gilt direkt y, € {0,1}. O

Jetzt lasst sich eine dquivalente Definition von y, angeben, die uns eine etwas zugéinglichere Betrachtungsweise erlaubt.

Satz 5.4. Sei v € V\{o,7}. Dann gilt

{1 ; Knoten v wird von genau einem Zug besucht
Yo =

0 ; Knoten v wird von keinem Zug besucht

Beweis. Sei v € V\{o,7}.

Das y, = 0 genau dann gilt, wenn der Knoten v von keinem Zug besucht wird, liefert uns der Satz 5.3. Also miissen wir
noch zeigen, dass y, = 1 genau dann gilt, wenn ein Zug existiert, der den Knoten v besucht.

Sei also y, = 1. Dies ist dquivalent dazu, dass vy, # 0. Da wir im ersten Teil schon die Aquivalenz gezeigt haben, ist dies
wiederum #quivalent dazu, dass der Knoten v (nicht nicht) besucht wird. Somit ist auch hier die Aquivalenz gezeigt.
Lemma 5.4 liefert uns abschlielend, dass ¥y, nur diese beiden Werte annehmen kann. O
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Dies zeigt uns nun, dass wir auch die Variable y, so definiert haben, wie wir es uns vorgestellt hatten. Wir miissen uns
jetzt noch in einem letzten Schritt dem ,,Uberholverbot“ zuwenden. Dies kénnen wir in sofern abstrahieren, dass wir fiir
zwei Knoten, wobei der erste Abfahrts- und der zweite Ankunftsknoten ist, und zwei voneinander verschiedene Ziige es
nicht zulassen, dass ein Zug vor dem ersten Knoten losfihrt und nach dem zweiten Knoten ankommt und der andere Zug
nach dem ersten Knoten losfahrt und vor dem zweiten Knoten ankommt, also anschaulich

Abfahrt

Dies miissen wir nun in eine mathematische Modellierung fassen. Dazu definieren wir uns zunédchst vier Mengen, die uns
die benotigten Knoten sammeln.

Dei(v) == {weW' NV’ :w < v}

j
Dlii(v) ={weW'nV’:v Zw}

Aeé(u) ={welU NV’ w=<u}

Alj-(u) ={welU NV’ :u<w}

mit i € S\{o},v € Wi,ue U’ und j € T.

Die Menge Dej-(v) (Departure earlier) beschreibt alle Abfahrtsknoten in W, die zeitlich friiher liegen als der Kno-
ten v. Entsprechend beschreibt die Menge Dl;(v) (Departure later) alle Abfahrtsknoten, die zeitlich hinter dem Knoten
v liegen. Genauso sind auch die Mengen Aeé—(u) (Arrival earlier) und Al;'- (u) (Arrival later) definiert, nur in Bezug auf
Ankunftsknoten.

Bemerkung. Man kann einsehen, dass
Z Zjw, Z Zjw € {0,1}
weW? weU?

gilt. Dies kann man mit Hilfe des Satzes 4.1 sehen, da dieser uns einen korrekten Faohrplan zusichert. Und dieser garantiert
auch, dass ein Zug nicht in einem Bahnhof mehr als einmal ein- bzw. ausfihrt. Somit miissen diese Summen 0 oder 1
sein.

Damit kénnen wir unsere angestrebte Nebenbedingung formulieren.

Z Zjw + Z Zjw + Z Zkw + Z 2w < 3

wEDe;'.(v) weAl;+1(u) wGDl};(v) weAe?'l(u)
mit i € S\{s},v € Wi, u € Ut j k € T wobei j # k.

Diese Nebenbedingung garantiert nun, dass maximal drei von den in der Abbildung roten Knoten angefahren werden
kénnen, was wiederum mit sich bringt, dass Uberholvorginge ausgeschlossen sind, da die einzelnen Summen 0 oder 1
ergeben. Da wir somit unsere Modellierung abgeschlossen haben, kénnen wir das entstandene lineare Programm angeben.
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Lineares Programm 5.3.

maxz Z Do+ Tq

JET ac AJ

S.t.:

Flussbeschreibung:

Z T, <1

aas;r(a)

firalle 7€T

2. = ),

a€s; (v) a€6]7L(v)
firallej €T, veV\{o,1}

Streckenbedingungen:

fiir alle i € S\{1}; w € U*

Z Yo <1

wENg, (u)

fiir alle i € S\{s}; u € W*

S zwt D> Zwt > et Y Hw <3

weDe} (v) weAl (u) weDIi (v) we et (u)

fiir alle i € S\{s},v € Wi, u € U* j k €T wobei j #k

Variablendefinitionen:

Zjy = E Tq

aeéj_(v)
fiir alle j €T, v € VI

Yy = szv

J€ly
fir allev eV
e >0, x, €EZ

fiir allea € A

(13)

(15)

Notation 5.2. Durch die Modellierung des LP’s existiert in einer mit dem Losungsfahrplan f € & verbundenen Kanten-
menge Ay fir jeden Zug j € T ein Pfad. Dieser kann auch leer sein, falls der Zug ausfdllt. Wir nennen diesen Pfad

J
P;.

Der Vorteil wird sich nun in der Entwicklung eines Losungsalgorithmus zeigen, den wir im néchsten Kapitel entwickeln

wollen.
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5.4 erweiterter Losungsansatz

Auch bei der Losungsfindung fiir das lineare Programm 5.3 beginnen wir mit einer Lagrange-Relaxation, wobei wir die
Streckennebenbedingungen relaxieren. Dies ist hier einfacher, da wir keine Cliquennebenbedinungen mehr haben, die sehr
grofl werden. Wir beginnen zunéchst mit ein paar Notationen, die uns die Darstellung etwas vereinfachen, da wir die
Nebenbedingungen, die relaxiert werden sollen, in Mengen sammeln. Wir nennen 5%; die Menge der Nebenbedingungen,
die die korrekten Abfahrten garantieren. Aquivalent fiir die Ankunft definieren wir 5£,. Fiir die Nebenbedingungen,
die einen Uberholvorgang vebieten, definieren wir die Menge %,. Damit ergibt sich auch die Menge aller relaxierten
Nebenbedingungen.

FC = F6 U 56, U FE,

Notation 5.3. Sei h € 4. Wir nennen A\p, > 0 den Lagrangemultiplikator der Nebenbedingung h. Er stellt bei Nichter-
fiillung der Nebenbedingung h, dessen Bestrafung dar.

Wenn wir uns eine Nebenbedingung h aus 5, nehmen, sieht der ,,Bestrafungsterm* wie folgt aus.

PYN Z Yo | mit i € S\{1} und u € U’

wENg, (u)

Dies ergibt sich recht dhnlich bei Nebenbedingungen h € #,.

Ap- | 1— Z Yo | mit i € S\{s} und u € W*
wWEMa,; (u)

Fasst man diese beiden Typen nun zusammen, ergibt sich als erster ,,Bestrafungsblock®“ folgendes.

PIED DL EED SR ) R D DRD DR TN EE D DR 7

i€S\{1} ueU? wEN, (u) i€S\{s} uew? wEMa,; (u)

D D D LV R D IS W W PYED VER N T
1€S\{1} uecU? wENdi(u) 1€S\{s} ueWw? wEMa; (u)
D D D DD DR YR D W WPV

he€Hy Uy 1€S\{1} uEinENdi(u) i€S\{s} ueW? weMa, (u)
IR 1D IED DD DEEVE RN DD DI DI
heHq Uy iES\{l}ueineNdi(u) i€S\{s} ueWi weMaq, (u)

=:A

Relaxieren wir jedoch eine Nebenbedingung h aus #,, ergibt sich der folgende , Bestrafungsterm®.

An- |3 — Z Zjw + Z Zjw + Z Zkw + Z Zkw

we Del(v) weAz;ﬂ“(u) we DI (v) weAel ™ (u)

mit i € S\{s},v € Wi, u € Ut j k € T wobei j # k. Somit ergibt sich auch der zweite , Bestrafungsblock®.
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DT DT > D meB] D st Y. et Y. et Y. ke

JET kET k#j ieS\{s} veW? ucUit+l weDe! (v) weAl;,+1(u) weDI (v) we el (u)
PR EDSID DD DED DD IS D DR TR D D D VL "R D DR
hesto JET keT,k#j i€S\{s} veW? ueUi+1 wEDeé(v) weAl§+1(u) weDl?c(v) weAe;:rl(u)

=:B

Mit Hilfe dieser beider Bestrafungsblécke lasst sich nun die Zielfunktion unseres relaxierten LP’s angeben.

maxz Zpa~xa+2bh~)\thfB

JET qc AT hex#

mit

by 1; hest U
"3 hes

Die Uniibersichtlichkeit der neu entstandenen Zielfunktion motiviert nun eine ndhere Betrachtung von A und B. Wir
beginnen mit A und stellen fest, dass wir den Knoten w immer dann mit Ap bestrafen, wenn dieser in einer Umgebung
Ny, (u) oder M, (u) auftritt. Die Idee wére, diese ganzen Bestrafungen zusammenzufassen und somit fiir jeden Knoten
eine Bestrafung zu erhalten. Dazu suchen wir zunéchst die Nebenbedingungen, die einen Knoten betreffen.

H" .= {h e, :ue M, (w)}U{hecH:ueNg(w)} mit ueV

Dabei ist zu beachten, dass a;, d; und w durch die jeweilige Nebenbedingung h bestimmt sind.

Wir kénnen nun die Bestrafung g, eines Knotens v mit Hilfe der A;’s angeben.
7, = Z A\, mit v €V
her)

Damit ldsst sich die Menge A recht {ibersichtlich darstellen, da man die Bestrafung eines Knoten gesammelt hat.

DD DD DR N ZE D SED DD DL R

i€S\{1} ueli weN, (v) i€S\{s} ueWi weMq, (u)
= D> D Tvet DX D T

i€S\{1} ueU? i€S\{s} uew?
= Z qu'yl/

veV\{o,7}

Wir gehen genauso fiir die Menge B vor, da diese ebenfalls zu uniibersichtlich ist. Wir sammeln wiederum die Nebenbe-
dingungen, die durch ein Zug-Knoten-Paar betroffen sind, um mit diesen anschliefend die Bestrafungen fiir ein solches
Paar angeben zu kénnen.

HY™ :={h € #, : u € Del(v) U Al (w)} U{h € 5, : u € DIj(v) U Ae™ (w)} mit j € T,u € A/

wobei auch hier ¢, v und w durch die jeweilige Nebenbedingung h bestimmt sind. Wir geben nun den Bestrafungsfaktor
an.

Ty 1= Z A\, mit j €T, ve Al
heHS")
Nun lésst sich auch die Menge B mit Hilfe von 7, recht {ibersichtlich darstellen.
B=Y > Tz
JET veV\{o,7}

Nachdem wir die relaxierte Zielfunktion entwickelt haben, kénnen wir das relaxierte LP angeben.
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Lineares Programm 5.4.

max» N pacta— >, T =D, D, Tu-zut D bu- (19)

JET ac AT veV\{o,7} Jj€ET veV\{o,7} he#

s.t.:

Flussbeschreibung:

Z T, <1 (20)

aGé; (o)

fiir alle 5 €T

S o= Y (21)

aeé;(v) ae&;—(v)
fir allej € T, v e V\{o,7}

Variablendefinitionen:

fir alle j €T, v € VI

fir allev eV

fiir allea € A

Wir haben unser LP mit Hilfe einer Lagrange-Relaxation auf ein Multi-Commodity-Flow Problem [4] zuriickgefiihrt. Da
sich unsere Zielfunktion veréndert hat, miissen wir einen Lagrangenutzen eines Pfades bzgl. eines Zuges angeben.

Definition 5.4. Sei j € T und P/ € #3(G). Dann nennen wir N¥ : #7(G) — R den Lagrangenutzen des Pfades P7.

NEPI) =NP) = > Gziu— > Tz

veEK(PJ) veEK(PJ)

Im néchsten Kapitel konnen wir aufbauend auf dieses relaxierte LP und den Lagrangenutzen einen Losungsalgorithmus
entwickeln, der uns eine heuristische Losung liefert. Der Vorteil zu dem vorherigen Modell ist, dass wir die Bestrafung fiir
Knoten bzw. Knoten-Zug-Paare haben, was sich deutlich einfacher behandeln lasst. Wir haben |V |+|V|-|T| Bestrafungen,
was einer Gréfenordnung von O(|V| - |T'|) entspricht.
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6 Losungsalgorithmus

Die Idee ist moglichst gute Lagrangemultiplikatoren zu bestimmen, mit deren Hilfe wir obere Schranken fiir das Lineare
Programm 5.3 erhalten. Zusétzlich werden wir durch eine Heuristik Losungen erhalten, die wiederum eine untere Schranke
liefern. Auch hierfiir nutzen wir den definierten Lagrangenutzen. Das Ziel ist dann, mit den heuristischen Losungen
moglichst nahe an die obere Schranke heran zu kommen und die obere Schranke moglichst klein zu bekommen. Die
Lagrangemultiplikatoren erhalten wir durch ein abgewandeltes Subgradientenverfahren [5].

6.1 Subgradientenverfahren

In diesem Kapitel entwickeln wir den eigentlichen Losungsalgorithmus unseres TTP. Er basiert auf dem relaxierten
Programm 5.4. Wir bestimmen zunéchst eine Losung des LP’s mit den aktuellen Lagrangemultiplikatoren und betrachten
anschlieflend die verletzten relaxierten Nebenbedingungen.Wir fiithren ein Update der Lagrangemultiplikatoren genau fiir
diese Nebenbedingungen durch. Durch die relaxierte Losung ergeben sich obere Schranken fiir das LP 5.3, die immer
besser werden. Sollte eine Verbesserung fiir eine bestimmte Anzahl an Iterationen ausbleiben, wird die Schrittweite
p im Subgradientenverfahren halbiert. Unterschreitet die Schrittweite einen Schwellenwert wird ein Fixing/Removing-
Algorithmus gestartet, den wir in den Folgekapiteln erkldren. Fiir das Update der Lagrangemultiplikatoren benutzen wir
eine bekannte Formel von Held und Karp [6]

UB—-LB

)\h = maX{Ah +p W

'ghao}

wobei p die Schrittweite wie oben ist. Wir nennen unseren jeweiligen Subgradientenvektor g mit den Eintrdgen g fiir
die jeweilige Nebenbedingung. Durch eine heuristische Vorgehensweise erhalten wir Losungen, die uns untere Schranken
liefern. Auch dieser heuristische Algorithmus wird in den Folgekapiteln vorgestellt.

Die Idee ist, drei Mengen (fiir Abfahrt, Ankunft und Uberholen) zu initialisieren, in denen wir bereits (in vorherigen
Iterationen) betrachtete Nebenbedingungen speichern. Man schaut sich die Knoten an, die eine zu enge Ab- bzw. Ein-
fahrt in einen Bahnhof haben und priift, ob sie in der Umgebung einer bereits betrachteten Nebenbedingung liegen.
Ist dies der Fall, erfolgt ein Update dieses Lagrangemultiplikators. Ist dies nicht der Fall, fiigt man eine moglichst gute
Nebenbedingung in den ,,Pool“ der betrachteten Nebenbedingungen hinzu. Dazu wihlt man den Knoten, der moglichst
gleichweit entfernt ist von den beiden betroffenen Knoten und fiigt die dazugehorige Nebenbedingung dem ,,Pool“ hinzu.

verletzte Nebenbedingung eingefiigte Nebenbedingung

+*
2
E 3
L 2

b
L 3
2

Eine dhnliche Vorgehensweise wihlen wir auch bei den verbotenen Uberholvorgingen. Uberholen sich zwei Ziige auf einer
Strecke, wird zunéchst geschaut, ob der ,,Pool“ bereits eine Nebenbedingung enthélt, die diese vier Knoten enthélt. Ist
dies der Fall, wird deren Lagrangemultiplikator aktualisiert. Ansonsten fiigen wir eine Nebenbedingung dem Pool hinzu.
Dazu wéhlen wir einen Knoten im Abfahrtsbahnhof, der von den beiden Abfahrtsknoten moglichst gleichweit entfernt
ist und einen Knoten im Ankunftsbahnhof, der von den beiden betroffenen Ankunftsknoten moglichst gleichweit entfernt
ist. Wir fiigen nun die Nebenbedingung aus 4,, die zu diesen Knoten gehért, dem ,,Pool“ hinzu.

Algorithmus 6.1. Das Subgradientenverfahren

Input: ein LP der Form 5.4, Menge der relazierten Nebenbedingungen F€, Schwellenwert R, Halbierungszahl N, In-
itialschrittweite pg

Output: eine obere Schranke fiir den Zielfunktionswert von 5.4 und eine heuristische Losung

(1) Initialisisere A\p, =0,k =0,p =po und H, =0, H; =0, H, =0

(2) Ermittle Losung xo durch Losen von LP 5.4 mit aktuellen Ap’s. Sei ZF der Zielfunktionswert und f der zugehdorige
Fahrplan.

(3) wenn ZF < UB, dann setze UB = ZF und k =0
(4) wenn ZF > UB, dann setze k =k + 1
(5) wenn k = N, dann setze p=§ und k =0
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(6) wenn p < R, dann starte Fixing/Removing-Algorithmus
(7) Berechne evtl. neue untere Schranke(LB) mit dem heuristischen Losungsalgorithmus mit aktuellen \p,’s

(8) Fiir alle uy,us, die in Ay besucht werden, mit uy,uz € U" (i € S\{1}) und A(ui,us) < a;
(Verletzung der Ankunft)

(a) wenn ein hg € H, existiert mit uw € U® und uy,uz € Mg, (u)

UB - LB
Ang = max{An, +p- TR “ho, 0}

(b) wenn nicht, fige ho € €, mit My, (u) in H, ein, wobei u so gewdhlt ist, dass

wearg min |A(ug,u’) — A, uz)|
ug Zu/ Sup

und

UB-LB
Ahg = max{)\ho +p- 7||g||2 'ghgao}
2

(9) Fir alle uy,uz, die in Ay besucht werden, mit uy,us € W* (i € S\{s}) und A(uy,u2) < d;
(Verletzung der Abfahrt)

(a) wenn ein hg € Hy existiert mit u € W' und uy,us € Ng, (u)

UB-LB
)\ho = maX{)\hO + P W . ghO,O}

(b) wenn nicht, fige ho € 54 mit Ng, (u) in Hq ein, wobei u so gewdhlt ist, dass

wearg min |A(ug,u’) — A, u)|
ug Zu/ Sup

und

UB - LB
)\ho = max{)\ho + p- ||g||2 *Ghg> 0}
2

(10) Fiir alle <U17U1),(U27UQ) € Af mit v, Vs € Wl(l € S\{s}),ul,’uQ S Ui+17(v1,u1) € AJ(] S T),(UQ,’LLQ) €
Ak(k € T) und vy < va,us < uy (Verletzung des Uberholverbots)

(a) wenn ein hg € H, existiert mit v € W', u € U und vy € De;'»(v),I/Q € DIl (v),u; € Al;Jrl(u),uQ €
Aei (u)
UB-LB
)\hO = max{)\ho + p- ||g||2 *Ghg> O}
2

(b) wenn nicht, fige ho € 5, mit v € Wi u € UL ein, wobei u und v so gewdhlt sind, dass

u€arg min [A(ug,u’) — A, u1)| und v € arg min |A(vq,v") — AV, va)]
up S =y 0120/ <0y

und

UB-LB
Ahg = max{An, +p- W “ o+ 0}

(11) Gehe zu (2)

In den néchsten Kapiteln entwickeln wir nun die zwei noch fehlenden Algorithmen, um den oben vorgestellten Algorithmus
zu komplettieren.
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6.2 Heuristischer Losungsalgorithmus

Dieses Kapitel besteht aus einem Algorithmus der uns aus einer Losung des relaxierten Problems 5.4 eine heuristische
Losung fiir das LP 5.3 liefert. Dabei werden die Ziige absteigend nach dem Lagrangenutzen der Pfade, mit denen sie
in der relaxierten Losung geplant wurden, sortiert. Es wird nun von oben jeder Zug mit dem lagrangenutzenmaximalen
Pfad geplant und anschlieffend in dem Graph die zu diesem Pfad inkompatiblen Kanten entfernt. In diesem neuen Graph
wird nun fiir den néchsten Zug ein lagrangenutzenmaximale Pfad gesucht. Dies wird solange wiederholt, bis jeder Zug
betrachtet wurde. Wir nutzen den Lagrangenutzen, da dadurch Ziige, die in der Reihenfolge weiter hinten sind, auch mit
berticksichtigt werden. Wird kein Pfad gefunden oder hat der gefundene Pfad einen negativen Nutzen (nicht Lagrange-
nutzen), wird der Zug nicht geplant.

Um die Vorgehensweise zu beschleunigen, betrachten wir nur eine Teilmenge der Ziige. Wir unterteilen die Ziige in drei
Gruppen. Die erste Gruppe sind die fixierten Ziige, welche in der Losung einen vorgegebenen Pfad haben, mit denen sie
geplant werden und welcher auch nicht gedndert wird. Die zweite Gruppe sind die entfernten Ziige, welche in der Lésung
nicht betrachtet werden, also keinen Pfad zugewiesen bekommen. Und schliellich die Gruppe der freien Ziige, die wir
so behandeln, wie es oben beschrieben wurde. Wie sich diese drei Gruppen zusammensetzen, werden wir im Zuge des
Kapitels 6.3 erlautern. Am Anfang sind alle Ziige als frei zu sehen. Der Pfad, der einem fixierten Zug j zugewiesen wird,
nennen wir P;m.

Dieser Algorithmus ist im Folgenden aufgeschrieben. Nach diesem Algorithmus wird ein Verfeinerungsalgorithmus gest-
artet. Diesen erkldren wir anschliefend.

Wie oben erwéahnt, werden im Verlauf des Algorithmus inkompatible Kanten entfernt. Dies motiviert die Definition einer
Menge, die alle Kanten einer Kantenmenge A; C A enthilt, die zu einer Kantenmenge As C A inkompatibel sind.

Ink(Aq, As) :={a € A1 : Jap € Az : a und ag sind inkompatibel}
Algorithmus 6.2. Basisalgorithmus

Input: aktuelle Losung f € & von LP 5.4, Graph G=(A,V), Zige T

Output: heuristische Lésung von LP 5.3

(1) Initialisiere T*t = T, A%t = A, GO = (A%t V), F =, Fahrplan fo € F mit Ajy =

(2) Plane alle fizierten Zige j mit dem Pfad P; also setze Ay, = | ij.
J fix

Setze A%t = A\ | Ink(A7P;m
J fix
(3) Plane alle entfernten Ziige nicht.

(4) SetzeTaktzT\<UjU U ]>

Jj fix 7 entf.

) und GOt = (ARt V)

(5) Wenn Tt = (), dann Verfeinerungsalgorithmus mit fo und Menge der geplanten Zige F
(6) Wibhle ein j* € arg max NL(PJ{)
jeTakt

(7) Wenn P (G =0, dann wird Zug j* nicht geplant. Gehe zu (11).

8) Widhle lagrangenutzenmazimalen Pfad Pl e arg max NY(p) zu Zug j*
0
pEPI* (Gakt)

(9) Wenn N(Pg*) <0, wird der Zug nicht geplant. Gehe zu (11).

(10) Zug j* wird mit Pfad Pg* geplant, also setze A@ =AU Poj*.
Setze F = F U {j*}, A% = A%\ Ink(A®** P ) und Gt = (A%t V)
(11) Setze Tkt = TN\ {j*}. Gehe zu (5).

Wenn der Basisalgorithmus 6.2 durchgelaufen ist, versuchen wir die erhaltene Lésung noch etwas zu verbessern. Dazu
betrachten wir zunéchst alle geplanten freien Ziige. Wir suchen fiir jeden von diesen den nutzenmaximalen (nicht La-
grangenutzen !!!) Pfad, der kompatibel zu den bereits geplanten Ziigen ist und planen den Zug mit diesem Pfad in dem
Fahrplan ein. Wir kénnen hier auf eine Positivitdtsbetrachtung des Nutzens verzichten, da diese dadurch gesichert ist,
dass der Zug bereits geplant wurde und somit auf jedenfall ein Pfad mit positivem Nutzen existiert.

Anschlieflend betrachten wir die freien Ziige, die noch nicht eingeplant wurden. Auch bei diesen suchen wir nach nutzen-
maximalen Pfaden, die kompatibel zu den bereits geplanten Ziigen sind, und planen sie, falls der Nutzen positiv ist, ein.
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Dies kann passieren, da moglicherweise durch Verédnderungen bei den bereits geplanten Ziigen nun nutzenpositive Pfade
auftreten.

Algorithmus 6.3. Verfeinerungsalgorithmus
Input: Losung f des Basisalgorithmus, Graph G = (A, V'), Menge der geplanten Ziige F

Output: heuristische Lésung von LP 5.3

(1) Initialisiere F**t = F

(2) Wenn F*** = (), dann gehe zu (6)

(3) Wihle j* € F*! und setze A%t = A\ TL\J{ }Ink(A, P;), Gt = (A V) sowie Ay = Af\PJZ*
JeET\{s*

(4) Wihle nutzenmazimalen Pfad Pg* €arg max N(p) zu Zug j* und setze Ay = Ay U Pg*
pEPI* (Gakt)

(5) Setze Fokt = Fakt\ [5*1 . Gehe zu (2).
(6) Initialisiere N** = |J j\F.
J frei
(7) Setze Aokt = A\ng Ink(A, P}) und Go** = (A°+ V)
(8) Wenn Nt =), dann STOP (Lésungsfahrplan: f mit aktiven Kanten Ay)
(9) Wahle j* € Nokt,

(10) Widhle nutzenmazimalen Pfad Pg* c€arg max N(p) zu Zug j*.
pE.@j* (Gakt)

(11) Wenn N(Pg*) > 0, wird der Zug*geplant. Setze F=FU{j*} und Ay = Ay U Pg*.
Setze A%t = AR\ Ink(A* P ) und Gt = (A% V).
(12) Setze Nkt = NN\ [5*}. Gehe zu (8).

Wir starten diesen Verfeinerungsalgorithmus iterativ immer wieder bis keine Fahrplanverbesserung mehr auftritt. Dies ist
dann unsere heuristische Losung, die wir in jedem Iterationsschritt des Subgradientenverfahrens berechnen. Der Nutzen
des so entstandenen Fahrplans liefert eine untere Schranke des TTP. Wir speichern immer den Fahrplan der besten
unteren Schranke als aktuelle beste Losung.

6.3 Fixing/Removing-Algorithmus

Wie wir bereits vorher erwahnt haben, wird dieser Algorithmus gestartet, wenn die Schrittweite unter einen bestimm-
ten Schwellenwert sinkt. Die Idee ist nun in so einer Situation bestimmte Ziige zu fixieren“, d.h. ihren Pfad bei der
Losungsfindung festzuhalten. Dadurch wird die Losungssuche um einiges einfacher. Desweiteren werden bestimmte Ziige
yentfernt“, was wiederum bedeutet, dass diese Ziige ausfallen und diese bei der Losungssuche auch nicht beachtet werden
miissen. Die dritte Kategorie in der ein Zug liegen kann sind die ,freien“ Ziige, fiir die wie gewthnlich ein Pfad gesucht
wird. Jedesmal, wenn ein Zug fixiert oder entfernt wird, werden zusétzlich die Lagrangemultiplikatoren abgeéndert.(Diese
Idee entstammt dem Paper [7].)

Der Algorithmus geht nun wie folgt vor. Wenn es freie Ziige gibt, die nicht geplant wurden, werden diese entfernt. Ist
dies nicht der Fall, werden die {;—0] Lagrangenutzenmaximalen freien Ziige fixiert, falls ihr Nutzen nichtnegativ ist.

Algorithmus 6.4. Fizing/Removing-Algorithmus

Input: Die bisher beste Losung f mit zugehorigen Lagrangemulitplikatoren Ny, Inititialschrittweite pf

(1) Wenn r>0 freie Ziige existieren, die in f nicht geplant sind, entferne min{r, [%]} der Zige mit niedrigstem
Lagrangenutzen. STOP. Starte Subgradientenalgorithmus mit p = p{, und aktuellen Lagrangemultiplikatoren.
(2) Initialisiere k = 0, A®** = A\ ijﬁ Ink(A,P;m) und Gt = (A V)
J XL

(3) Wennk = {;—O] , dann STOP. Starte Subgradientenalgorithmus mit p = p{, und aktuellen Lagrangemultiplikatoren.

(4) Widhle j* € argmax( max NL(p)> mit Pg* carg max NE(p).
J frei pEP I (Gakt) peP I (Gakt)
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(5) Wenn N(Pé'*) >0, wird j* mit Pg* fiziert und setze k = k + 1.
(6) Setze ARt = AN\ Ink(AF, P}, ) und GoF* = (A, V),
(7) Gehe zu (3).

Wir fithren nun bei jedem Fixieren und Entfernen ein Update der Lagrangemultiplikatoren durch. Wird also der Zug j
fixiert oder entfernt, werden alle Lagrangemultiplikatoren zu Nebenbedingungen aus #,, die den Zug j beinhalten auf 0
gesetzt.

Auch fiir Nebenbedingungen aus 5, und 5¢; werden die Multiplikatoren geéndert. Dazu nehmen wir uns eine beliebige
Nebenbedingung und zéhlen fiir jeden freien Zug k, wie oft sein Pfad in allen Subgradienteniterationen einen Knoten in
der entsprechenden Nebenbedingung besucht. Diese Zahl nennen wir W;. Wir definieren uns nun eine Menge M.

M:={keT:¥; >0}

Wenn j € M gilt und | M| = 2 gilt, setzen wir den Lagrangemultiplikator der betrachteten Nebenbedingung auf 0. Wenn
andernfalls 7 € M gilt, setzen wir den entsprechenden Lagrangemultiplikator wie folgt.

L2
A=\ - |1 - —2
e = ¥

keM

Falls j ¢ M gilt, bleibt der Langrangenutzen unverdndert, da er die Nebenbedingung nicht verletzt. Dadurch wird heu-
ristisch beriicksichtigt, wie sich der Zug zu der betrachteten Nebenbedingung verhélt.

Es konnte jetzt jedoch vorkommen, dass wir Ziige zu unrecht fixiert haben. Diesen Fehler miissen wir korrigieren
kénnen. Dazu implementieren wir einen unfixing-Algorithmus. Dieser setzt die {Zt—ow fixierten Ziige mit dem niedrigs-
ten Lagrangenutzen auf frei, sowie die [2%] entfernten Ziige mit dem héchsten Lagrangenutzen auf frei.

Jetzt ist noch die Frage, wie man merkt, dass man in die falsche Richtung lduft. Dazu berechnen wir mit Hilfe des
relaxierten LP’s 5.4 verbunden mit den fixierten bzw. entfernten Ziigen eine obere Schranke fiir das LP 5.3 verbunden
mit den fixierten bzw. entfernten Ziigen. Diese obere Schranke gibt uns einen maximalen Wert, den wir in unserem
aktuellen Zustand maximal erreichen kénnen. Ist diese obere Schranke jedoch kleiner als der Nutzen, der aktuell besten
gefundenen Losung, macht es keinen Sinn in diese Richtung weiter zu suchen und wir starten den oben beschriebenen
unfixing-Algorithmus. Nach diesem unfixing-Algorithmus starten wir den Subgradientenalgorithmus mit p{; und den ak-
tuell besten Lagrangemultiplikatoren.

Taucht nun zwischen dem Aufruf des unfixing-Algorithmus und dem erneuten Unterschreiten des Schrittweitenschwellen-
wertes keine neue untere Schranke (verbesserte Losung) auf, werden alle Ziige auf frei gesetzt und der Subgradientenal-
gorithmus mit den aktuell besten Lagrangemultiplikatoren und pj, gestartet.

Der Algorithmus terminiert, wenn eine gewiinschte Zeit oder eine gewiinschte Anzahl an Iterationen durchgelaufen ist.

Damit ist es nun gelungen eine heuristische Losung zu finden. Dadurch dass diese durch obere Schranken ,abgesi-
chert® ist, kann man recht gut die Giite dieser Losung erkennen, was uns eine Sicherheit gibt, wie stark wir uns der
Optimallosung genahert haben. Praktische Ergebnisse dieses Verfahrens lassen sich dem Paper [1] entnehmen.

Es muss bei der Losung jedoch beriicksichtigt werden, dass wir Vereinfachungen vorrausgesetzt haben. Wir haben ledig-
lich eine isolierte Strecke betrachtet, was in der Realitdt durchaus problematisch werden kénnte. Auch haben wir eine
recht einfache Wahl des Nutzens getroffen, da dieser lediglich von Stretch und Shift abhéngt. Jedoch haben wir mit diesen
Einschrankungen eine akzeptable Losung gefunden.
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