Bestimmung eines aufspannenden Baumes mit
annahernd minimalen Max-Stretch

Dem Fachbereich Mathematik
an der Technischen Universitat Darmstadt
zur Erlangung des Grades eines

Bachelor of Science

eingereichte
Bachelorarbeit

bearbeitet von

Frank Borchert
aus Kelkheim

Matrikel-Nr.: 1409817

Erstkorrektor: Dr. habil. Marco Liibbecke
Zweitkorrektor: Prof. Dr. Stefan Ulbrich

September 2010



Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung

2 Definitionen

2.1 Definitionen zur Problemstellung . . . . . .. ... ... ...
2.2 Definitionen zum Algorithmus . . . . . .. .. ... ... ...

3 Algorithmus
4 Giite der Losung

5 Implementierung

5.1 Berechnung des Max-Stretch . . . . . . .. ... .. ... ...

5.2 Finden eines D-Centers
6 Fazit
7 Literaturverzeichnis

8 Anhang

13
13
17

21

21

22



1 Einleitung

In den folgenden Kapiteln werden wir uns damit beschéftigen einen moglichst
guten aufspannenden Baum (¢ — Spanner) eines Graphen G zu kreieren. ¢
gibt dabei das Maximum aller moglichen Quotienten zwischen dem Abstand
zweier beliebiger Knoten im Baum und dem Abstand dieser Knoten im Graph
an. Die Aufgabe besteht also darin, einen Baum mit moglichst kleinem ¢ zu
finden. Fiir dieses Minimum Maz-Stretch Spanning Tree (MMST)-Problem
werden wir uns im néchsten Kapitel einige wichtige Definition ansehen, bevor
wir danach den Algorithmus mit Hilfe eines Beispiels betrachten. Anschlie-
fsend wollen wir die Giiteklasse unserer entstandenen Lésung untersuchen
und zuletzt einige Implementierungen in der Programmiersprache Java an-
schauen.

2 Definitionen

Bevor wir uns dem Algorithmus zum Finden eines aufspannenden Baum mit
geringem Max-Stretch widmen, betrachten wir einige notwendige Definitio-
nen. Dabei sind im Folgenden G ein Graph, n die Anzahl an Knoten, Vi die
Menge aller in G enthaltenden Knoten und FEg die Menge aller in GG enthal-
tenden Kanten.

2.1 Definitionen zur Problemstellung

Die Gewichtsfunktion eines ungewichteten Graphen ist defininiert durch
We(e) =1 fiir alle e € Eg. Diese Gewichtsfunktion geniigt der Dreiecksun-
gleichung und damit induziert G mit der Funktion W eine Metrik, die wir
im weiteren Verlauf mit M bezeichnen. Der Abstand zweier Knoten iiber M
bezeichnen wir mit disty(u,v), wobei u,v € V4.

Sei nun 7' ein aufspannender Baum von G, so ist der Stretch von zwei Knoten
u und v definiert als:

distr(u,v)
StTT,G(U,U) = m

Damit definieren wir den maximalen Stretch von T:

MaxStr(T,G) = max Strpe(z,y)

x:yGVG ,:E?fy



Um nun den minimalen Max-Stretch eines Graphen zu bestimmen, betrach-
ten wir alle moglichen aufspannenden Biume 7' und wihlen einen, der den
geringsten Max-Stretch hat.

MaxStr(G) = mjin MaxStr(T,G)

2.2 Definitionen zum Algorithmus

Die weiteren Definitionen sind zwar nicht notwendig um das MMST-Problem
zu verstehen, jedoch sind sie wesentlich fiir den Algorithmus im néchsten
Kapitel.

Beschiftigen wir uns zunéchst mit der D-Nachbarschaft, I'p(u, M), eines
Knoten. In dieser D-Nachbarschaft sind alle Knoten enthalten, die ausge-
hend vom Startknoten u in einer Entfernung von maximal D liegen. Damit
ist U'p(u, M) ={v € Vg|disty(u,v) < D}.

Abbildung 1: T'5(12, M)



Des Weiteren sei P = {Uj,..., Uy} eine Partition von G. Das heiftt, es gilt
sowohl U; C Vg und U;NU; = 0 fiir alle 1 <4 < j < k, als auch UF_,U; = V.
Die einzelnen Komponenten U; von P heifsen Cluster. Dabei ist es aber nicht
notwendig, dass die einzelnen Cluster im Graph zusammenhingend sind.
Sei £(U;) die Menge aller Kanten, die innerhalb des Cluster U; liegen. Sei
des Weiteren £(P) = Uy, cpE(U;) die Vereinigung aller inneren Kanten jedes
Clusters. Alle externen bzw. alle Kanten zwischen den Clustern beschreiben
wir durch £(P) = E¢\E(P).

Entfernen wir nun alle Kanten der D — Nachbarscha ft vom Knoten u, also
E(Tp(u, M)), erhalten wir zusammenhiingende Teilgraphen G, ... G". Gilt
nach Entfernen dieser Kanten |Vgi| < n/2 fir alle 1 < i < r, dann ist u ein
D — Center. Z(P, X) gibt alle Cluster U; € P an, die sich mit der Menge X
iiberschneiden.

3 Algorithmus

Unser Algorithmus Solve-MMST bekommt einen Graph G gegeben und er-
zeugt mit Hilfe der rekursiven Prozedur Rec-Cons-Tree einen Baum T'. Zu-
nichst initialisiert der Algorithmus einen leeren Baum T', der wiahrend des
Prozesses sukzessiv gefiillt wird. Zudem wird eine Partition P von G erstellt,
wobei jedes Cluster dieser Partition nur einen einzigen Knoten enthalt.
Danach ruft Solve-MMST die Prozedur Rec—Cons—Tree(G, M(G), P, D,0)
mit D = 0 auf. Diese versucht nun mit gegebenem D ein D-Center zu finden.
Gelingt dies nicht, so wird eine Fehlermeldung zuriickgegeben. Der Algorith-
mus Solve-MMST erhéht D solange um 1 bis Rec-Conc-Tree schlieklich ein
D-Center findet. Abbildung 2 und 3 zeigen an Hand eines Beispielgraphen
den Versuch fiir D = 1 bzw. D = 2 ein D-Center zu finden. Besteht unser
Graph G nur aus einem einzigen Knoten so wird als Ergebnis generell die
leere Menge ausgegeben.

Da ‘@ > 9 gilt, ist der Knoten 12 kein D-Center und die Prozedur erzeugt
eine Fehlermeldung. Das Selbe gilt auch fiir alle anderen Knoten mit D = 1.
Fiir D = 2 gilt stets |GY| < 9,V1 < i < 7. Somit haben wir fiir ein moglichst
kleines D ein D-Center gefunden.

Als néchstes ruft Rec-Cons-Tree die Prozedur Clst— Dijk(G, M, P,u, D) auf,
eine leicht abgewandelte Version des Dijkstra-Algorithmus. In unserem Bei-
spiel ware jetzt uw = 12, D = 2 und die einzelnen Cluster der Partition P ent-
hielten nur jeweils einen Knoten. Clst — Dijk erzeugt zunéchst einen cliqued-
cluster-graph CCy (G, P), wobei die Knotenmenge Voo ey der Knoten-



Abbildung 2: G\&(I'1(12, M)) Abbildung 3: G\&(I'y(12, M))

menge von Vg enspricht und fir die Menge der Kanten gilt Eccy, g p =
E(P)U Uy,ep(Ui x U;). Zur Erinnerung E(P) sind alle Kanten, die die einzel-
nen Cluster verbinden und zusétzlich in Eg liegen. U; x U; macht unabhéingig
von den zur Verfiigung stehenden Kanten aus jedem Cluster eine Clique, das
heifst es existiert zwischen zwei beliebigen Knoten eine Kante. Da unsere
Cluster zur Zeit nur aus genau einem Knoten bestehen, ist der entstandene
cliqued-cluster-graph gerade der Graph G selbst. Nun startet der eigentliche
Dijkstra-Prozess. Da wir einen ungewichteten Graphen betrachten, gleicht
das Verfahren der normalen Breitensuche. Ausgehend vom D-Center werden
die jeweils betrachteten Knoten und die Knoten, die im selben Cluster ent-
halten sind, in ein neues Cluster U’ kopiert. Sofern der Knoten noch nicht
Teil von U’ ist, wird zudem die Kante, {iber der der betrachtete Knoten er-
reicht wurde, zur Kantenmenge 7;,.,; hinzugefiigt. Das Verfahren stoppt beim
Abstand von D zum Knoten u. In Abbildung 4 ist der cliqued-cluster-graph
unseres Beispiels zu sehen, wobei alle Kanten, die zur Menge T},.,; hinzuge-
fiigt wurden, rot markiert sind.

Wir definieren eine neue Partition P’ durch P' = (PU{U'})\Z(P,I'(u, M)).
Mit Hilfe dieser Partition und der zusammenhingenden Teilgraphen G, ... G"
wird der Graph zerlegt. Fiir diese neuen Teilgraphen gelten die Partitionen
P, ={U NVg|U € P'}. Veranschaulichen wir dies mit Hilfe des Beispiels:

P' = {U,U,,Us, Uz, Us, Uy, Urs, Urg, Uiz, Urs, U'}

wobei
U = {4,5,6,10,11, 12,13, 14}
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Abbildung 4: Zwischenergebnis - Die Kanten von Tj,., sind rot markiert.

Damit ergeben sich mit Hilfe der Knotenmengen Vg1, ..., Vg7 folgende neue
Partitionen:

Py = {0y NV, Us A Vi, U7 AV} = (413,42}, {3}, {4}}

Py = {U N Vi, Us (\ Ve, ..., U NV} = {{7}, {8}, {9}, {6, 10}}

Py = (U4 0\Ver, Us 1 Ve U7 1 V) = {15}, {16}, {17}, {18}, {19}}
Py ={UiNVga,UyNVga,..., U NVga} = {{5}}

P = {U1 N Vgs, U N Vg5,...,U/ﬂVG5} = {{11}}

P = {U1 N Vgs, Us N Vgﬁ,...,U/ﬂVGfs} = {{13}}

P, ={UNVgr,UyNVgr,..., U NVgr} = {{12}}

Nun wird Rec — Cons — Tree(G(Vgi), M(Vgi), P;, D,l + 1) aufgerufen und
fiir jeden dieser Teilgraphen, sofern er nicht nur aus einem einzigem Knoten
besteht, ein aufspannender Baum 7; erstellt. Die Eingabe [ + 1 gibt dabei
den Grad der Rekursion an.

Die Losung T ensteht durch die Vereinigung aller aus Rec-Cons-Tree ent-

standen Biume. Bei enstsprechender Wahl der D-Center kénnte der durch
diesen Algorithmus entstandene Baum so aussehen:
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Abbildung 5: mégliches Endergebnis

Das komplette Beispiel einschlieflich aller Teilschritte befindet sich im An-
hang.

4 Giite der Losung

In diesem Kapitel wollen wir unsere berechnete Losung betrachten und uns
Folgendes fragen: Ist unsere Losung {iberhaupt ein Baum? Gibt es eine obere
Schranke fiir den maximalen Stretch unserer Losung?

Sei im Folgenden der Graph G die Eingabe und T die zugehdrige errechnete
Losung.

Beobachtung 1

Die Kantenmenge T}y induziert einen Baum fiir die Cluster von Z(P,U")

Beobachtung 2
FD(U,M) ﬂVGz 7£ @,VJ_ S 1 S r




Lemma 3

Betrachte den Graph G wihrend der Prozedur Rec-Cons-Tree im Rekursi-
onslevel [. Seien x und y zwei Knoten in V. Dann gilt zu jedem Zeitpunkt
des Algorithmus wihrend des Rekursionslevels I:

Der Graph T enthilt einen Pfad zwischen z und Yy, genau dann wenn ein
Cluster U existiert, so dass z,y € U.

Beweis:

»<=" Seien x und y Knoten in G. Sei U ein Cluster und es gilt z,y € U im
Rekursionslevel /.

Beweis per Induktion nach [:

Sei | = 0, dann besteht U entweder aus genau einem Knoten und es gilt
x =y oder U ist das neu geformte Cluster U’. Im zweiten Fall existiert in T
ein Pfad vom betrachteten D-Center u zum Knoten z bzw. y. Somit existiert
auch ein Pfad zwischen x und y. Nehmen wir nun an, die Aussage gilt fiir
jedes Rekursionslevel kleiner als [. Gehoren x und y schon im Rekursionslevel
[ —1 zum selben Cluster, so enthilt der Graph 7' mit Hilfe der Induktionsan-
nahme einen Pfad zwischen x und y. Im anderen Fall ist das Cluster U, dem
x und y angehoren, das im Rekursionslevel [ aus den Clustern U; ... U,, neu
gebildetet Cluster. Nach Rekursionsannahme gilt fiir zwei Knoten v und v’
in U;, V1 < i < m, der Graph T enthlt einen Pfad zwischen v und v'. Beob-
achtung 1 sagt uns dann, es existiert in T ein Pfad zwischen zwei beliebigen
Knoten in U, insbesondere zwischen = und y.

»=" Seien x und y zwei Knoten in G, die wihrend des Rekursionslevels [
durch den Pfad 7 verbunden sind.

Beweis per Induktion nach der Lange von 7:

Ist |7| = 0, so gilt * = y und die Aussage ist wahr. Nehmen wir an, die Aus-
sage sei bewiesen fiir jeden Pfad 7 der Linge kleiner als k£ und betrachten
nun einen Pfad 7 zwischen x und y der Linge k. Sei I’ < [ das Rekursions-
level in dem der Pfad 7 erstellt und (2/,y') € E, die letzte Kante, die zu
T hinzugefithrt wurde. Das heikt, zuvor existierte ein Pfad zwischen z und
2’ und ein weiterer zwischen y und y’. Nach der Rekursionsannahme miissen
wihrend des Rekursionslevel (" die Cluster U, mit x,2’ € U, und U, mit
y,y € U, existiert haben. Nachdem die Prozedur Clst-Dijk die Kante (2',/)
T hinzugefiigt hat, ersteht ein neues Cluster, bestehend aus U, und U,,.
Somit sind x und y Mitglied des gleichen Clusters im Rekursionslevel .



Lemma 4
Betrachte den cliqued-cluster-graph CCy (G, M), der wirend der Prozedur
Clst-Dyjk konstruiert wird. Es gilt:

diStCCM (G,P) (Jf, y) = dZSté(xv y)a V$7 (7S Ve

Korollar 5
Fiir den in Clst-Dijk konstruierten Graphen C'Cy (G, P) gilt:
W(CCw (G, P)) = M

Korollar 6
Nach der Beendingung der Prozedur Clst-Dijk gilt fiir das Cluster U’:
FD<U7 M) - U’

Lemma 7

Seien z,y € Vi und (x,y) € Es. Dann gilt an einer Stelle wihrend der
Ausfithrung von Rec-Cons-Tree, dass z,y € I'p(u, M) fiir das betrachtete
D-Center u.

Beweis:
Bei jedem Rekursionslevel gilt entweder x,y € I'p(u, M) oder es existert ein
zusammenhéangender Teilgraph G; mit x,y € V. In diesem Fall sind x und
y auch im Teilgraphen, der im ndchsten Rekursionslevel betrachtet wird, ent-
halten.

Lemma 8
Die Ausgabe T' des Algorithmus Solve-MMST ist ein aufspannender Baum
des eingebenen Graphen G.

Beweis:

Zunachst wollen wir zeigen, dass T zusammenhéngend ist. Sei die Kante
(z,y) € Eg. Nach Lemma 7 gehéren x und y an einer Stelle der Prozedur
Rec-Cons-Tree der Menge I'p(u, M) an. Nach Korollar 6 gilt, dass wenn die
Prozedur Clst-Dijk terminiert, das neue Cluster U’ sowohl z, als auch y ent-
halt. Lemma 3 besagt, terminiert Clst-Dijk, dann enthélt der Graph T einen
Pfad zwischen = und y. Daraus folgt, dass fiir jede Kante (x,y) € Eg der
Graph T einen Pfad zwischen z und y enthdlt. Somit ist T zusammenhin-
gend, sofern G zusammenhéngend ist.

Nun miissen wir zeigen, dass T zudem keinen Kreis enthilt. Wir nehmen an,
T enthalte den Kreis (v1,v9, ..., 0, v1). Sei 0.B.d.A. die Kante (vg,v;) die
letzte dieser Kanten, die zu T hinzugefiigt wurden. Die Knoten v, und v, ge-



horen verschiedenen Clustern an, da nur so die Prozedur Clst-Dijk die Kante
(g, v1) Zu T hinzufiigt. Nach Lemma 3 existert kein Pfad zwischen v, und vy,
wenn sie nicht dem gleichen Cluster angehdren. Das ist ein Widerspruch zu
unserer Annahme, dass der Pfad (vy, ..., vx) bereits existiert. Das bedeutet,

die Annahme ist falsch und die Losung T" enthilt keinen Kreis und ist somit
ein aufspannender Baum von G.

Sei im Folgenden fiir eine Menge von Cluster C' = {Uy, ..., U}

p(C) =Y diamy(Uy),

U,eC

wobei der Diameter (diam) eines Clusters die Grofe des ldngsten Pfades in
einem Cluster iiber den betrachteten Graph angibt. Das heift, es gilt:

diam4(U) = mag{dz’stTA(u, v)}
RIS

Lemma 9
Nach Beendigung der Prozedur Clst — Dijk gilt:

diam;(U") < 2D + (Z(P,U"))

Beweis:

Die Prozedur Clst — Dijk stoppt beim Abstand D von der Quelle u. Das
bedeutet, der von Tj,.y iiber die Cluster von Z(P,U’) induzierte Baum hat
héchstens eine Tiefe von D, wobei der Knoten u als Wurzel angesehen wird.
Betrachte nun zwei Knoten z und y in 7 und sei 7 der eindeutige Pfad zwi-
schen diesen Knoten. Dann beinhaltet m hochstens 2D Kanten von 1j,.,;. Der
Rest des Pfades besteht aus Kanten, die innerhalb der Cluster, die von U’
verdréngt wurden, liegen. Die Anzahl dieser ist damit hochstens (Z(P,U")).
Damit gilt: diam+(U") < 2D + o(Z(P,U"))

Lemma 10 o

Fiir jedes Cluster U; € P'\U’ existiert ein Cluster U; mit U; C U; und
U,NnU =0.
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Lemma 11
Fiir jedes zusammenhingende G’ enstanden wihrend der Prozedur Rec-

Cons-Tree im Rekursionslevel [, gilt:
O(Z(P', Vgi)) <2(l+1)D

Beweis:

Beweis durch Induktion nach (:

Im Rekursionslevel 0 enthélt die Partition P’ nur ein Cluster, das aus mehr
als einem Knoten besteht, ndmlich U’. Der Diameter dieses Clusters betragt
2D. Der Diameter eines Clusters, das nur aus einem einzigen Knoten besteht
ist 0. Das bedeutet, die Summe der Diameter aller Cluster die Vi schneiden
betriagt 2D. Die Aussage stimmt demnach fiir [ = 0.

Nehmen wir nun an, die Aussage ist bewiesen fiir alle Rekursionslevel klei-
ner [ und betrachten ein G* im Rekursionslevel [. Nach Lemma 10 existiert
fiir jedes Cluster U € P'\{U'} ein Cluster U € Z(P/ ,, Vs )\I(Pl’ LU

mit U C U. Damit gibt es auch fiir jedes U € Z(F/, Vgl)\{y’} ein U €
(P 4, Vg )\I(Pl’ LU mit U C U. Da diam#(U) < diam4(U) fir U C U
gilt, folgt daraus

P(Z(P', Vgi)) — diams(U') <
P(T(P 1, Ve NP, UY) =
P(Z(F_, VG{_I)) — o(Z(P_,,U"))

Damit gilt:

P(L(P' Vi) < diamp(U') + @(Z(PLy, Vg ) — 9(Z(FLy, U))

Da jedes Cluster in P eine Teilmenge eines Clusters in P/ ist, folgt:

p(Z(PU") < o(Z(P_4,U"))

und damit:

P(L(P' Vi) < diamp(U') — o(Z(P,U") + 9(Z(P{_, Vi )

Nach Anwendung von Lemma 9 haben wir:

P(Z(P',Vei)) < 2D+ o(T(F 4, Vg )

-1
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Mit Hilfe der Induktionsannahme o(Z(P/_, VG?_l)) < 21D gilt letztendlich:

P(I(P' Vi) < 2D+ 21D = 2(1 + 1)D

Beobachtung 12

Fiir jedes zusammenhingende G’ enstanden wihrend der Prozedur Rec-
Cons-Tree im Rekursionslevel [, gilt:
Vei| < mj2Ht!

Beobachtung 13
Wihrend der gesamten Ausiibung der Prozedur Rec-Cons-Tree gilt fiir jedes
Rekursionslevel I: [ < [logn]

Theorem 14
Seien x,y € Vi und (z,y) € Eg. Dann gilt:
disty(z,y) < 2[logn|D

Beweis:

Nach Lemma 7 gibt es eine Stelle wiahrend der Prozedur Rec-Cons-Tree bei
der z,y € I'p(u, M) gilt. Sei das zugehorige Rekursionslevel [. Mit Korollar 6
gilt zudem z,y € U’. Betrachte nun einen Teilgraphen G* dieses Rekursions-
level. Beobachtung 2 und Korollar 6 sagt uns, dass Vg N U’ # () und damit
ist U' € Z(P', Vgi). Zudem gilt

distp(v.y) < diamy(U') < (Z(P', Vi)
Nach Lemma 11 und Korollar 7 gilt

©(Z(P',Vgi)) <2(1+1)D < 2[logn]D.
Damit gilt letztendlich dist;(z,y) < 2[logn|D.

Korollar 15 A
Fiir die Ausgabe T gilt:

~

MazStr(T) < 2[logn]D
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5 Implementierung

In diesem Kaptitel betrachten wir einige Implementierungen. Die Methode
MazxStretch errechnet mit Hilfe der Methode Strecke, die wiederum auf BFS
zuriickgreift, den maximalen Stretch eines Baumes. DCenter findet durch
Loschen (Methode delete) der Kanten innerhalb der D-Nachbarschaft ein
D-Center. Die D-Nachbarschaft eines Knoten wird wiederrum durch die Me-
thode DNachbarn bestimmt.

5.1 Berechnung des Max-Stretch

import java.util.ArrayList;
import java.util.Collection;
import java.util.HashMap;
import java.util.HashSet;
import java.util.LinkedList;
import java.util .Map;

public class Bachelorarbeit {

//Das Graph—Interface stellt Knoten (Vertex)

//als Strings dar.

//Fir jeden Knoten wird eine Collection

//aller Knoten gespeichert, zu denen

//von diesem Knoten aus eine Kante fihrt.

interface Graph extends Map<String, Collection<String>> {
public void addEdge(String i, String j);
public void addVertex(String 1i);

//FEine Methode zur Erzeugung eines leeren
//ungerichteten Graphen. Dieser Graph
//enthilt weder Knoten noch Kanten.
public static Graph emptyGraph() {
class MyGraph
extends HashMap<String, Collection<String>>
implements Graph {
static final long serialVersionUID = 1234567;
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//Erzeugt einen Knoten,
//sofern er noch nicht existiert
public void addVertex(String i) {
if (!containsKey(i))
put (i, new ArrayList<String >());
}
//Erzeugt eine Hin— und Rickkante
//zwischen zwei Knoten,
//sofern sie moch nicht existieren
//und ggf. die Knoten dazu.
public void addEdge(String i, String j) {
addVertex (i);
addVertex (j);
if (!get(i).contains(]
get (i).add(j)
get (j).add (i)

) A

Y

}

return new MyGraph ();

}

//Gibt, ausgehend von der Quelle, einen Baum

//mit kirzesten Wegen aus

//Die Ausgabe ist (Knoten, Vorganger).

public static Map<String, String> BFS(Graph g, String quelle) {

Map<String , String> result = new HashMap<String , String >();

//Liste der Knoten, dessen Nachfolger

//getestet werden miissen

LinkedList<String > temp = new LinkedList<String >();
//Liste der schon besuchten Knoten

HashSet<String > visited — new HashSet<String >();
//Fige Quelle zu result und temp hinzu.

result .put(quelle , null);

temp.add(quelle);

//solange temp nicht leer ist
while (!temp.isEmpty ()){

14



//Setze Nachfolger auf parent.
String parent = temp.remove (0);
//Fiige parent zu visited hinzu.
visited .add(parent);

//Bestimme alle Nachfolger von parent.

Collection <String> child = g.get(parent);

//Betrachte alle Nachfolger.

for (String it: child){
//Falls Nachfolger noch nicht besucht,
//fige ihn zu wvisited hinzu
if (!visited.contains(it)){
temp.add(it);}
//Falls Nachfolger noch nicht in result,
//fige ihn mit parent als Vorginger hinzu
if (!result.containsKey (it)){
result.put(it, parent);}

return result ;

//Gibt die kirzeste Strecke wvon der Senke zur Quelle aus.
public static LinkedList<String>
Strecke (Graph g, String quelle, String senke) {

LinkedList<String> result = new LinkedList<String >();
LinkedList<String> temp = new LinkedList<String >();

//Erstellt mit BFS (Dijkstra) einen Baum
//mit kirzesten Wege.
Map<String , String> Wege = BFS(g, quelle);

//Fiige Senke zu temp und result hinzu.

if (Wege.containsKey (senke)){
temp.add (senke);
result.add(senke);

15



//Solange temp nicht leer ist,
//ziehe erstes Element heraus
while (!temp.isEmpty()) {
String Nachfolger = temp.remove (0);

//Falls der betrachtete Knoten
//einen Vorgainger hat,

//fige ihn zu temp und result hinzu.
if (Wege.get(Nachfolger) != null){
String Vorgaenger =
Wege. get (Nachfolger );
temp.add ( Vorgaenger );
result .add(Vorgaenger);

}

return result ;

//Methode zum Errechnen des mazimalen Stretch eines Baumes
public static int MaxStretch (Graph g, Graph t){

int Stretch = 0;

//Collection aller im Graph vorkommenden Knoten
Collection <String> Knoten = g.keySet ();

//Betrachte jedes mdgliche Paar zweier Knoten.
for (String Knotenl : Knoten){
for (String Knoten2 : Knoten){
//sofern sie unterschiedlich sind
if (Knotenl != Knoten2){

//Berechne kirzesten Weg
//im Graph und im Baum.
LinkedList <String> gWay =
Strecke (g, Knotenl, Knoten2);
LinkedList<String > tWay =

16



Strecke (t, Knotenl, Knoten2);
//Berechne Linge der Wege.
int gLaenge = gWay.size () —1;
int tLaenge = tWay.size () —1;
//Berechne mazimalen Stretch .
if ((tLaenge/glaenge) > Stretch){
Stretch = (tLaenge/gLaenge);
}

}

return Stretch;

5.2 Finden eines D-Centers

//Berechnet die Menge der Knoten in der D-Umgebung.
public static Collection<String>
DNachbarn (Graph g, String u, int D){

LinkedList <String> temp =

new LinkedList<String >();
Map<String , Integer> visited =

new HashMap<String , Integer >();

//Fige Ausgangsknoten zu temp hinzu.
temp.add(u);

//Fige Ausgangsknoten mit Entfernung
//zu wvisited hinzu.

visited .put(u, 0);

//Solange temp nicht leer ist
while (!temp.isEmpty ()){

String parent = temp.remove (0);

//falls Nachfolgerknoten
//in D-Umgebung liegen
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if (visited.get(parent) < D){
Collection <String> child = g.get(parent);

for (String it: child){
//und noch nicht betrachtet wurden
if (!visited.containsKey(it)){
//Fige sie zu temp und
//inclusive Abstand zu u
//zu wisited hinzu.
temp.add (it );
visited . put
(it , visited.get(parent)+1);}

}
}

Collection <String> result = visited.keySet ();

return result ;

//Methode zum Ldéschen von Kanten
public static Graph
delete (Graph g, Collection<String> Knoten){
//Erstelle leeren Graph und Collection
//aller vorkommenden Knoten.
Graph neu = emptyGraph ();
Collection <String> temp = g.keySet ();
//Betrachte jeden Knoten.
for (String itl: temp){
//Erstelle Knoten im neuen Graph.
neu.addVertex(itl);
//Collection der
//urspringlichen Nachbarn
Collection <String> nachbarn = g.get(itl);

for (String it2: nachbarn){
//Falls die Kante keine der
//zu loschenden Kante ist,
if (!Knoten.contains(itl)

18



|| !'Knoten.contains (it2)){
//erstelle Kante
//im neuen Graph.
neu.addEdge(itl, it2);

}

return neu;

//Methode zum Finden eines D-Centers
//mit mdglichst kleinem D
public static Map<String, Integer> DCenter(Graph g){

Map<String , Integer> result =
new HashMap<String , Integer >();
//Setze D auf 0 und
//berechne Anzahl der Knoten.
int D = 0;
int n = g.size();
//Collection aller Knoten
Collection <String> Knoten = g.keySet ();

while (D < n){
//Erhihe D nach und nach.
D=D-+ 1;

//Betrachte jeden Knoten.
for (String it: Knoten){
//Erstelle neuen Graph
//durch Léschen der Kanten
//innerhalb der D-Umgebung.
Collection <String > DNach =
DNachbarn(g, it , D);
Graph geloescht =
delete (g, DNach);

int temp — 0;
//Betrachte fir jeden Knoten
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//mit Hilfe wvon BFS
//die zusammenhdingenden
// Teilgraphen .
for (String it2: Knoten){
Map<String , String> G =
BFS(geloescht , it2);
//Falls die Bedingung gilt ,
//erhdohe temp um 1.
if (G.size() <= n/2){
temp = temp + 1;
}
}

//temp=n falls obige Bedingung

J//fir jeden Knoten gilt.

if (temp — n){
//Gib D-Center und D aus
result.put(it, D);
return result ;

}
}

return null;

Nun lassen wir uns fiir den Graph in Kapitel 2 und der von uns errechne-
ten Losung den maximalen Stretch ausgeben. Zudem berechnen wir noch ein
mogliches D-Center inklusive D.

System.out.println(Beispiel );

= {17 = [16,18], 18 = [15,17], 15 = [14, 16, 18], 16 = [15,17], 13 = [4, 12, 14],
14 = [11,13,15], 11 = [10,12,14], 12 = [5,11,13),3 = [1,4],2 = [1, 4],
1=2,3],10 = [5,6,9,11],7 = [6,8],6 = [5,7,10],5 = [4,6, 10, 12],
4=1(2,3,5,13],9 = [8,10],8 = [7,9]}

System.out.println(Baum);

= {17 = [16], 18 = [15], 15 = [14, 16, 18], 16 = [15,17],13 = [12)],

14 = [11,15), 11 = [12,14], 12 = [5,11,13],3 = [1,4],2 = [1],1 = [2,3],

10 =[5,9],7=16,8],6 = [5,7],5 = [4,6,10,12],4 = [3,5],9 = [10],8 = [7]}
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System.out.println(MaxStretch(Beispiel, Baum));
=95

System.out.println(DCenter (Beispiel));
= {13 =2}

Der von unserem Code ausgegebenen D-Center ist der Knoten 13. Der Un-
terschied zu der manuell errechneten Losung liegt allein an der Reihenfolge
in der die Methode die Knoten auf ihre D-Center-Eigenschaft priift. Der zu-
gehorige Wert D ist genau wie bei dem per Hand durchgerechnetem Beispiel
2.

Der mazimale Stretch dieses Baumes betrigt 5.

6 Fazit

Der Algorithmus liefert mit Hilfe eines abgewandelten Dijkstra-Prozesses
einen aufspannenden Baum. Der Max-Stretch dieses Baumes ist stets klei-
ner als 2[logn|D.

7 Literaturverzeichnis

Dijkstra, E.-W.: A Note on Two Problems in Connexion with Graphs

Emek, Y./Peleg, D.: Approximating Minimum Max-Stretch Spanning
Trees on Unweighted Graphs

Peleg, D.: Low Stretch Spanning Trees

Peleg, D./Tendler, D.: Low stretch spanning trees for planar graphs

21



8 Anhang

Anwendung des Algorithmus auf den Beispiel-Graph G:

Abbildung 6: Beispielgraph G

Suche D-Center und betrachte als Kandidat den Knoten 12:

Ver = {1,2,3,4}
‘/G’2 = {67 77 87 97 10}
Ves = {14,15, 16, 17, 18}

Ver = {5}

Voo = {11}
Veo = {13}
Ver = {12}

22



Abbildung 7: E(G)\E(I'1(12,M))  Abbildung 8: E(G)\E(I'y(12, M))

Fir D =2 gilt Vg < n/2.
= Knoten 12 ist ein D-Center fiir D = 2.

P=A{U,..., Uy}
Uy = {1}
U, = {2}
Us = {3}
Us = {4}
Us = {5}
Us = {6}
Ur = {7}
Us = {8}
Uy = {9}
Upo = {10}
Uy = {11}
Uy = {12}
U13 - {13}
Uy = {14}
Ups = {15}
Ui = {16}
Uiz = {17}
U18 == {18}

Clst — Dijk(G, M, P,12,2)
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Der zugehoérige cliqued-cluster-graph CCy (G, P):

Abbildung 9: CC\y(G, P)

Ty(12, M) = {4,5,6,10,11, 12,13, 14}
U = {} 7ﬂ’locaLl = {}

Fiihre den abgewandelten Dijkstra-Algorithmus durch:

Betrachte Knoten 12:
12¢ U' N12 € T'9(12, M)
= U = {12}

Betrachte Knoten 5:
5¢U N5 ey (12, M)
= U' = {512}

= nocal = {(57 12)}

Betrachte Knoten 11:

11U N11 eTy(12, M)
= U ={5,11,12}

= Tiocar = {(5,12),(11,12)}
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Betrachte Knoten 13:

13¢ U N13 eT5(12, M)

= U’ ={5,11,12,13}

= Tiocar = {(5,12),(11,12),(12,13)}

Betrachte Knoten 4:

4¢ U N4 eTy (12, M)

= U’ ={4,5,11,12,13}

= Tiocar = {(4,5),(5,12), (11, 12),(12,13) }

Betrachte Knoten 6:

6 ¢ U' A6 e Ty(12, M)

= U = {4, 9,6,11,12, 13}

= Tiocal = {(47 5)7 (5v 6)7 (5’ 12)7 (117 12)7 (127 13)}

Betrachte Knoten 10:

10¢ U' A10 € T'9(12, M)

= U'={4,5,6,10,11,12,13}

= Tiocar = {(4,5),(5,6),(5,10), (5,12),(11,12),(12,13)}

Betrachte Knoten 14:

14¢ U AN14 €T9(12, M)

= U' ={4,5,6,10,11,12,13,14}

= Tiocar = {(4,5),(5,6), (5,10),(5,12), (11,12), (11, 14), (12,13)}

Alle weiteren Knoten sind nicht Teil von I'y(12, M).
P = (PU{UNE(P.T5(12, M)

- {Ula sy U187 U/}\{U47 U57 Uﬁa U107 U117 U12a U137 Ul4}
= {U17 U27 U37 U77 U87 U97 U157 U167 Ul7a U187 U/}

UeP}

Py = {{5}}
Py ={{11}}
Ps = {{13}}
Pr={{12}}
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Da die Partitionen Py, ..., P; jeweils nur aus einem Knoten bestehen, gibt
der Algorithmus im néchsten Rekursionslevel die leere Menge zuriick.

Rec — Cons — Tree(G(Vgr), M(Vgr), Pr,2,1)

Suche D-Center und betrachte als Kandidat den Knoten 1:

Abbl]dung 10: G(V@)\E(Fg(l, M(Vgl))

[}
=

G; G

Ver = {1}
Ve = {2}
Vs = {3}
Ver = {4}

Fiir D =2 gilt Vi <n/2.
= Knoten 1 ist ein D-Center fiir D = 2.

Clst — DZ]k(G(Vgl), M(Vgl>, Pl; 1, 2)
Der zugehérige cliqued-cluster-graph CCyyny (G, Py):

Abbildung 11: CChyq)(G*, Pr)
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To(1, M) = {1,2,3,4}
vi=0  Ti={

Fiihre den abgewandelten Dijkstra-Algorithmus durch:

Betrachte Knoten 1:
1¢U N1eTy(1,M)
= U ={1}

Betrachte Knoten 2:
2¢ U N2€T9(1,M)
= U ={1,2}

Betrachte Knoten 3:
3¢U N3 el (1, M)
= U"={1,2,3}
=T ={(1,2),(1,3)}

Betrachte Knoten 4:

3¢U N eTly(1,M)

= U =1{1,2,3,4}

=T =1{(1,2),(1,3),(2,4)}

Pl = (PLU{UP\I(P1, To(1, M))
= {{1h {2}, {3} {4}, {1, 2,3, 4} 1\ {{1}, {2}, {3}, {4}}

— {{1.2,3.4}}
P,={UnN VailU € P/}
P1,1 = {{1}}

Py ={{2}}

P1,3 = {{3}}
Pry={{4}}

Da die Partitionen jeweils nur aus einem Knoten bestehen, gibt der Algo-
rithmus im nachsten Rekursionslevel die leere Menge zuriick.
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Rec — Cons — Tree(G(Vgz), M(Vge), P, 2,1)

Suche D-Center und betrachte als Kandidat den Knoten 6:

G
®
Gi G;

Abbildung 12: G(Vg2)\E(I'2(6, M (Vg2))

Ve = {6}
Vez = {7}
Vey = {8}
Vay = {9}
Veg = {10}

Fiir D =2 gilt Vi <n/2.
= Knoten 6 ist ein D-Center fiir D = 2.

Clst — D’L]k(G(VGZ), M(VGQ), PQ, 67 2)
Der zugehdrige cliqued-cluster-graph CChyc2)(G?, Ps):

Abbildung 13: CChy(g2)(G?, P»)
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T'4(6, M) = {6,7,8,9, 10}
U ={} T ={}

Fiihre den abgewandelten Dijkstra-Algorithmus durch:

Betrachte Knoten 6:
6 ¢ USNGeT(6,M)
= Uj ={6,10}

Betrachte Knoten 7:
T¢USNTeT(6,M)
= U} ={6,7,10}

Betrachte Knoten 10:
10 € U;
= Kante nicht zu T, aufnehmen.

Betrachte Knoten 8:
8¢ UjN8 €96, M)
= U;,=1{6,7,8,10}
=Ty = {(67 7)7 (77 8)}

Betrachte Knoten 7:

9¢ U,N9 € T9(6, M)

= U)=1{6,7,8,9,10}

=T, ={(6,7),(7,8),(9,10)}

Py = (P U{Uy})\Z(P%, T'2(6, M))

= {{6,10},{7}, {8}, {9},{6,7,8,9, 10} }\{{6, 10}, {7}, {8}, {9}}
={{6,7,8,9,10}}

PQJI{UQVGE UEPQI}
Py ={{6}}
Py ={{7}}
Py3 = {{8}}
Py = {{9}}
Pys = {{10}}
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Da die Partitionen jeweils nur aus einem Knoten bestehen, gibt der Algo-
rithmus im néchsten Rekursionslevel die leere Menge zuriick.

Rec — Cons — Tree(G(Vgs), M(Vgs), P3,2,1)

Suche D-Center und betrachte als Kandidat den Knoten 15:

a
i

®
® @@
é

Abblldung 14: G(Vg3)\g(rg(157 M(Vg3))

Ver = {14}
Ve = {15}
Ve = {16}
Ver = {17}
Ve = {18}

Fir D = 2 gilt Vg <n/2.
= Knoten 15 ist einD-Center fiir D = 2.
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Clst — Dijk(G(Vgs), M(Vgs), P3, 15,2)

Der zugehorige cliqued-cluster-graph CCyas)(G?, Ps):

Abbildung 15: CChy(gs)(G?, Ps)

Ty(15, M) = {14,15,16,17, 18}
Uy ={} T ={}

Fiihre den abgewandelten Dijkstra-Algorithmus durch:

Betrachte Knoten 15:
15 ¢ Ui A 15 € I'y(15, M)
= U} = {15}

Betrachte Knoten 14:

14 ¢ U, N14 € Ty(15, M)
= U} ={14,15}

=Ty ={(14,15)}

Betrachte Knoten 16:

16 ¢ U5 N 16 € I'y(15, M)
= Uj = {14,15,16}

= Ty = {(14,15),(15,16)}

Betrachte Knoten 18:

18 ¢ U5 AN 18 € I'y(15, M)

= Uj = {14,15, 16, 18}

= Ty, = {(14,15), (15, 16), (15, 18)}
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Betrachte Knoten 17:

17 ¢ U AN1T € Ty(15, M)

= U} = {14,15,16,17,18}

= T, = {(14,15), (15,16), (15, 18), (16, 17)}

By = (P U{Us})\Z(Ps, (15, M)

— ({14}, {15}, {16}, {17}, {18}, {14,15,16,17, 18} \{{14}, {15}, {16}, {17}, {18}}
= {{14,15,16,17,18}}

Pys = {UN Vg |U € P}}
P3,1 = {{14}}
Py = {{15}}
Ps3 = {{16}}
Py = {{17}}
Py 5 = {{18}}

Da die Partitionen jeweils nur aus einem Knoten bestehen, gibt der Algo-
rithmus im néchsten Rekursionslevel die leere Menge zuriick.

T = T’local ) U1§i§77’i
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Abbildung 16: Losung des Algorithmus
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