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1 Einleitung

Der Stralenwinterdienstes soll die Leistungsfahigkeit des Straflennetzes und die Sicherheit
des Straflenverkehrs gewihrleisten. Seine Aufgabe besteht darin Verkehrsbehinderungen
durch Schnee und Eis zu verhindern oder schnellstmoglich zu beseitigen.

Die Wirksamkeit des Stralenwinterdienstes héngt nicht zuletzt davon ab, wie schnell und
wie umfassend das Straflennetz im Bedarfsfall gerdumt werden kann. Denn je ldnger Schnee
oder Eis die Straflen bedecken, desto grofler ist die Beeintrachtigung und Gefihrdung des
Verkehrs. Um die schnelle und wirtschaftliche Réumung der Stralen zu gewihrleisten, soll-
ten die Fahrzeugrouten méglichst optimal geplant werden.

Es werden verschiedene Anforderungen an den Straflenwinterdienst gestellt. Diese Anforde-
rungen sind unter anderem im Mafinahmenkatalog zur Verbesserung der Wirtschaftlichkeit
des StraBenbetriebsdienstes [4] und im Leistungsheft fiir den StraBenbetriebsdienst (Lei-
stungsbereich Winterdienst)[1] festgehalten. Dort ist festgelegt, dass die Fahrbahnspuren
und Rampen der Bundesstrafien téglich zwischen 6.00 und 22.00 Uhr innerhalb von drei
Stunden gerdumt werden sollen. Schneit es nachts, soll der Rdumeinsatz vor 6.00 Uhr be-
endet sein. Alle Fahrbahnspuren einer Richtung sollen gleichzeitig gestreut werden, um
Gefahren beim Spurwechsel zu verhindern. Die Einsatzpliane sollen so optimiert werden,
dass die Leerfahrten (Fahrten in denen das Fahrzeug nicht rdumt oder streut) auf ein Min-
destmafl reduziert werden. Die Rdum- und Streueinsétze sollen an einer Strallenmeisterei
beginnen und an der selben Meisterei auch enden. Die Tour die ein Fahrzeug in einem
Einsatz fahrt besteht aus der R4um- und Streustrecke, den Leerfahrten sowie den Nachla-
dewegen. Der Schitzwert fiir die Geschwindigkeit liegt bei 35 km/h fiir Streueinsétze und
bei 30 km/h fiir RAumeinsétze. Diese Werte sind als Durchschnittsgeschwindigkeiten fiir
den Gesamteinsatz einschliefSlich aller Leerwege zu sehen.

Die Zusténdigkeit fiir die Ra&umung der Straflen eines bestimmte Gebiets kann bei unter-
schiedlichen Tragern liegen. In Deutschland ist der Baulasttriager einer Strafle fiir deren
Unterhaltung zustdandig. So ist das Bundeslands zum Beispiel fiir die Réumung der Lan-
desstraflen nicht aber der Autobahnen zustéindig.

In dieser Arbeit wird nur der Rdumeinsatz der Fahrzeuge betrachtet, nicht dagegen der
Streueinsatz. Die Kapazitdten der Fahrzeuge fiir Streugut werden vernachlédssigt und es
werden keine Nachladestationen fiir Streugut beriicksichtigt. Es wird davon ausgegangen,
dass die Fahrzeuge mit einer Geschwindigkeit von 30 km/h fahren. Die Touren sollen so
geplant werden, dass innerhalb von drei Stunden alle Straflen im Zusténdigkeitsbereich ge-
rdumt sind und dass jedes Fahrzeug an sein Ursprungsdepot zuriickgekehrt ist. Auflerdem
wird davon ausgegangen, dass die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Fahrzeuge nicht
beschrénkt ist. Dieses Problem kann als , Capacitated-Arc-Routing-Problem (CARP)“ mit
mehreren Depots formuliert werden, wie in Kapitel 6 erldutert wird.



Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines Branch-and-Price-Verfahrens fiir den Straflen-
winterdienst. Dazu wird das Problem in mehrere Teilprobleme dekomponiert, die Subpro-
bleme und das Masterproblem. In den Subproblemen wird versucht Fahrzeugrouten zu
finden, die an einem der Depots beginnen und enden und die die maximal zuléssige Zeit
nicht iiberschreiten. Im Masterproblem wird versucht, aus den Touren, die in den Subpro-
blemen gefunden wurden, eine optimale Kombination zu finden.

Wenn moglich, soll das Stralenwinterdienstproblem fiir den Zusténdigkeitsbereich der Stra-
Benmeistereien des Amts fiir StraBlen- und Verkehrswesen Dillenburg unter Verwendung des
Branch-and-Price-Verfahrens gelost werden. Es werden dazu praktische Daten des Stra-
Bennetzes in den Kreisen Lahn-Dill und Limburg-Weilburg verwendet. Informationen zum
Straflennetz findet man bei Hessische Strafen- und Verkehrsverwaltung [12].

1.1 Literatur

Die meisten Losungsverfahren fiir das Straflenwinterdienstproblem sind Heuristiken. Eglese
[10] hat eine Heuristik fiir die Routenplanung im Strafilenwinterdienst mit mehreren De-
pots entwickelt. Zuerst wird das Chinese-Postman-Problem (finden einer Tour durch das
Netzwerk, die alle Kante enthélt) fiir das StraBennetzwerk gelost. Fiir die Leerfahrten in
der Losung des Chinese-Postman-Problems werden Kanten zum Graphen hinzugefiigt. Aus
diesem erweiterten Graphen wird dann eine Menge von Kreisen gebildet. Diese Kreise wer-
den anschlieend zu Touren zusammengefiigt, die an einem Depot beginnen und enden.
Perrier et al. [25] haben eine Formulierung des Problems vorgestellt, in der Prioritéiten
zwischen den verschiedenen Straflen, verschiedene Raum- und Durchfahrgeschwindigkei-
ten modelliert werden konnen. Auflerdem wurden in diesem Artikel zwei Heuristiken zur
Losung dieses Problems vorgestellt. Allerdings wird nur ein Depot betrachtet, da das Stra-
Bennetzwerk héufig schon in Distrikte aufgeteilt ist. Weitere Heuristiken fiir das Straflen-
winterdienstproblem koénnen in Perrier et al. [24] nachgelesen werden.

Fiir das CARP wurden auch mehrere exakte Losungsverfahren vorgestellt. Longo et al.
[19] schlagen zur Losung des CARP eine Transformation in das knotenbasierte Vehicle-
Routing-Problem vor, fiir das es schon viele sehr gute exakte Losungsverfahren gibt. Ein
Branch-and-Price-Verfahren zur Losung des CARP ohne vorherige Transformation in ein
dquivalentes knotenbasiertes Routing-Problem wird in Letchford und Oukil [18] vorgestellt.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden die notwendigen Grundlagen kurz vorgestellt und die verwendeten
Notationen erldutert. Kapitel 3 gibt eine Einfiithrung in das Branch-and-Price-Verfahren.
Anhand eines ganzzahligen Programms wird erldutert, wie das Programm in Master- und
Subprobleme dekomponiert werden kann und wie das Masterproblem mit Hilfe von Spalten-
erzeugung und dem Branch-and-Bound-Verfahren gelost werden kann. In Kapitel 4 wird
das Branch-and-Price-Verfahren fiir den in Routing-Problemen sehr héufig autretenden



Fall eines Set-Partitioning-Masterproblems erlautert. Es wird insbesondere auf die speziell
in diesem Fall anwendbare Branchingregel von Ryan und Foster eingegangen. Kapitel 5
erldutert das Ressource-Constrained-Shortest-Path-Problem. In vielen Routing-Problemen
und auch im Straflenwinterdienstproblem sind bei Anwendung eines Branch-and-Price-
Verfahrens die Subprobleme Ressource-Constrained-Shortest-Path-Probleme. Es wird eine
kurze Einfiirung in die Losung des Problems mittels dynamischer Programmierung gege-
ben. In Kapitel 6 wird das Straenwinterdienstproblem mathematisch als CARP formuliert
und der dem Problem unterliegende Graph beschrieben. Danach wird in Kapitel 7 erlau-
tert, wie das Branch-and-Price Verfahren auf das Stralenwinterdienstproblem angewendet
werden kann. In Kapitel 8 werden die Ergebnisse des Verfahrens fiir einen kleinen Test-
graph vorgestellt.

Da das Problem fiir das Straflennetz im Zusténdigkeitsbereich der Straflenmeisterein im
Landkreis Lahn-Dill und Limburg-Weilburg zum Zeitpunkt der Fertigstellung der Arbeit
nicht geldst werden konnte, wird in Kapitel 9 das Ergebnis einer Heuristik fiir das Problem
gegeben. Es werden auflerdem zwei Verdinderungen fiir das Verfahren vorgeschlagen, mit
denen sich moglicherweise bessere Ergebnisse erzielen lassen.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die in dieser Arbeit verwendeten Notationen und Satze vorge-
stellt. Es handelt sich dabei vor allem um Grundlagen der Optimierung und Graphentheo-
rie.

2.1 Optimierung

Definition 2.1 (Polyeder)
Ser A € R™™ und b € R™.Fine Menge P C R"™ mit

P=P(Ab) ={zeR": Ax < b},
heifst Polyeder. Ein beschrdanktes Polyeder heifit Polytop.

Definition 2.2 (Lineares Programm (LP))
Seice R", Ae R™" beR™, dann heifst

min ¢’z

Ar <b
x>0
reR"”

lineares Programm (LP)

Die zuldssige Menge eines LPs ist durch das Poyeder P = P(A,b) gegeben. Ein LP hat
daher folgende Form

minc’x  s.t.

xr € P(A,b)

Definition 2.3 (Konvexkombination)
Ein Vektor x € R™ heiffit Konvexkombination von Vektoren xq,...,x,, € R", falls es
Skalare \; mit

=1

qibt, so dass

m
i=1

Ein Vektor x € R™ ist eine Konvexkombination von Vektoren der Menge X C R™, wenn es
eine Zahl m € N, sowie Vektoren x1,...,x,, € X gibt, so dass x eine Konvexkombination
der Vektoren xq,...,x,, 1st.



Definition 2.4 (Konvexe Hiille)
Gegeben sei eine Menge X C R™. Die konvexe Hiille der Menge X ist die Menge, die
alle Konvexkombinationen der Elemente aus X enthdlt. Sie wird mit conv(X) bezeichnet.

Definition 2.5 (Konische Kombination)
Ein Vektor x € R™ ist eine konische Kombination der Vektoren x4,...,x,, € R", falls
es Skalare \; gibt mit \; > 0, so dass

m
i=1

Ein Vektor x € R™ ist eine konische Kombination von Vektoren der Menge X C R",
wenn es eine Zahl m € N sowie Vektoren xq,...,x, € X g¢ibt, so dass x eine konische
Kombination der Vektoren xq,...,x,, ist.

Definition 2.6 (Konische Hiille)
Gegeben sei eine Menge X C R". Die konische Hiille der Menge X ist die Menge, die alle
konischen Kombinationen der Elemente aus X enthdlt. Sie wird mit cone(X) bezeichnet.

Satz 2.1 (Minkowski-Weyl)
Eine Menge P C R" ist genau dann ein Polyeder, wenn es endliche Mengen V. E € R"
qibt, so dass

P = conv(V') + cone(E)
Die Elemente der Menge V' heiffen Extrempunkte von P. Die Elemente der Menge E
heiflen Extremstrahlen von P. Beweis siehe Schrijver [28].

Definition 2.7 (Ganzzahliges Programm (IP))
Seic e R", A € R™" beR™, dann heifit

min ¢’ x

Az <b (2.1)
xeL"

ganzzahliges Programm (IP)
Ein IP ist kein lineares Programm, da der Zuléssigkeitsbereich
S={xePADb)  :xeZ"}
eine diskrete Menge und im Allgemeinen kein Polyeder ist.
Ist S endlich, dann ist nach Satz 2.1 conv(S) ein Polytop. Ein IP ist dann dquivalent zu
dem linearen Programm

minc’z st
z € conv(S).



Definition 2.8 (LP-Relaxierung)
Wird in einem IP (2.1) die Ganzzahligkeitsbedingung weggelassen, erhdilt man die LP-
Relazierung des IPs

min ¢’ x

Ax <b

Satz 2.2

Gegeben sei ein Poyeder P = P(A,b) mit A € Z™*" und b € Z™ und zwei endliche Mengen
V= Avi}ie, und E = {e;},.;, mit P = conv(V) + cone(E). S bezeichne die Menge der
ganzzahligen Punkte in P, d.h. S = {x € P:x € Z"}. Dann gibt es eine endliche Menge
von Punkten {x;},.; in S, sodass gill:

S = {x:x:Z)\ixi—FZﬁjej,Zx\i:1,)\¢€Z+ firieI,p; € 7, fu'rjEJ}

icl jeJ iel

Auferdem ist conv(S) ein rationales Polyeder. Fiir den Beweis siehe Nemhauser und Wol-
sey [23, Kapitel 1.4.6])

Definition 2.9 (Set-Partitioning-Problem)

Gegeben sei eine endliche Grundmenge E = {1,...,m} und eine Liste von Teilmengen
F, C E (j =1,...,n) von Teilmengen von E. Mit jeder Teilmenge sind Kosten c; as-
sozitert. Das Problem eine bzgl. ¢ minimale Auswahl von Teilmengen zu finden, so dass
jedes Element der Grundmenge E in genau einer ausgewdhliten Teilmenge vorkommdt, heifst
Set-Partitioning-Problem. Es kann als 0-1-Programm formuliert werden.

Variablen des Programms:

{1 falls Teilmenge F; gewdhlt wird
.Tj =

0 sonst

mxn

Die Nebenbedingungsmatriz ist eine 0-1-Matriz A € {0,1} wobei

1 falls Teilmenge F; Element i € E enthdlt
;5 =
! 0 sonst

Das 0-1-Programm lautet:

minc’x st
Az =1
z e {0,1}"

10



Satz 2.3 (Farkas Lemma)
Entweder gilt
{zeR} Az =0b,2>0} #0

oder es gibt einen Vektor m € R, so dass
TA>0 und wb>0
Fiir den Beweis siehe z.B. Schrijver [28].

2.2 Graphentheorie

Definition 2.10 (Gerichteter Graph)

Fin gerichteter Graph G = G(V, A, g) ist ein geordnetes Tripel, wobei V und A disjunkte
Mengen sind und g : A — V? eine Abbildung ist. Die Elemente der Menge V' heiffen Knoten
und die Elemente der Menge A heifien Kanten des Graphen G. Die Abbildung g : A — V>
ordnet jeder Kante ihren Anfangs- und Endknoten zu,

g(a) = (v, w).
Man sagt dann Kante a ist von v nach w gerichtet.

Definition 2.11 (Mehrfachkanten, parallele Kanten)

FEin gerichteter Graph G(V, A, g) kann zwischen zwei Knoten mehrere Kanten haben, diese
nennt man Mehrfachkanten. Haben die Mehrfachkanten in einem gerichteten Graphen
die selbe Richtung, so nennt man die Mehrfachkanten parallel.

K »e_»

Mehrfachkanten Parallele Kanten

Abbildung 2.1: Mehrfachkanten, parallele Kanten

Definition 2.12 (Pfad, Tour)
Sei G(V, A, g) ein gerichteter Graph. Eine Folge

(Vo, Qs V1, Q1 -« oy Ap_1, Vp)
von abwechselnd Knoten und Kanten fiir die gilt
g(ai) = (vi,vig1), firi<p

wird Pfad genannt. Eine Pfad heifst einfach, falls jede Kante hichstens einmal in diesem
Pfad vorkommt. Fin Pfad wird Tour genannt falls Anfangs- und Endknoten iibereinstim-
men. Eine Tour ist ein Pfad mit vy = v,.

11



Definition 2.13 (Knotengrad)

Sei G(V, A, g) ein gerichteter Graph. Die Anzahl der Kanten aus G, deren Endknoten v
ist, wird Eingangsgrad des Knotens v genannt und mit o, bezeichnet. Die Anzahl der
Kanten, die v als Anfangsknoten haben, wird Ausgangsgrad des Knotens v genannt und
mit 8,7 bezeichnet. 0~ (v) C A bezeichnet die Menge der Kanten, deren Endknoten v ist und
0t (v) C A bezeichnet die Menge der Kanten, deren Anfangsknoten v ist.

Fiir eine Teilmenge W wvon V' bezeichnet 61 (W) die Menge aller Kanten, die ihren An-
fangsknoten in W haben aber ihren Endknoten in V' \ W.

12



3 Branch-and-Price fiir Ganzzahlige Programme

Das Branch-and-Price-Verfahren ist ein vielversprechendes Losungsverfahren fiir grofie ganz-
zahlige Programme (IP), das die Methoden der Spaltenerzeugung mit dem Branch-and-
Bound-Verfahren kombiniert.

Fiir viele Probleme der kombinatorischen Optimierung gibt es stark ,ausgeweitete” (engl.
extended) Formulierungen mit sehr vielen Variablen. Ein typisches Beispiel dafiir sind
Tourenplanungsprobleme, wie das Straflenwinterdienstproblem. Die Anzahl der Variablen
ist dabei héufig so grof, dass die Variablen nicht alle effizient explizit betrachtet werden
kénnen. In diesem Fall wird das Verfahren der Spaltenerzeugung eingesetzt, um die LP-
Relaxierung des Problems zu l6sen. Da die Losung der LP-Relaxierung moglicherweise die
Ganzzahligkeitsbedingungen des Problems verletzt, wird das Branch-and-Bound-Verfahren
verwendet um eine ganzzahlige Losung zu finden. Die Idee der Spaltenerzeugung besteht
darin, ausgehend von einer kleinen Teilmenge der Variablen, eine Losung fiir das Problem
zu finden. Das auf diese Variablen eingeschrinkte Problem kann unter Verwendung des
Simplex-Algorithmus direkt gelost werden. Anschlieend wir iiberpriift, ob die Losung des
eingeschréankten Problems optimal fiir die LP-Relaxierung des Ausgangsproblems ist. Dies
geschieht durch die Losung des sogenannten Pricing-Problems. Hierbei wird iiberpriift, ob
der Zielfunktionswert des Problems durch Hinzufiigen von Variablen, die noch nicht im
eingeschréankten Problem beriticksichtigt werden, verbessert werden kann. Falls im Pricing-
Problem eine solche Variable gefunden wurde, wird diese zum eingeschréinkten Problem
hinzugefiigt und dieses reoptimiert. AnschlieBend muss wieder das Pricing-Problem gelost
werden. Wird im Pricing-Problem keine Variable mit negativen reduzierten Kosten gefun-
den, so ist die Losung des eingeschréankten Problems optimal fiir die LP-Relaxierung des
Ausgangsproblems.

Erfiillt diese Losung nicht die Ganzzahligkeitsbedingung des Ausgangsproblems, so wird
das Problem verzweigt. Das heifit die zulédssige Menge des Problems wird so aufgeteilt, dass
die aktuelle fraktionale Losung ausgeschlossen wird. Es muss jedoch sichergestellt sein, dass
alle zuldssigen ganzzahligen Losungen in einer der Teilmengen enthalten sind.

Um die LP-Relaxierungen der so neu entstandenen Probleme zu l6sen, kann dann wie-
der Spaltenerzeugung verwendet werden. Wendet man Spaltenerzeugung innerhalb von
Branch-and-Bound an, kann es aber auch zu Schwierigkeiten kommen (s. Johnson [15]).
Bespielsweise sind Standardbranchingregeln moglicherweise nicht effizient anwendbar, weil
sie die Struktur des Pricing-Problems zerstoren.

Viele Probleme in der kombinatorischen Optimierung haben eine Struktur, in der man
Blocke von Variablen und Nebenbedingungen sowie Nebenbedingungen durch die diese
Blocke miteinander in Verbindung gebracht werden identifizieren kann. Die Idee der De-
komposition besteht darin, die verbindenden Nebenbedingungen auf einer iibergeordneten
Ebene im Masterproblem zu betrachten. Die anderen Blocke werden unabhéngig vonein-

13



ander in Teilproblemen behandelt. Probleme mit einer solchen Struktur lassen sich so
reformulieren, dass sie sich fiir die Losung durch das Branch-and-Price-Verfahren eignen.
Eine ausfiihrliche Einfithrung in das Branch-and-Price-Verfahren mit vielen Anwendungs-
beispielen geben Wolsey [30] und Barnhart et al. [2] und Liibbecke und Desrosiers [17].

In diesem Kapitel wird besprochen, wie ein fiir Branch-and-Price geeignetes Problem re-
formuliert und dann durch das Branch-and-Price-Verfahren gelost werden kann.

3.1 Probleme und ihre Reformulierung

Gegeben sei das ganzzahlige Programm

K
minE kst
k=1

Alzt 4+ ... FAKgK

= b
D1$1 S d1
) (IP)
DKZL’K S dK
wobei z' e Z™, .. . 2K ez x.

Dieses IP wird auch Originalproblem genannt. Die Nebenbedingungsmatrix von IP hat die
in Abb. 3.1 dargestellte eingeschrinkte Blockdiagonalform, die fiir jedes k einen Block D*
enthilt, sowie die ,,Coupling Constraints®.

AT AR
Dl
2

Abbildung 3.1: Struktur der Nebenbedingungsmatrix

Diese Struktur der Nebenbedingungsmatrix kann durch Dekomposition des Problems aus-
genutzt werden. Die Dekomposition fithrt zu einer Formulierung des Problems mit sehr
vielen Spalten, die daher hadufig am besten durch Spaltenerzeugung gelost werden kann.
Der Dekompositionsansatz wurde erstmals von Dantzig und Wolfe [6] fiir Lineare Program-
me vorgeschlagen. Er basiert auf der Reformulierung der Polyeder

P, = {z" e R™ : D*z* < d;}
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mit Hilfe von Satz 2.1. Der Dekompositionsansatz kann auf ganzzahlige Probleme iibertra-
gen werden. Man betrachtet statt der Polyeder P die diskrete Menge

P;:{xkEPk:xkEZ”k}

Es gibt zwei Moglichkeiten der Reformulierung, die Konvexifizierung und die Diskreti-
sierung (siehe z.B. Vanderbeck [29]). Bei der Konvexifizierung wird nicht die Menge P;
reformuliert, sondern die konvexe Hiille conv(P}). Die hier verwendete Methode der Dis-
kretisierung beruht auf einer Reformulierung der Menge P;. Sind alle Variablen z; der IPs
binér, fithren Konvexifizierung und Diskretisierung zu dquivalenten Masterproblemen.

Im Folgenden soll das oben vorgestellte IP reformuliert werden. Das IP kann notiert werden
als

K

ZAkxk:b

k=1

deprP k=1,... K

Die Menge P soll nun durch eine endliche Menge von Vektoren(Spalten) dargestellt wer-

den. Ist der Polyeder Pj beschrankt, so ist die Menge P} endlich. Sei also P} = {xkt}ﬁl
Nach Satz 2.2 gilt

T, Ty
P = {x rr =) MM Y A =10 € Zy fiir t = 1,...,Tk} (3.2)

t=1 t=1

Fiir jeden Punkt 2% € P gibt es demnach eine Darstellung

T,
R Z AFght (3.3)
=1
wobei die Konvexitédtsbedingung
Ty,
DA =1 mit Ay €{0,1} t=1,....T}
t=1

gelten muss.
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Geht man davon aus, dass jedes Polyeder P, beschrénkt ist, erhélt man durch Substitution
der z* in (3.1) durch (3.3) folgende Form fiir das IP

K T,
min Z Z Neckght st
k=1 t=1
K Tk

DD AR = b (MP)

k=1 t=1

Ty

N=1 k=1...K

t=1

MNefo,1} k=1,....K t=1,...,Tx

Diese Form des Problems wird im folgenden Masterproblem genannt und ist auch wieder
ein IP. Der Unterschied zwischen (3.1) und dem Masterproblem (MP) besteht darin, dass
die Mengen P} durch endlich viele Punkte dagestellt werden.

k
Fiir jedes x € P gibt es eine Spalte ( Ae v ) in MP und eine Variable A\, mit Kosten c*z.
k

Aus einer optimalen Losung der LP-Relaxierung des Masterproblems X kann man die Werte
der Variablen des Originalproblems Z* berechnen.

Da man eine ganzzahlige Losung fiir das Originalproblem finden will, kann man auf diesen
Variablen verzweigen. Naheres dazu in Abschnitt 3.4.

Im folgenden Abschnitt soll nun erldutert werden, wie die LP-Relaxierung des Masterpro-
blems MP mithilfe von Spaltenerzeugung gelost werden kann.

3.2 Losen der LP-Relaxierung des Masterproblems

In einem Branch-and-Price-Verfahren wird die Methode der Spaltenerzeugung verwen-
det, um die LP-Relaxierung des Masterproblems (LMP) zu l6sen, wenn die explizite Be-
trachtung aller Spalten das Masterproblem wegen ihrer Vielzahl nicht effizient ist. Seien

16



it = ckagkt und ARt = AkxRt fiir t = 1,.. ., T. Fiir das LMP erhilt man

K T

minZZ)\fck’t s.t (3.4)
k=1 t=1
K T
DD AR = (3.5)
k=1 t=1
Tk
N=1 k=1,...K (3.6)
t=1
MN>0 k=1,....K t=1,...,T} (3.7)

Im Folgenden seien 7; (i = 1,...,m) die zu den Nebenbedingungen (3.5) des (LMP) geho-
renden dualen Variablen und p (k= 1,..., K) die zu den Konvexitétsbedingungen (3.6)
gehorenden dualen Variablen. Die Idee besteht nun darin, das LMP mit dem Simplex-
Algorithmus zu 16sen, wobei der Schritt verdndert wird, in dem die Auswahl der Spalte
stattfindet, die zur Basis hinzugefiigt wird (s. Simplex-Algorithmus z.B in [28]). Der Grund
dafiir ist, dass das LMP in den meisten Féllen sehr viele Spalten hat, die moglicherweise
nicht alle explizit bekannt sind. Statt also fiir jede Spalte des LMP die reduzierten Kosten
zu berechnen, 16st man K weitere Optimierungsprobleme, um eine (oder mehrere) Spalten
mit negativen reduzierten Kosten zu finden.

Um das LMP mittels Spaltenerzeugung zu lésen, muss man schon eine Teilmenge der
Spalten des LMP kennen oder das in Abschnitt 3.5 erlduterte Farkas-Pricing verwenden.
Soll die Splatenerzeugung mit einer bereits bekannten Teilmenge der Spalten gestartet
werden, muss fiir jedes k& mindestens eine Spalte bekannt sein, sodass man eine zuldssige
Losung fiir das LMP erhélt. Es gibt verschiedene Moglichkeiten eine solche Startlosung
zu finden. Unter anderem kann man solche Spalten durch eine heuristische Losung des
Originalproblems erhalten. Das auf diese Spalten eingeschriankte Problem wird Restricted
Master Problem (RMP) genannt.

mine\  s.t.
AN
h\

b (RMP)
0

v

wobei A die Matrix der bekannten Spalten und damit eine Untermatrix der eigentlichen
Nebenbedingungsmatrix des LMP ist. Die rechte Seite des LMP ist b = (b, 1). Der Vekto-
ren ¢ und A sind die mit einer Spalte assoziierten Kosten und Variablen.

Das RMP kann direkt durch Anwendung des Simplexverfahres gelost werden. Sei A* eine
optimale Losung fiir das RMP und eine dual optimale Losung (7, i1). Jede zuléssige Losung

des RMP ist auch fiir das LMP zuléssig. Daher ist der Zielfunktionswert ¢cA* des RMP eine
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obere Schranke fiir den Zielfunktionswert des LMP.

Um festzustellen, ob die optimale Losung des RMP auch optimal fiir das LMP ist, muss fiir
jede Spalte des LMP iiberpriift weden, ob die reduzierten Kosten dieser Spalte negativ sind.

k
Das heifit fiir alle £ und alle x € X} muss iiberpriift werden, ob fiir die Spalte ( At >

€k
des LMP
AFg
Ckx—(ﬂ u)( e >§0

gilt.

Oft ist es ineffizient, diese Ungleichung fiir jeden Punkt x € X (bzw. jede Spalte des LMP)
zu iiberpriifen, . Man 16st stattdessen fiir jedes k das Optimierungsproblem

min ¢z — wARLF — st

3.8
" € X; (38)

Dieses Problem wird Pricing-Problem genannt.

Wenn in keinem dieser k Optimierungsprobleme der Zielfunktionswert echt kleiner null ist,
dann ist (7, 1) dual zuldssig fiir LMP. Da A* eine Optimallosung des RMP und (7, i) die
zugehorige Duallosung ist, gilt:

N = (m, )b

Dem schwachen Dualitédtssatz der linearen Optimierung zufolge, ist 2\ in diesem Fall also
eine untere Schranke fiir den Zielfunktionswert des LMP und wegen der primalen Zulés-
sigkeit auch eine obere Schranke. Damit ist die Losung des RMP auch optimal fiir LMP.

Angenommen es gibt ein k, fiir das die Losung des Problems (3.8) einen negativen Ziel-

funktionswert hat. Sei 7% also eine Losung fiir (3.8) mit *7* — 7 A*z* — ), < 0. Dann
ko

hat die dieser Losung zugehorige Spalte 63: , mit Kosten c¢*z*, negative reduzierte
k

Kosten. Fiigt man diese Spalte zur Nebenbedingungsmatrix und zum Kostenvektor des

RMP hinzu, erhélt man ein neues Restricted Master Problem, das dann reoptimiert wird.

In diesem “abgeénderten Pricing-Schritt wird also entweder die Optimalitdt der Losung

des RMP fiir das LMP nachgewiesen oder es wird eine neue Spalte fiir das LMP generiert,

die negative reduzierte Kosten besitzt.

3.3 Untere Schranken

Wie schon erwéhnt, ist der Zielfunktionswert des eingeschrinkten Masterproblems eine
obere Schranke fiir den Zielfunktionswert der LP-Relaxierung des Masterproblems. Bei An-
wendung der Spaltenerzeugungsmethode erhélt man zusétzlich nach jedem Pricing-Schritt
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auch eine untere Schranke.

Sei ¢*" der optimale Zielfunktionswert des k-ten Pricing-Problems (3.8). 2%,,p sei der op-
timale Zielfunktionswert des aktuellen eingeschrinkten Masterproblems und zj ,,p sei der
(unbekannte) optimale Zielfunktionswert des LMP. Da der Wert des RMP nicht um mehr
als Zle c* verbessert werden kann, gilt fiir 2} ,,p

K
* k* * *
Zrmp T E ¢ < zrmp < Zrump-
k=1

Die obere Schranke z},,p ist keine obere Schranke fiir den Zielfunktionswert des Master-
problems (6.20)-(6.22) sondern nur fiir die LP-Relaxierung des Problems. Die bis dahin
beste gefundene untere Schranke hingegen ist auch eine untere Schranke fiir den Zielfunk-
tionswert des Masterproblems. Durch diese untere Schranke kann also jederzeit die Giite
der bis dahin besten gefundenen (ganzzahligen) Losung bestimmt werden.

3.4 Branching

Die Losung der LP-Relaxierung des Masterproblems ist nicht notwendigerweise ganzzahlig.
Die Verzweigung des Problems soll den Losungsraum so aufteilen, dass die aktuelle fraktio-
nale Losung ausgeschlossen wird. Wird das Branch-and-Bound-Verfahren fiir das Restricted
Masterproblem mit den fiir die Losung der LP-Relaxierung generierten Spalten gestartet,
ist nicht garantiert, dass eine optimale (oder auch nur zuléssige) Losung fiir das Masterpro-
blem gefunden wird. Es ist moglich, dass fiir die durch die Verzweigung des Problems neu
entstandenen Masterprobleme Spalten mit negativen reduzierten Kosten existieren, die bis-
her noch nicht bekannt waren. Um eine optimale Losung fiir das Masterproblem zu finden,
muss in jedem Knoten des Branch-and-Bound-Baumes die LP-Relaxierung des Problems
mittels Spaltenerzeugung gelést werden. Daher wird das Verfahren auch Branch-and-Price
genannt.

Standardbranchingregeln verzweigen auf den A-Variablen des Masterproblems MP. Ist z.B.
in der Losung der LP-Relaxierung des Masterproblems eine Variable A\F fraktional, wiirde
der zuléssige Bereich des Problems so aufgeteilt, dass in einem der beiden entstehenden
Teilprobleme nur Losungen mit AF = 0 und im anderen nur Losungen mitA\f = 1 zulissig
sind.

kKt
Die zu A¥ gehorende Spalte < f ) des MP repriisentiert eine Losung x¥ des Subpro-
k

blems (3.8). Mit A¥ = 0 wird diese Lésung ausgeschlossen. Wird die Struktur des k-ten
Subproblems nicht verédndert, ist es sehr gut moglich, dass beim néchsten Aufruf des Pri-
cings genau diese Spalte wieder generiert wird. Um das auszuschlieSen, miisste im Subpro-
blem fiir einen Knoten in Tiefe [ des Branch-and-Bound-Baumes eine [-te beste Losung
gefunden werden.

Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, ist es moglich, statt auf den A-Variablen des MP

19



auf den Komponenten der Variablenvektoren z* des Originalproblems IP zu verzweigen.

Eine Losung der LP-Relaxierung des Masterproblems ist genau dann unzuléssig fiir das
Origianlproblem IP, wenn einer der Variablenvektoren

Tk
ok = ka’t)\f (3.9)
=1

eine fraktionale Komponente hat. Angenommen die Komponente i von z* hat bei gegebener
Losung der LP-Relaxierung des Masterproblems den fraktionalen Wert «. Will man eine
ganzzahlige Losung fiir das Originalproblem zu finden, bietet es sich daher an, auf den
Originalvariablen zu verzweigen. Das heifit, dass man in einem Abzweig

Ty
kE _ ktyk
%—5 x; )‘tSLO‘J
t=1
und im anderen

Tk
o= o'\ < [a]
t=1

fordern muss.

Die Variablen, die die Branchingentscheidung verletzten, werden aus dem entsprechenden
Masterproblem gel6scht.

Nach Moglichkeit sollten die Branchingentscheidungen im Pricing beriicksichtigt werden,
um auf diese Weise zu verhindern, dass Branchingentscheidungen verletztende Spalten
erzeugt werden.

3.5 Farkas-Pricing

Die Loschung derjenigen Variablen aus dem Masterproblem, die eine Branchingentschei-
dung verletzten, kann dazu fithren, dass das neue Masterproblem mit den verbliebenen
Spalten unzuléssig ist. In diesem Fall, braucht man ein Verfahren, mit dem sich zuléssige
Spalten fiir das Masterproblem erzeugen lassen, so dass das Masterproblem wieder zuléssig
wird. Das Farkas-Lemma liefert die Idee fiir ein solches Verfahren.

Ist die LP-Relaxierung des eingeschriankten Masterproblems

miné’ X s.t.
AN=10 (3.10)
x>0
unzuléssig, gibt es nach dem Farkas-Lemma einen Vektor 7, so dass

TA<0 und wb>0. (3.11)
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Das zu (3.10) duale Problem

ist daher unbeschriankt. Das Ziel besteht darin, eine fiir das Masterproblem (3.10) zuléssige
Spalte a zu finden, so dass
ma > 0.

Die Erweitert der Matrix A um eine solche Spalte a, entspricht dem Hinzufiigen einer Ne-
benbedingung zum dualen Problem, so dass der Extremalstrahl = ,abgeschnitten” wird.
Wird das duale Problem durch Hinzufiigen dieser Nebenbedingung beschréinkt, so ist das
eingeschréankte Masterproblem nach Hinzufiigen der Spalte a zur Matrix A zuléssig.
Bleibt das duale Problem nach Hinzufiigen der Nebenbedingung unbeschrinkt, so existiert
ein anderer Extremalstrahl 7 der (3.11) erfiillt.

Es soll demnach fiir jedes k (k= 1,...,K) und alle x € X; iiberpriift werden, ob fiir die
s Akg
zugehorige Spalte

€L

erfiillt. Statt diese Ungleichung fiir jede Spalte des Masterproblems zu iiberpriifen, wird
fiir jedes k das Optimierungsproblem

k
min —7 ( A )x s.t. (3.14)
€k

x e X,

gelost. Hat eines dieser Probleme eine Losung z, sodass der Zielfunktionswert von (3.14)
k ~

echt kleiner null ist, wird die Spalte ( Aem ) zur Nebenbedingungsmatrix des einge-
k

schrankten Masterproblems hinzugefiigt und reoptimiert. Wird das eingeschrankte Ma-
sterproblem dadurch zuldssig, kann es mittels Spaltenerzeugung, wie in Abschnitt 3.2 be-
schrieben, gelost werden.

Bleibt das eingeschriankte Masterproblem weiterhin unzuléssig, werden die Probleme (3.14)
erneut gelost.
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4 Set-Partitioning-Masterprobleme

Viele Probleme der kombinatorischen Optimierung lassen sich als Set-Partitioning-Probleme
(Definition 2.9) formulieren. Auch Probleme der Tourenplanung sind héufig Set-Partitioning
Probleme. In vielen Anwendungen des Branch-and-Price-Verfahrens ist das Masterproblem
daher ein Set-Partitioning-Problem. An die zur Auswahl stehenden Teilmengen koénnen zu-
sitzliche Anforderungen gestellt werden. Beispielsweise kann gefordert werden, dass die
Kapazitit eines Fahrzeugs fiir Streugut in einer Tour nicht iiberschritten werden darf.
Werden explizit Nebenbedingungen zu einem Set-Partitioning-Problem hinzugefiigt, erhalt
man ein Set-Partitioning-Problem mit Nebenbedingungen.

Gegeben sei eine Grundmenge E = {1,...,m}. Fiir die Variablen z¥ gilt:

k {1 falls Teilmenge k Element ¢ € E enthélt

0 sonst

Der Vektor z* sei der Inzidenzvektor der Teilmenge k. Die mit Teilmenge k assoziierten
Kosten seien cg. Ein allgemeines Set-Partitioning-Problem mit Nebenbedingungen hat die
Form:

K
min Zc%k s.t
k=1
K
ek =1 (4.1)
k=1

fepP, k=1,... K
o € {0,1}™ k=1,....K
Geht man davon aus, dass die Mengen P} beschrénkt sind, dann sind die Mengen X} =

{z € X} : z binér} endlich, also P} = {xk’l, . ,xk’Tk}. Die Reformulierung des Problems
ergibt sich wie in Abschnitt 3.1

K T
minZchxk’tAf s.t.
k=1 t=1
K Tk
SN AN =1 (4.2)
k=1 t=1

Ty,
dar=1
t=1

Me {01} k=1,....Kt=1,...,T



4.1 Identische Bedingungen fiir die Teilmengen

Es kann nun vorkommen, dass die Beschrankungen fiir jede Teilmenge gleich sind. Will
man zum Beispiel Touren fiir identische Fahrzeuge finden, so sind auch die Anforderungen
an jede Tour gleich. Es ergibt sich dann folgendes Originalproblem

K
ming Fat st

k=1
K
Zxk: 1
k=1
fepP, k=1,... K (4.3)

z* € {0,1}™ k=1,....K

wobel

und

Wird Spaltenerzeugung zur Losung der LP-Relaxierung des Masterproblems genutzt, so
kénnen die k-Subprobleme (3.8) zu einem Subproblem

mincr — mx — [ s.t.

4.4
v P (4.4)

aggregiert werden. P* bezeichne die Menge der zulissigen Teilmengen: P* = {z € X; : 2 € {0,1}"'} =
{xl, o ,xT}. Die aggregierte Form des Problems (4.2) ist:

T
ming cdx )\ st
t=1

T
Z oA =1
t=1

T
M=K (4.5)
t=1

Nef{01}  t=1,....T

Die LP-Relaxierung kann fiir das Problem (4.5) mittels Spaltenerzeugung, wie in Abschnitt
3.2 beschrieben, gelost werden.
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4.2 Branching

Hat ein Problem identische Bedingungen fiir die Teilmengen und wird das Masterproblem
(4.2) verwendet, kann, wie in Abschnitt 3.4 vorgestellt, auf den Variablen des Originalpro-
blems (4.1) verzweigt werden. Fiir eine Losung A des Masterproblems (4.2) lassen sich die
zugehorigen Werte der Originalvariablen berechnen.

Ty,
~k _ kot \ K
x; = E AW
t=1

Ist der Wert einer solchen Variablen fraktional, kann auf ihr verzweigt werden. Dabei ist
in einem Abzweig gefordert, dass Element ¢ in Teilmenge k£ enthalten ist und im anderen
Abzweig, dass Element i nicht in Teilmenge k enthalten ist.

Bei identischen Restriktionen fiir Teilmengen ergeben sich aber exponentiell viele Losungen,
die sich nur dadurch unterscheiden, dass die Inzidenzvektoren der Teilmengen vertauscht
wurden. Wird also auf einer fraktionalen Originalvariable ¥ verzweigt und gibt es eine
andere Teilmenge &’ fiir die ¥ nicht fraktional ist, so wird sehr wahrscheinlich in einem
anderen Knoten des Branch-and-Bound-Baumes eine Losung auftauchen, fiir die die Teil-
mengen k und k' vertauscht wurden, d.h. in der neuen Lésung gilt z¥ = 7% und z* = z*.
Das Branch-and-Bound-Verfahren ist in diesem Fall sehr ineffektiv, da sehr oft verzweigt
werden muss, um eine fraktionale Losung auszuschlielen [2].

Wie im Abschnitt 4.1 beschrieben, kann man die Symmetrie des Problems durch die Ag-
gregation der Teilprobleme beriicksichtigen. Werden aggregierte Subprobleme verwendet,
kann nicht auf den Originalvariablen verzweigt werde. Eine fiir Set-Partitioning-Probleme
sehr weit verbreitete Branchingstrategie, die im Falle aggregierter Subprobleme anwendbar
ist, stellt das Branchingverfahren von Ryan und Foster [27] dar.

4.2.1 Branchingregel von Ryan und Foster

Die Branchingstrategie von Ryan und Foster [27] ist eine Strategie fiir Set-Partitioning-
Probleme, die auf folgendem Satz basiert.

Satz 4.1

Ser X die O — 1-Nebenbedingungsmatriz eines Set-Partitioning Masterproblems und X\ der
Variablenvektor. Wenn eine Léosung X\ = 1 fraktional ist, also mindestens eine Kompo-
nente von \ fraktional ist, dann gibt es zwei Zeilen v und s in X, so dass

0< Y A<l (4.6)
kxrr=1x5,=1

Beweis (vgl. Barnhart et al. [2])
Sei Ay eine fraktionale Variable. Die Zeile r sei eine beliebige Zeile mit z,, = 1. Weil A
zuléssig ist, gilt: Zszl T\ = 1. Da Ay fraktional ist, muss es eine andere Variable Ay~
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geben mit 0 < A\p» < 1 und x,,» = 1. Da keine identischen Spalten in der Basis einer
LP-Losung vorkommen, muss es eine Zeile s geben, sodass entweder x, = 1 oder xgr = 1
ist aber nicht beide. Die Nebenbedingungsmatrix X enthélt also eine Submatrix der Form:

k/ k://
111
1

Abbildung 4.1: Submatrix bei Ryan-Foster-Branchingkandidaten

Daher gilt:

Die letzte Ungleichung gilt, da A\ und Ap» nicht beide echt gréfer null sind. [

Daraus kann man dann die Branchingbedingungen

doou=1 (4.7a)
k:IE,,-kZI,IESkZI

> =0 (4.7b)

k:.TTk:l,.TSk:l

ableiten. Im ersten Abzweig fordert man, dass die Elemete r und s in der gleichen Teilmenge
enthalten sind, im zweiten Abzweig fordert man, dass die beiden Elemente in unterschied-
lichen Teilmengen enthalten sind. Wenn kein solches Paar von Zeilen gefunden werden
kann, impliziert Satz 4.1, dass die Losung des Masterproblems ganzzahlig ist. Da es nur
endlich viele Paare von Zeilen gibt, muss der Branch-and-Bound-Algorithmus nach endlich
vielen Branchingschritten terminieren. Jede Branchingentscheidung eliminiert bei dieser
Branchingregel unter Umsténden sehr viele Variablen des Masterproblems.

Da man im ersten Abzweig fordert, dass r und s von der selben Spalte iiberdeckt wer-

den (d.h. in der selben Teilmenge enthalten sein sollen), muss fiir alle zuldssigen Spalten
in diesem Abzweig gelten:

Tk = Tgpe = 1 oder Tk = Tgpe = 0 (4.8)
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Im zweiten Abzweig gilt fiir alle zuléssigen Spalten:
T = 1,25, =0 oder T = 0,2, =1 oder Tk = Tgje = 0 (4.9)

Statt diese Bedingungen explizit zum Masterproblem hinzuzufiigen, kénnen diejenigen
Spalten, die zu unzuléssigen Teilmengen gehoren, aus dem Masterproblem geldscht werden.
Die Erzeugung der ausgeschlossenen Teilmengen muss dann im Pricing-Problem verhindert
werden. Das hat den Vorteil, dass keine neuen Dualvariablen eingefithrt werden miissen,
die dann im Pricing-Problem beriicksichtigt werden miissten. In den meisten Anwendun-
gen ist es moglich, die Branchingentscheidungen im Pricing zu beriicksichtigen, indem die
Bedingungen (4.8) bzw. (4.9) als Nebenbedingungen des Subproblems eingefiihrt werden.
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5 Das Resource-Constraint-Shortest-Path-Problem

In vielen Anwendungen des Branch-and-Price-Verfahrens, speziell bei Tourenplanungspro-
blemen, ist das Masterproblem héufig ein Set-Partitioning-Problem mit Nebenbedingun-
gen, in dem die Variablen zu Touren gehoren. Beispiele sind Tourenplanungsprobleme, bei
denen mit einer Fahrzeugflotte eine Menge von Kunden mit Waren beliefert werden soll,
Probleme der Miillabfuhr, in denen die Miilltonnen eines Straflenabschnitts geleert wer-
den miissen und auch das StraBlenwinterdienstproblem, in dem jeder Straflenabschnitt von
einem Fahrzeug gerdumt werden soll. Diese Touren werden in einem oder mehreren Sub-
problemen generiert, wobei die Subprobleme meistens Varianten des Resource-Constraint-
Shortest-Path-Problems (RCSPP) sind. Im RCSPP will man von allen Wegen, die an einem
Startknoten beginnen, an einem Zielknoten enden und die Bedingungen fiir die Ressourcen
einhalten, den kiirzesten durch ein Netzwerk finden. Eine Ressource ist dabei eine Gro-
Be, wie z.B. die Léange oder die Zeit, die sich entlang eines Weges geméf einer gegebenen
Funktion, der Resource-Eztension-Funktion (REF), verandert. Eine REF ist fiir jede Kan-
te des Netzwerkes und jede Ressource definiert. Fiir gegebene Werte der Ressourcen am
Anfangsknoten einer Kante berechnet die REF die Werte der Ressourcen im Endknoten
dieser Kante. Die Bedingungen fiir die Ressourcen sind durch Intervalle gegeben, die die
Werte der Ressourcen in jedem Knoten eines Weges beschrianken. Solche Intervalle sind fiir
alle Knoten des Netzwerkes definiert.

Das RCSPP wird normalerweise durch Dynamische Programmierung, genauer durch einen
Labeling-Algorithmus gelost. Eine ausfiihrliche Beschreibung des RCSPP und seiner Vari-
anten und verschiedenen Losungsverfahren sowie Details zur Implementierung eines Labeling-
Algorithmus fiir das RCSPP findet man in Irnich und Desaulniers [13]. Dieses Kapitel soll
eine kurze Einfithrung in das RCSPP geben. Im Folgenden werden auch Teiltouren, also
Pfade, die nicht den selben Anfangs- und Endknoten haben, als Tour bezeichnet.

5.1 Resource-Constraints und die Resource-Extension-Funktion

Das RCSPP wird auf einem Graph G(V, A, ¢g) formuliert. Im RCSPP wird eine ,,zuléssige*
Tour durch den Graphen gesucht. Man kann dabei zwischen der Zuléssigkeit einer Tour
beziiglich der Ressourcen und beziiglich ihrer Struktur unterscheiden. Bedingungen fiir die
Struktur einer Tour kann man z.B. durch Branchingentscheidungen erhalten, die bestimm-
te Touren ausschlieBen. Wie solche Bedingungen im RCSPP beriicksichtigt werden kénnen,
wird im néchsten Abschnitt besprochen. Dieser Abschnitt beschéaftigt sich mit der Zulas-
sigkeit von Touren beziiglich der Ressourcen.

Nebenbedingungen fiir Ressourcen kénnen durch ihren ,Verbrauch® auf einer Kante a und
zuléissige Intervalle beschrieben werden, z.B. die Zeit t, und Zeitintervalle [t} #?]. Sei R

die Anzahl der Ressourcen. Der Vektor T'= (T", ..., T®)T heiBt Ressourcenvektor und die
Komponenten des Vektors heiflen Ressourcenvariablen.
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Fiir zwei Ressourcenvektoren u und v ist das Intervall [u, v] definiert als die Menge
{TGRR:ugTSU}.

An einem Knoten i beschreibt [u;, v;] das Intervall fiir die zuldssigen Ressourcenvektoren.
Der Verbrauch der Ressourcen entlang einer Kante a € A ist durch einen Vektor f, =
(fM)E| von Funktionen gegeben, den Resource-Extension-Funktionen (REF). Eine REF
fr: Rf — R beschreibt den Verbrauch der Ressource r entlang Kante a und hiingt von
einem Ressourcenvektor T; ab, der dem Verbrach der Ressourcen vom Startknoten bis zum
Knoten ¢ entspricht, wobei i der Anfangknoten der Kante a ist. In einfachen REF héngt
der Verbrauch einer Ressource r nur von der Komponente r des Ressourcenvektors T; ab
(es gibt keine Abhéngigkeiten zwischen den Ressourcen). In diesem Fall hat eine REF die
Form

fo(T) =T7 + 1, (5.1)
wobei ¢! eine Konstante ist.

Gegeben sei eine Tour p = (vy, a1, vs,. .., an_1,0,). In einer Tour konnen sowohl Knoten als
auch Kanten des Graphen mehrfach vorkommen, daher wird mit v; der Knoten an Position
1 und mit a; die Kante an Position ¢ der Tour notiert. Die Tour p ist zuléssig beziiglich der
Ressourcen, falls es Ressourcenvektoren T; € [u;, v;] fiir alle Positionen i = 1,...,n gibt,
sodass f,,(T;) = Tj4q fiir i = 1,...,n — 1 gilt. Die Menge aller beziiglich der Ressourcen
zuldssigen Pfade von einem Knoten u zu einem Knoten v des Graphen, sei F(u,v).

5.2 Beriicksichtigung von Bedingungen an die Struktur einer Tour

Bedingungen an die Pfadstruktur kénnen Anforderungen an die Zuldssigkeit einer Tour mo-
dellieren, die nicht durch die Ressourcen gegeben sind. Zusétzliche Anforderungen an die
Tour konnen in einem Branch-and-Price-Verfahren durch die Beriicksichtigung von Bran-
chingentscheidungen in den Subproblemen entstehen. Wird eine Tour aus dem Restricted-
Master-Problem geloscht, so darf sie im Pricing-Problem nicht wieder generiert werden. Fiir
das Stralenwinterdienstproblem ist auflerdem auch der Fall interessant, der im Subproblem
nur einfache Touren zulédit, also Touren, in denen jede Kante des Graphen hochstens ein-
mal vorkommen darf.

Im Folgenden wird erldutert, wie man Ryan-Foster-Branchingentscheidungen (siehe S.24)
im RCSPP beriicksichtigen kann.

Ist ein Graph gegeben, in dem Kanten Aufgaben repréasentieren, wie zum Beispiel die
Raumung eines StraBenabschnittes von Schnee oder die Leerung von Miilltonnen in einem
StraBenabschnitt, dann repréasentiert eine Tour durch den Graphen eine Abfolge von Auf-
gaben. Jede Aufgabe soll in genau einer Tour erledigt werden, das heifit jede Tour soll
einfach sein. Die Spalten im Masterproblem ensprechen Inzidenzvektoren von Aufgaben.
Da jede Aufgabe genau einmal erledigt werden soll, enthélt das Masterproblem fiir jede
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Aufgabe eine Set-Partitioning-Bedingung.Sollen alle Touren einfach sein, so ist die Menge
der zuléssigen Touren

G. = {p: p einfach}.

In der Branchingregel von Ryan und Foster wird fiir zwei Aufgaben a; und ay in einem
Abzweig gefordert, dass beide Aufgaben in der selben Tour erledigt werden, im anderen
Abzweig, dass sie in zwei verschiendenen Touren erledigt werden. Die Menge der, beziiglich
dieser Bedingungen, zuldssigen Touren G ist im ersten Fall

Gs={p:ag €pund ay € p}U{p:a; ¢ pund ay ¢ p}
im zweiten Fall
Ga = {p : entweder a; ¢ P oder ay ¢ p}.

Sowohl die Bedingung, dass alle Touren einfach sein sollen, als auch die Ryan-Foster-
Branchingentscheidungen kénnen mit Hilfe zuséatzlicher Ressourcen modelliert werden.
Um sicherzustellen, dass eine Tour einfach ist, wird fiir jede Kante a € A eine Ressource
r, und eine Ressourcenvariable 7" eingefiihrt. Die REF fiir diese Ressource entlang einer
Kante e € A mit g(e) = (4, ) lautet

T7*+1 fallse=a

T sonst

fre(1) = { (5.2)

wobei in keinem Knoten des Graphen nur Werte im Intervall [0,1] fiir jede dieser Res-
sourcenvariablen zuléssig ist. Damit ist sichergestellt, dass keine Kante mehr als einmal
vorkommen kann.

Fiir die Beriicksichtigung der Branchingentscheidung, dass zwei Aufgaben(Kanten) a; und
ay zusammen in einer Tour erledigt werden miissen, fithrt man eine neue Ressource it,, 4,
ein. Die REF fiir diese Ressource entlang einer Kante a mit Anfangsknoten i ist gegeben
durch

7}“‘”’”2 +1 fallsa=ag

fT(T.ital’”) = T;t“l’az —1 falssa=ay (5.3)

a 3
it
T, sonst,

die zuléssigen Intervalle in den Knoten i fiir diese Ressource sind gegeben durch

[0,0] fiiri=s,t (5.4)
[—1,1] furie V\ {s,t} (5.5)

wobel s der Start- und ¢ der Zielknoten der Tour ist.
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Sollen a; und ay nicht in der selben Tour enthalten sein, fithrt man eine Ressource fbit,, 4,
ein. Die REF fiir diese Ressource ist

7 +1 fallsa=a

T —1 falssa=ay

"(T7) = 5.6
fa(T3) 00 falls @ € {ay,as} und T # 0 (5.6)
T sonst.
Die zulassigen Intervalle in den Knoten i fiir diese Ressource sind gegeben durch
[0,0] firi=s (5.7)
[—1,1] fiiri eV \ {s}. (5.8)

Im folgenden bezeiche G die Menge der Touren, die beziiglich aller Bedingungen an die
Pfadstruktur zuléssig sind.

5.3 Dynamische Programmierung und Labeling-Alorithmus

Losungsverfahren der Dynamischen Programmierung fiir das RCSPP konstruieren syste-
matisch neue Touren, in dem ausgehend von der Teiltour p = (s), iterativ Touren, mithilfe
der REF, entlang der Kanten in alle zulédssigen Richtungen erweitert werden. An jedem
Knoten wird iiberpriift, ob der Ressourcenvektor in dem an diesem Knoten zuléssigen In-
tervall liegt. Damit nicht alle zuléssigen Touren generiert werden miissen, werden Touren,
die nicht zu einer optimalen Tour erweitert werden komnen, mithilfe einer Dominanzfunk-
tion verworfen.

Ein Label ist das Tripel aus aktuellem Knoten, aktuellem Ressourcenvektor und derjenigen
Kante iiber die das Label zum aktuellen Knoten erweitert wurde. Die Label werden zur
Kodierung von Teiltouren verwendet. Ein Label fiir einen Pfad p = (v, a1, v, ..., ap-1,v,)
ist direkt mit dem Label der vorangegangenen Teiltour ¢ = (v, aq,v2, ..., ap_2,0,_1) Ver-
kniipft. Ein Pfad p = (vi,a1,v9,...,a,_1,v,) ist eine zuldssige Erweiterung fiir einen
Pfad ¢ = (wy,e1,wa, ..., €m_1,Wy), falls (¢,p) = (wi,€1,...,€m_1,Wn,01,...,0,_1,Vy) €
F(wq,v,) NG. Die Menge aller zulissigen Erweiterungen eines Pfades ¢ sei

E(q) ={p: (¢,p) € F(wi,v(p)) NG},

wobei v(p) der Endknoten des Pfades p ist.

Gegeben seien zwei verschiedene Touren p und ¢, die den gleichen Endknoten haben, das
heifit v(p) = v(q), dann dominiert die Tour p die Tour ¢ genau dann, wenn

E(p) 2 &(q) (5.9)

gilt. Das heifit, Tour p dominiert Tour ¢, falls jede zuldssige Erweiterung der Tour ¢ auch
eine zuléssige Erweiterung der Tour p ist. Eine Tour, die von keiner anderen Tour dominiert
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wird, heif3t pareto-optimal.
Dominiert also Tour p Tour ¢ so kann Tour ¢ geléscht werden, denn sie kann nicht zu einer
pareto-optimalen Tour im Zielknoten erweitert werden.

Die Ressourcenvektoren der Touren p und ¢ im Endknoten der Touren v(p) = v(q) sei
gegeben durch T'(p) bzw. T'(q). Sind keine Anforderungen an die Struktur der Tour gestellt
und haben alle REF die Form (5.1), dann gilt (5.9), falls T'(p) < T'(q) ist. In diesem Fall
ist jede beziiglich der Ressourcen zuldssige Erweiterung fiir ¢ auch zuléssig fiir p.

Sind nur einfache Touren zuléssig, folgt aus der Bedingung 7'(p) < T'(g) nicht notwendi-
gerweise £(p) D £(q), denn Touren p € G kénnen nur tiber Kanten erweitert werden, die
noch nicht in p enthalten sind.

Sei A(P) die Menge der Kanten des Graphen G(V, A, g), die in der Tour P enthalten
sind. Damit eine Tour P eine Tour ) dominieren kann, muss A(p) C A(g) und T'(p) <
T(q) gelten. Die Menge A(p) kann durch die oben beschriebenen Ressourcen r, fiir jede
Kante a € A modelliert werden. Damit A(p) C A(q) gilt, muss fiir die neu eingefithrten
Ressourcenvariablen r, gelten:

T (p) <T™(q) fiir allea € A.

Sind nur Touren zuléssig in denen zwei Kanten a; und a, gemeinsam vorkommen, z.B. in ei-
nem Branch-and-Price-Algorithmus mit Ryan-Foster-Brachingregel, kénnen Touren P € G
nur so erweitert werden, dass sie im Endknoten der Tour entweder sowohl a; als auch as
enhalten oder keine von beiden Kanten. Fiir p und ¢ gelte T(p) < T'(q). Falls p und ¢ die
Kante a; enthalten aber nicht as, so sind fiir beide Touren nur Erweiterungen zuléssig, die
as enthalten nicht aber ap, es gilt also £(p) C &£(¢). Enthalten beide die Kante ay aber
nicht a;, gilt das selbe Argument. Enthalten beide a; und as, sind fiir beide Touren nur
Erweiterungen zuléssig, die weder a; noch as enthalten. Sind weder a; noch ay in p und ¢
enthalten, sind fiir beide Touren Erweiterungen zuléssig, die entweder beide Kanten oder
keine von beiden enthalten. Man kann fiir jede solche Bedingung eine Ressource it(ay, as)
(s. oben) einfiihren. Falls 7%(@1:2)(p) = T(1:92)(¢g), sind die Kanten a; und ay beide gleich
oft in den Touren enthalten.

Sind nur Touren zuléssig, in denen zwei Kanten a; und ay nicht gemeinsam vorkommen,
muss 1'(p) < T'(q) gelten und die Tour p darf entweder keine der beiden Kanten a; und
as enthalten oder Touren p und ¢ miissen die selbe Kante a; oder as; enthalten, damit

E(p) 2 &(q) gilt.

Seien also p und ¢ Touren mit T'(p) < T(q). Enthélt p keine der beiden Kanten, so sind fiir
p Erweiterungen zuléssig, die héchstens eine der beiden Kanten enthalten. Enthélt ¢ auch
keine der Kanten, sind fiir p und ¢ die selben Erweiterungen zulissig, d.h. £(p) 2 E(q).
Enthélt ¢ schon eine der Kanten, sind fiir ¢ nur Erweiterungen zuléssig, die keine der bei-
den Kanten a; oder ay enhalten, d.h £(p) D £(p). Enthalten p und ¢ die selbe Kante z.B.
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a1, so sind fiir beide Touren nur Erweiterungen zulédssig, die keine der Kanten enthalten,
also £(p) 2 £(q). Wird fiir eine solche Branchingentscheidung eine Ressource fbit(ay, az)
eigefiihrt (s. oben), so kann Tour p Tour ¢ nur dominieren, falls 77/%%@1:92)(p) = 0 oder
beit(al,ag) (p) — beit(al,az)(q)‘

Die Idee des Algorithmus besteht darin, in jeder Iteration ein Label L aus den zu bear-
beitenden Labeln auszusuchen. Der Knoten ¢ sei der aktuelle Knoten, an dem das Label
L gespeichert ist. Das Label L wird mit allen anderen Labeln, die am selben Knoten ge-
speichert sind, auf Dominanz iiberpriift. Wird L von einem anderen Label dominiert, wird
L geloscht. Falls L von keinem anderen Label dominiert wird, wird L entlang aller Kan-
ten a € §(i) erweitert, zu der Liste der bearbeiteten Label hinzugefiigt und anschlieBend
aus der Liste der noch zu bearbeitenden Label geloscht. Jedes der neu enstandenen Label
wird auf Zuldssigkeit {iberpriift. Ist das neue Label zuléssig, wird es zur Liste der zu be-
arbeitenden Label hinzugefiigt. Ist das neue Label unzuléssig, wird es verworfen. Gibt es
keine zu bearbeitenden Label mehr, stoppt der Algorithmus und konstruiert aus der Liste
der bearbeiteten Label alle pareto-optimalen Touren mit vorgegebenem Startknoten s und
Zielknoten t.

Enthéalt der Graph G(V, A, g) Kreise und soll ein Label-Setting-Algorithmus verwendet
werden, benétigt man zumindest eine Ressource mit strikt positivem Verbrach auf jeder
Kante des Graphen. D.h. es gilt fI(7;) > 17 fiir alle Kanten a € A und alle zuléssigen
Ressourcenvektoren 7;. Eine solche Ressource wére zum Beispiel die Kantenlédnge. In die-
sem Fall kann im Labeling-Algorithmus jeweils die Tour ¢ fiir die Erweiterung ausgesucht
werden,die den kleinsten Wert 77 (q) besitzt. Damit ist garantiert, dass 77 (¢, p) > 17" (q) fiir
jede Erweiterung (¢, p) von ¢ gilt. Ein schon einmal erweitertes Label kann somit nie von
einem anderen Label dominiert werden. Details zum Labeling-Algorithmus fiir das RCSPP
sind in Irnich und Desaulniers [13] nachzulesen.
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6 Das StraBBenwinterdienst Problem

Das Amt fiir Straflen- und Verkehrswesen (ASV) Dillenburg ist fiir den Bau, den Erhalt
und den Unterhalt der , klassifizierten® Straflen im Lahn-Dill-Kreis und dem Kreis Limburg-
Weilburg zustéindig. Zu den klassifizierten Straflen gehéren Autobahnen, Bundes-, Landes-,
und Kreisstralen. In Abb. 6.1 sind die Streckenlédngen der klassifizierten Straflen aufgelistet.

Straflentyp Lénge
Autobahnen 158 km
Bundesstrafien 260 km
Landesstrafien 728 km
KreisstraBen Lahn-Dill 264 km
Kreisstraflen Limburg-Weilburg | 245 km

Abbildung 6.1: Streckenldngen Straflennetz

Weitere Informationen zu dem hier behandelten Straflennetz und den verwendeten Daten
erhdlt man bei [12]. Dort kann man auch eine Netzknotenkarte des Strafiennetzes herun-
terladen.

Da fiir das Réumen und Streuen der Autobahnen eine eigene Strafienmeisterei (SM) zu-
sténdig ist, bleiben diese unbetrachtet. Auch die Kreisstrafien im Kreis Limburg-Weilburg
bleiben ausgeklammert, da sie vom Kreis selbst gerdumt und gestreut. Betrachtet werden
somit alle Bundes- und Landesstrafen in den Kreisen Lahn-Dill und Limburg-Weilburg
sowie die Kreisstralen im Kreis Lahn-Dill. Fiir deren Rdumung und Streuung sind die
Strafenmeistereien (SM) Dillenburg, Brechen, Solms und Weilburg zusténdig. Die Auto-
bahnen und die Strafien im Kreis Limburg-Weilburg diirfen durchfahren werden, miissen
aber nicht gerdumt werden. Momentan ist das Stralennetz in vier Distrikte aufgeteilt. Je-
de StraBlenmeisterei ist fiir den Straflenwinterdienst in einem der Distrikte zusténdig. Die
derzeitige Aufteilung der Distrikte wird in dieser Arbeit vernachléssigt, denn es ist sehr
wahrscheinlich, dass im Laufe der Zeit aus Kostengriinden Straflenmeistereien zusammen-
gelegt werden.

Die Touren fiir die Stralenwinterdienstfahrzeuge sollen von den Straflenmeistereien so ge-
plant werden, dass alle Stralen innerhalb von drei Stunden gerdumt werden koénnen.

Zur Vereinfachung des Problems wird davon ausgegangen, dass die Anzahl der zur Ver-
figung stehenden Fahrzeuge nicht beschréankt ist, und dass alle Fahrzeuge die gleichen
Eigenschaften haben. Die Anzahl der zur R&umung des Straflennetzes benotigten Fahrzeu-
ge ergibt sich in der Optimallosung aus der Anzahl der Touren. Weiter wird angenommen,
dass die Straflen nur gerdumt und nicht gestreut werden miissen, so dass die Streusalzka-
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pazitidten der Fahrzeuge vernachléssigt werden konnen.

Es wird eine Durchschnittsgeschwindigkeit von 30 km /h der Fahrzeuge wihrend eines Réu-
meinsatzes unterstellt. Da alle Straflen innerhalb von drei Stunden gerdumt sein sollen, kann
ein Fahrzeug wahrend eines Raumeinsatzes hochstens 90 km zuriicklegen. Auflerdem muss
jede Spur einzeln gerdumt werden und die Fahrzeuge diirfen die Spuren nur in Fahrtrich-
tung durchfahren.

Alle Richtungsspuren der Straflen im Zusténdigkeitsbereich der Straflenmeistereien sol-
len von genau einem Fahrzeug gerdumt werden. Natiirlich ist aber auch erlaubt, dass ein
Fahrzeug eine Strale nur durchfahrt. Es kann also zwischen den Aufgaben ,Rdumen* und
,Durchfahren“ unterschieden werden.

Die Tour jedes Fahrzeugs muss an einem Depot beginnen und am selben Depot enden.
Jede Tour eines Fahrzeuges kann dann als Abfolge von Aufgaben verstanden werden.

Das Problem die Spuren aller StraBlen innerhalb von drei Stunden mit genau einem Fahr-
zeug zu raumen, kann als ganzzahliges Programm auf Grundlage eines Graphen formuliert
werden.

6.1 Modellierung als Graph

Das Problem kann auf Grundlage eines gerichteten Graphen G(V, A, g) formuliert werden.
Jede Kante dieses Graphen steht fiir eine Aufgabe, die ein Fahrzeug auf einem Straflen-
abschnitt (zwischen zwei Kreuzungen) erledigt. Die Knoten des Graphen entsprechen den
Kreuzungen im Straflennetz. Zusétzlich werden fiir jede Straflenmeisterei zwei Knoten ein-
gefiihrt, ein Startknoten und ein Zielknoten. Der Startknoten d’ des Depots d’, i = 1,2, 3, 4
hat Eingangsgrad null. Der Zielknoten d! hat Ausgangsgrad null. AuBerdem wird zwischen
jedem Startdepotknoten d’ und jedem Zieldepotknoten di eine Kante eingefiigt um leere
Touren zu ermoglichen.
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Abbildung 6.2: Kreuzung

Zwischen den in Abb. 6.2 dargestellten Kreuzungen gibt es in jede Richtung eine Spur.
Sollen diese beiden Spuren gerdumt werden, gibt es im Graph G zwei Kanten a; und as
mit g(a;) = (1,2) und g(az) = (2,1), die die Aufgaben ,Raumen® der jeweiligen Spur
reprasentieren. Auflerdem gibt es in G zwei weitere Kanten d; und dy mit g(d;) = (1,2)
und g(dy) = (2,1), die das ,Durchfahren“ des jeweiligen Straflenabschnitts repriasentieren.

Abbildung 6.3: Modellierung als Graph

Jeder Straflenabschnitt hat eine Lange. Die Funktion [ : A — R, ordnet jeder Kante des
Graphen die Lange des zugehorigen StraBenabschnitts zu. Fiir a € A mit g(a) = (ij) gilt

l(a) = la = ZZ]
Die Kante zwischen den Start- und Zieldepotknoten hat die Lénge Null.

Die Menge A C A sei die Menge derjenigen Kanten, die die R&umung einer Spur repré-
sentieren. Mit Ap wird die Menge der Kanten, die das einfache Durchfahren eines Stra-
Benabschnitts repréasentieren, bezeichnet. F' sei die Menge aller Fahrzeuge. Es wird davon
ausgegangen, dass die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Fahrzeuge beliebig groff ist.

Das Ziel besteht darin, Touren durch den Graphen zu finden, sodass jede Kante a €
Apg in genau einer Tour vorkommt. Dabei soll keine Tour die Gesamtlange von 90 km

35



iiberschreiten.

D sei die Anzahl der Depots (Strafienmeistereien). Der Anfangsknoten einer Tour muss
einem der Startdepotknoten d’, i = 1,..., D entsprechen. Der Endknoten muss der zum
Startknoten d’ gehorende Zielknoten d; sein.

6.2 Formulierung als ganzzahliges Programm

Das Straflenwinterdienstproblem kann als ganzzahliges Programm formuliert werden. Es
wird fiir jede Kante a € Ag und jedes Fahrzeug f € F' eine Variable x,; € {0, 1} eingefiihrt,
mit

{1 falls a in der Tour fiir Fahrzeug f enthalten ist
Taf =

0 sonst.

Fiir jede Kante a € Ar und jedes Fahrzeug f € F wird eine Variable z, ¢ € Z, definiert,
die angibt, wie oft das Fahrzeug f den zu a gehérenden StraBenabschnitt durchféhrt.

Fiir jeden Knoten v in einer Tour (s. Def. 2.12) muss der Eingangsgrad gleich dem Aus-
gangsgrad sein.
Es muss fiir jedes Fahrzeug f € F und fiir jeden Knoten v € V/

Z Tof = Z Tof (61)

a€dt(v) a€d—(v)

gelten. Die Tour jedes Fahrzeugs soll an einem Depot beginnen und am selben Depot wieder
enden. Es muss daher fiir jedes Fahrzeug f € F

Z > my=1 (6.2)
1=1 aeét(dy)

und fiir i=1,...,D
Z l’af = Z .I‘af (63)
a€st(di) a€s—(di)

gelten. Diese Bedingungen sind aber noch nicht ausreichend, um den Zusammenhang jeder
Tour zu sicherzustellen. Das macht Abb. 6.4 deutlich. Obwohl die Kantenfolge (a1, as, ag, a4)
sowohl die Bedingung (6.1) fiir alle Knoten erfiillt als auch die Bedingung (6.2) erfiillt ist,
bilden die Kanten jedoch keine Tour.
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Abbildung 6.4

Es gibt verschiedene Moglichkeiten den Zusammenhang einer Tour zu gwihrleisten. Eine
Moglichkeit besteht darin, fiir jede Teilmenge S C V' \ {d.,d.:i=1,... D} der Knoten
(ohne die Depots) zu fordern, dass falls e € (S x S) N A in der Tour enthalten ist, so muss
auch mindestens eine Kante aus 67 (S) enthalten sein.

Tef — Z Lof <0 (64)

aeég

In dem Beispiel aus Abb. 6.4 bewirkt die Bedingung (6.4), dass die Tour auch die Kante
¢ enthalten muss. Aus Bedingung (6.1) folgt dann, dass auch die Kante b in der Tour ent-
halten sein muss. Es ergibt sich also eine zusammenhéngende Tour.

Durch die Formulierung (6.4) der sogenannten Subtour-Elimination-Constraints erhélt man
exponentiell viele Nebenbedingungen.

Die Summe der Léngen aller Kanten der Tour soll die maximale Lange [,,,q, = 90 km nicht
iiberschreiten, d.h.

Zlaxaf S lmax-

acA

Das Ziel besteht darin, die insgesamt von allen Fahrzeugen zuriickgelegte Strecke zu mini-
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mieren. Das Straflenwinterdienstproblems léf3t sich wie folgt als IP formulieren

fEF acA
Zxaf =1 a <€ AR (66)
fer
Zlaxaf < lmax f eF (67)
a€A
Z Tof = Z Tof feFveV (6.8)
a€dt(v) a€d—(v)
4
Y>> wy=1 feF (6.9
i=1 agd+(di)
PR Z Taf feFi=1,....D (6.10)
aest(di) acs—(di)
Tep— Y Tap <0 ScV\{d,d:i<D},ec(SxS)NAfeF (6.11)
a€dt(9)
zqr € {0,1} a€ Ap, f€F (6.12)
Taf € Ly a€ Agr, f €F (6.13)

Die Nebenbedingungen (6.7)-(6.13) des Problems sind nach Fahrzeugen trennbar. Die Ne-
benbedingungsmatrix hat daher die in Abb. 3.1 (s. S. 14) dargestellte Struktur. Die Neben-
bedingungen (6.6) verbinden die Nebenbedingungsblocke der einzelnen Fahrzeuge. Die Be-
dingungen (6.7)-(6.13) definieren fiir jedes Fahrzeug den zuléssigen Bereich eines Resource-
Constrained-Shortest-Path-Problems, wobei die Kanten a € Ar wegen der Bedingungen
(6.12) nur einmal in einer Tour enthalten sein diirfen.

6.3 Reformulierung

Folgende Notationen werden fiir die Reformulierung des Problems verwendet. Wenn p eine
Tour durch den Graphen bezeichnet, dann sei der Vektor x,, der Inzidenzvektor dieser Tour,
der fiir jede Kante a € Ag einen Eintrag

1 falls a € Agr und a in der Tour p enthalten ist

0 falls a € Ag und a nicht in Tour p enthalten ist
k falls a € Ag und a k-mal in Tour p enthalten ist
0 falls @ € Ag und a nicht in Tour p enthalten ist

enthalt.
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Sei Z/ die Menge aller fiir Fahrzeug f zulissigen Touren. Das heifit Z/ ist die Menge
aller Touren, die an einem Depot beginnen und am selben Depot enden und die Gesamt-
linge von [, nicht iiberschreiten. P/ sei die Menge der Inzidenzvektoren fiir diese Touren.

Fiir jedes Fahrzeug f sind
zr = {p{, - ,pfl}

und

P/ = {azgl,...,xgl

endliche Mengen.

Auf dieser Grundlage 1488t sich das Stralenwinterdienstproblem auch folgendermafen for-

mulieren
min Z Z Lzl st.

fEF acA
d al=1 a € Ag (6.14)
feF

xf:<x£)aeA€Pf JEeF

Da P/ endlich ist, gibt es nach Satz 2.2 fiir jeden Vektor x/ eine Darstellung

o = Z xg/\g

peZf
S A=
pezf
A oe {01} peZl . feF

Durch Substitution in (6.14) ergibt sich folgendes Masterproblem:

minzz Z laxga)\{: s.t.

feF acA pezf

SN al N =1 a€ Ap (6.15)

feF peczf

d N =1 ferF

peZf

AN oe{o,1} peZl feF

Das StraBenwinterdienstproblem besteht nun in der Auswahl einer Tour p/ € Z/ fiir jedes
Fahrzeug, sodass jede Kante a € Ag in genau einer der augewéhlten Touren enthalten ist
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und die Summe aller Tourldngen minimal ist.

Weil davon ausgegangen wird, dass alle Fahrzeuge identisch sind, entsprechen sich auch
die Mengen Z/ und damit auch P/ fiir alle Fahrzeuge. Diese Mengen werden daher im
Folgenden einfach nur Z bzw P genannt. Fiir die Liange einer Tour p wird die Notation
lp = Y e Tpala verwendet. AuBerdem sei A\, = 37 o NS

Die aggregierte Form des Problems lautet dann

min » I\, st. (6.16)
peEZ
pra)\p =1 a€ Ag (6.17)
pEZ
> A =IF| (6.18)
pEZ
Ay € {0,1} peP (6.19)

Auf Grund der Annahme, dass beliebig viele Fahrzeuge zur Verfiigung stehen und wegen der
Zulassigkeit ,leerer Touren“, d.h. Touren in denen ein Fahrzeug im Depot verbleibt, kann
die aggregierte Konvexitétsbedingung (6.18) vernachléssigt werden. Fiir das Masterproblem
ergibt sich folgende Endversion

minz cpAp St (6.20)
pPEZ
D pad, =1 a € Ag (6.21)
pEZ
Ay €{0,1} pe”Z (6.22)
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7 Branch-and-Price fiir den Straflenwinterdienst

In diesem Kapitel wird erlautert wie das Branch-and-Price-Verfahren fiir das in Kapitel 6
vorgestellte Strafenwinterdienstproblem angewendet werden kann. Das Branch-and-Price-
Verfahren wurde in Kapitel 3 vorgestellt. Die Subprobleme, die sich durch Dekomposi-
tion des Straflenwinterdienstproblems ergeben sind Ressource-Constrained-Shortest-Path-
Probleme. Diese konnen durch den in Kapitel 5 kurz vorgestellten Labeling-Algorithmus
gelost werden.

Es wird zuerst die Losung des Originalproblems durch eine Savingsheurstik beschrieben.
Fiir jede der Touren, die in der Heuristik gefunden werden, wird eine Spalte zum Ma-
sterproblem hinzugefiigt. So erhélt man das erste eingeschriankte Masterproblem und eine
zuléssige Losung des Problems.

Es werden die selben Notationen wie in Kapitel 6 verwendet. Mit Masterproblem wird das
Problem (6.20)-(6.22) bezeichnet.

7.1 Auffinden einer Startlésung: Savingsheuristik

Um die LP-Relaxierung des Masterproblems wie in Abschnitt 3.2 beschrieben zu l6sen,
braucht man eine Teilmenge der zuléssigen Touren Z. Am Anfang des Verfahrens sind je-
doch keine solchen Touren bekannt. Es gibt mehrere Moglichkeiten die benétigten Touren
zu generieren. Eine davon ist die Heuristische Losung des Originalproblems (6.5)-(6.13).

Die Losung der Heuristik fiir das Originalproblem stellt sicher, dass die LP-Relaxierung
des Masterproblems eine zuléssige Losung hat. Zugleich liefert diese Startlosung auch die
dualen Informationen, die im Pricing verwendet werden, um neue Spalten zu generieren.

Das Verfahren kann auch ohne Startlosung durchgefiithrt werden, wenn das Farkas-Pricing
(s. Abschnitt 3.5) verwendet wird.

Abschnitt 7.1 beschreibt ein Verfahren, dass eine ganzzahlige Startlosung fiir das Master-
problem (6.20)-(6.22) liefert.

7.1.1 Bilden der Distrikte

In der Praxis ist es iiblich, das Straflennetz in kleinere Distrikte aufzuteilen, fiir deren
Raumung jeweils eine Straflenmeisterei zustéindig ist. Verfahren zur Bildung von Distrik-
ten konnen bei Kandula und Wright [16], Muyldermans et al. [22] und Benavent et al. [3]
nachgelesen werden.

Die nachfolgend gebildeten Distrikte werden nur zum Auffinden einer Startlosung verwen-
det. Die Zusténdigkeitsbereiche der Straflenmeistereien ergeben sich in der Optimallgsung
aus den Touren, die jeweils mit einer der Stralenmeistereien verbunden sind.
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Um die Distrikte zu bilden, miissen nur die Kanten, die das Rdumen eines bestimmten
Straflenabschnittes reprisentieren, einem Distrikt (Depot) zugeteilt werden. Alle anderen
Kanten dienen nur als Verbindung. Die Aufgaben, die einem Depot zugeordnet werden,
miissen dann in den Touren, die an diesem Depot beginnen und enden, erledigt werden.

Eine einfache Aufteilung in Distrikte erhélt man, in dem man jede Kante in Agr dem De-
pot zuordnet dem sie am néhesten ist. Dazu miissen die kiirzesten Wege von jedem Depot
zu allen Kanten berechnet werden. Da spiter die kiirzesten Wege zwischen allen Knoten
benotigt werden, wird dazu der All-Pairs-Shortest-Paths-Algorithmus von Johnson [14]
verwendet. Dieser gibt eine Entfernungsmatrix H € RIVI*IVI zuriick, die die Liangen der
kiirzesten Wege zwischen den Knoten enthélt.

Die Distrike werden nun folgendermaflen gebildet:
Algorithmus 1: Bilden der Distrikte

Sei g der Graph, der das Straflennetzwerk repréisentiert;
Berechne Johnsons All-Pairs-Shortest-Paths;
Sei H die Matrix, die die Langen der kiirzesten Wege enthélt;
Sei Zy C Ag die Menge der Kanten(Aufgaben) im Distrikt fiir Depot d;
for d € D do
| Zy=10
end
for a € A do
Sei ¢ der Anfangsknoten von a;
d = argmin H [d,1] ;
Zd = Zd @) {CL};
end

7.1.2 Bilden der Touren

Es sollen nun fiir jedes Depot Touren gefunden werden, sodass alle Kanten eines Distrikts
Z4 in einer der Touren enthalten sind, die an dem zugehorigen Depot starten und en-
den. Dabei soll die insgesamt gefahrene Strecke moglichst gering sein. Dazu wird hier ein
Einsparkriterium verwendet, das dem von Clarke und Wright [5] fiir das Vehicle-Routing-
Problem &hnelt.

Zuerst wird fiir die R&umung jedes StraBlenabschnittes in einem Distrikt eine eigene Tour

gebildet. Fiir zwei Kanten a und b beginnt man mit den Touren aus Abb. 7.1. Hier be-
zeichnet p(i, j) einen kiirzesten Weg von Knoten ¢ nach Knoten j.
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p(Depot, i) p(j, Depot) p(Depot, i) p(j, Depot)

(a) Tour fiir Kante a (b) Tour fiir Kante b

Abbildung 7.1: Touren Begin

Die Kanten @ und b reprisentieren das Rdumen der Straenabschnitte (7, j) und (k,1). Die
Idee besteht darin, beide Aufgaben (a und b) in einer gemeinsamen Tour zu erledigen. Dazu
gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder wird (i, 7) vor (k,[) gerdumt oder umgekehrt.

\p(l, i)
Depot .

(a) a vor b (b) b vor a

Abbildung 7.2: Zusammenfiigen der Touren

H ist die Entfernungsmatrix, d.h. H [i] [j] ist die Entfernung zwischen Knoten i und j. Die
Streckeneinsparungen lassen sich leicht berechnen. Fiir den in Abb. 7.2(a) dargestellten
Fall ergeben sich die Einsparungen S, folgendermaflen:

H [Depot] [i] + I, + H [j] [Depot] s. Abb. 7.1(a)
+ H [Depot] [k] + I, + H [I] [Depot] s. Abb. 7.1(b)
— H [Depot] [i] + I, + H [i] [j] + I, + H [I] [Depot] s. Abb. 7.2(a)
= H [Depot] [k] + H [j] [Depot] — H [j] [k] (7.1)
=9,
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Fiir Abb. 7.2(b) ergeben sich die Einsparungen S,

H [Depot] [k] + I, + H [I] [Depot] s. Abb. 7.1(b)
+ H [Depot] [i] + I, + H [j] [Depot] s. Abb. 7.1(a)

— H [Depot] [k] + I, + H [I] [{] + l. + H [j] [Depot] s. Abb. 7.2(b)

= H [Depot] [i] + H [l] [Depot] — H [I] [i] (7.2)
=5

Ist S, oder S, positiv, lohnt es sich die beiden Touren aus Abb. 7.1 zusammenzulegen. Am
Anfang werden nun fiir alle Kantenpaare im Distrikt Z; (s. Algorithmus 1) die Einsparun-
gen berechnet, wenn die zugehorigen Straflenabschnitte statt in zwei einzelnen Touren in
einer gemeinsamen Tour gerdumt werden.

Sei a — b das Kantenpaar mit dem sich durch Zusammenlegung der Touren die gréfiten
Einsparunge erzielen lassen. Falls die Léange der zusammengefiigten Tour kleiner als [,,,q,
ist, werden die Touren fiir ¢ und b so zusammengefiigt, dass a direkt vor b gerdumt wird.
Die neu entstandene Tour wird zu der Liste aller Touren hinzugefiigt. Die beiden Einzel-
touren werden von dieser Liste geloscht.

Seien t; und ty Touren, in denen mehrere Kanten gerdumt werden. Sei i der Anfangs-
knoten der ersten Straflenabschnitts, der in #; gerdumt wird, und k der Anfangsknoten
der ersten Kante, die in t5 gerdumt wird. Die Knoten j bzw. [ seien die Endknoten der
Straflenabschnitte, die als letztes in ¢; bzw. 5 gerdumt werden.

Depot

Die Einsparungen fiir das Tourenpaar (1, ts) ergeben sich wie in (7.1) und fiir das Touren-
paar (tg,t;) wie in (7.2)
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Algorithmus 2: Savingsheuristik

Rufe Algorithmus 1 auf und erhalte Distrikte Z; fiir d € D;

Sei H die Entfernungsmarix der kiirzesten Wege zwischen allen Knoten;
for d € D do

Sei Ty die Liste aller Touren im Distrikt von Depot d;

for a € Z; do

Sei i der Anfangsknoten und j der Endknoten der Kante a;

// Bilde fiir Kante a eine eingene Tour ¢

t = (a);

l(t)=Hld,i| +1,+ H[j,d; // Lange der Tour t
beg(t) =1 ; // Anfangsknoten der ersten Kante in ¢
end(t) =j ; // Endknoten der letzten Kante in ¢
T=TUt;

end

Sei S die Matrix der Einsparungen, wobei S [¢1] [t2] die Einsparungen fiir Tourenpaar
(tl, tQ) sind;
while b = true do
for t; € T do
for t, € T' do
// Berechne Einsparungen s fiir Tourenpaar (ti,t;) nach (7.1)
s = H [d, beg(t2)] + H [end(t1),d] — H [end(t1), beg(t2)];
S [tl] [tg] = S
end

end
// Finde ein Tourenpaar, das die Ersparnis maximiert
(t1,t2) = argmax S [i] [j];
Smaz = Max S [t1] [ta];
// Falls es kein Tourenpaar mit positiven Einsparungen gibt, ist man
fertig
if s,,4. < 0 then
b=false;
break;
end
// Fiige Touren t; und t; zu einer neuen Tour ¢ zusammen
Sei p(end(t1), beg(tz)) der kiirzeste Weg um die beiden Touren zu verbinden;
q = (t1, p(end(t1), beg(t2)), t2);
(q) = H [d, beg(t)] + 1(t2) + H [end(t,), beg(t2)] + (t2) + H [end(t2), d];
beg(q) = beg(t1);
end(q) = end(t);

T=T\(tUp); // Léschen der beiden Touren ¢; und to
T'=TUgq; // Hinzufiigen der Tour q
end

end
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7.2 Pricing: Resource-Constraint-Shortest-Path

Die Aufgabe des Pricing-Problems besteht darin, neue zulédssige Touren mit negativen
reduzierten Kosten zu generieren oder nachzuweisen, dass die aktuelle Losung der LP-
Relaxierung des eingeschréankten Masterproblems optimal fiir die LP-Relaxierung des Ma-
sterproblems ist.

Die negativen reduzierten Kosten einer Tour p € Z mit zugehoérigem Inzidenzvektor x,, € P
sind gegeben durch

Zp = Z laTpa — Z TpaTq (7.3)

acA a€EAR

wobei 7, die Dualvariable zur Set-Partitioning-Nebenbedingung (6.21) fiir Kante a des
Masterproblems ist.

Im Pricing-Problem soll also eine Tour p berechnet werden, die an einem Depot beginnt, am
selben Depot endet, nicht lianger als [,,4, ist und fiir die 2, echt kleiner Null ist. Auflerdem
sollen die Kanten a € Ag in jeder Tour hiéchstens einmal vorkommen. Eine solche Tour
kann durch die Losung eines Elementary-Resource-Constrained-Shortest-Path-Problems
(ERCSPP) erzeugt werden. Die Gesamtlinge der Tour ist hier die einzige beschrinkte
Ressource. Die negativen reduzierten Kosten (7.3) sollen minimiert werden.

Neben der Lénge werden jeder Kante a € A daher ihre Kosten ¢, zugeordnet, wobei

la fiir a € /4_R
Cq =
l,—7m, firaec Ap

ist.

Damit jede Tour auch die strukturelle Anforderung, dass jede Kante a € Ag nur einmal
in einer Tour vorkommen darf, erfiillt, wird fiir jede dieser Kanten eine weitere Ressource
bendtigt, die angibt, ob die betreffende Kante schon in der Tour enthalten ist oder nicht.
Eine Tour ist nur dann zuléssig, wenn sie jede der Kanten a € Ag hochstens einmal enthélt.

7.2.1 Resource-Extension-Funktionen (REF)

Die REF fiir die Lénge und die reduzierten Kosten einer Tour beschreiben die Verénderung
dieser beiden ,,Ressourcen® entlang einer Kante a. Die Ressourcenvariablen fiir die Léange
und die Kosten seien 7" und T¢. T' bezeichnet die Linge der Tour vom Startknoten zum
Knoten v und T sind die Kosten der Tour bis zum Knoten v.

Sei g(a) = (i,j) das Paar von Anfangs- und Endknoten der Kante a. Gegeben seien die
Lénge T} und die Kosten T¢ der Tour bis zum Knoten i. Nachfolgend werden die REF fiir
die Lange und die Kosten gegeben.
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Funktion REFLinge(Ressourcenvariable T}, Kante a € A)

f = T'il + la;
return f;

Funktion REFKosten(Ressourcenvariable T, Kante a € A)

f=T+c
return f;

Die zuléssigen Intervalle in einem Knoten v € V fiir die Lénge einer Tour sind

[0,0] fiir den Startknoten v = dg der Tour
0, lnaz] fiir alle v € V' \ d;

um sicherzustellen, dass die Tour nicht langer als l,,4, sein kann.

Fiir die reduzierten Kosten gibt es keine Beschréankung. Es werden daher auch keine zulés-
sigen Intervalle bendtigt.

Fiir jede Kante a € Ar wird eine zusétzliche Ressource 7, eingefithrt. Fiir jede dieser
Ressourcen wird eine REF benoétigt, die sicherstellt, dass die zugehorige Kante hochstens
einmal in einer Tour vorkommen kann.

Sei T} die zu e € Ag gehorende Ressourcenvariable in einem Knoten i € V. Wird eine
Tour iiber eine Kante a € (i) erweitert, ist die REF gegeben durch

Funktion REFe(Ressourcenvariable 7/, Kante a)
if a =ethen f =T/ +1;

else f =T,

return f;

Die zuléssigen Intervalle fiir die Ressourcenvariable 77* in den Knoten v € V' sind

[0,0] fiir den Startknoten v = dy der Tour
0,1 firveV\d,

Falls also eine Kante a € Ag zweimal in einer Tour vorkdme, so wire der Wert der zugeho-
rigen Ressourcenvariable ebenfalls zwei und somit unzuléssig in allen Knoten des Graphen.

Damit nicht alle zuléssigen Touren durch den Graphen erzeugt werden, werden Touren, die

nicht zu einer pareto-optimalen Tour erweitert werden konnen, mit Hilfe einer Dominanz-
funktion verworfen.
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7.2.2 Dominanzfunktion

Gegeben seien zwei Teiltouren p und ¢, die den selben Endknoten v = v(p) = v(g) haben.
(T,,)P und (T;,)? seien die Ressourcenvektoren der Touren im Knoten v. Die Tour p dominiert
Tour g, falls es fiir jede zuléssige Erweiterung von ¢ eine zuldssige Erweiterung von p gibt,
sodass die Werte der Ressourcen in der Erweiterung von p immer kleiner oder gleich den
Werten der Ressourcen in der Erweiterung von ¢ sind. Sei Ag(p) die Menge der Kanten
a € Ag, die in p enthalten sind. Eine Erweiterung fiir ¢ kann nur dann immer zuléssig fiir
p sein, wenn Ag(p) C Agr(q) gilt. Damit p also ¢ dominieren kann, muss fiir jede Kante
a € Ag gelten, dass der Wert der zugehorigen Ressourcenvariable fiir p kleiner gleich dem
Wert fiir ¢ ist. Das heif3t

(T3P < (1) (7.4)
muss fiir alle a € Ap erfiillt sein.
Ist die Vorraussetzung 7.4 fiir alle a € Ag erfiillt, dominiert Tour p Tour ¢, falls
(T,)" < (T,)"
und

(T5)P < (T5)

gilt.

7.3 Branching

Wurde mittels Spaltenerzeugung eine fraktionale Losung fiir das Masterproblem (6.20)-
(6.22) gefunden, soll die zuldssige Menge des Problems so verzweigt werden, dass die frak-
tionale Losung ausgeschlossen wird, alle zulédssigen ganzzahligen Losungen jedoch erhalten
bleiben.

Die in Abschnitt 4.2.1 vorgestellte Branchingstrategie von Ryan und Foster kann fiir das
Set-Partitioning-Masterproblem (6.20)-(6.22) angewendet werden. Verzweigen auf den Va-
riablen des Originalproblems (6.5)-(6.5) ist nicht moglich, da wegen der Homogenitdt der
Fahrzeuge ein aggregiertes Sub- und Masterproblem verwendet werden.

7.3.1 Ryan-Foster-Branchingregel

Um die Ryan-Foster-Branchingregel fiir das Masterproblem anwenden zu kénnen, miissen
im Fall einer fraktionalen LP-Losung nach Satz 4.1 zwei Zeilen r und s gefunden werden,
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fiir die (4.6) gilt. Im Fall des Masterproblems (6.20)-(6.22) entsprechen die Zeilen r und s
zwei Aufgaben (Kanten) a; und ay des Graphen, wobei aq, ay € Ap.

Wie zwei passende Kanten gefunden werden kénnen, kann aus dem Beweis zu Satz 4.1
geschlossen werden. Dazu betrachtet man die Variablen (Touren), die in der Losung der
LP-Relaxierung einen fraktionalen Wert annehmen. In einer solchen Tour p betrachtet man
paarweise verschiedene Kanten a; und as. Gibt es eine andere Tour p’, deren Variable auch
einen fraktionalen Wert besitzt und die entweder a; oder ay aber nicht beide beinhaltet,
dann sind a; und ay zwei Kanten, fiir die die Branchingentscheidungen formuliert werden
konnen. Wie in Satz 4.1 gezeigt wurde, muss es zwei solche Kanten immer dann geben,
wenn die Losung der LP-Relaxierung fraktional ist. Sind die beiden Kanten gefunden,
werden zwei neue Knoten im Branch-and-Bound-Baum erzeugt, Wobei im ersten Knoten
nur Touren p zuldssig sind, die entweder sowohl a; als auch as enthalten oder weder a,
noch as. Das heifit in einem Knoten sind nur Touren zuléssig, fiir die

Tpa, = Tpay = 1 oder

Tpay = Tpay =0

gilt. Im zweiten Knoten sind nur Touren zuléssig, in denen entweder a; oder ay oder keine
der beiden Kanten enthalten sind. Es muss

Tpa, = 0,Zpe, = 1 oder
Tpa, = 1, Zpe, =0 oder

Tpay, = Tpay =0
gelten.

Es gibt im Allgemeinen mehrere Kantenpaare, fiir die die Branchingentscheidungen for-
muliert werden kénnen. Damit der Branch-and-Bound-Baum méglichst ausgeglichen ist,
konnen die Kanten a; und as so gewahlt werden, dass sie moglichst viele Spalten, deren
Variablen einen fraktionalen Wert in der aktuellen Losung der LP-Relaxierung haben, tren-
nen. Sei n(ay,as) die Anzahl der Touren, die sowohl a; als auch ay enthalten. n(a;) bzw.
n(ay) seien die Anzahl der Touren, die a; bzw as enthalten. Fiir jedes Kantenpaar (ay, as),
das sich zur Verzweigung des Problems eignen wiirde, werden n(ay,as2), n(a;) und n(az)
berechnet. Es soll das Kantenpaar fiir die Verzweigung ausgewéhlt werden, fiir das

w(ar, az) = [nfar, az2) — (n(a1) — n(ar, az)) — (n(ar) — n(ar, as))|

minimal ist.
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Algorithmus 3: Finden der Branching Kandidaten

Sei frak der Vektor, der alle fraktionalen Variablen der LP-Losung enthélt;
Sei ngqx die Anzahl der fraktionalen Variablen;
for v = 0 bis Ngayx do
Sei p die zu frak [v] gehorende Tour;
rp sei der Vektor der alle Kanten a € A aus p enthalt;
n, sei die Lange des Vektord rp;
for i =0 bis n, do
ar = ry(i);
n(ar) =n(ay) + 1;
for j =0 bis n, do
as = 1p(j);
if a1 < ao then
| n(a1,a2) = nlar, a) + 1;

end
else
| n(az,a1) = nlag, ar) + 1;
end
end
end
end
for alle Kantenpaare (ay,as) mit a1, as € Ag und a; < as do
Mg, = n(a1) —n(ai,az) ; // Anzahl Touren, die a; enthalten, nicht aber ay
Mo, = n(az) —n(ai,az) ; // Anzahl Touren, die ay enthalten, nicht aber a,
w(ar, az) = [n(ar, az) — Mgy — Mg, |;
end

Wihle das Kantenpaar (a1, as) mit dem kleinsten Wert w(ay, as) fiir das
Ryan-Foster-Branching aus;

Eine andere Moglichkeit unter den Kandidaten-Paaren (aj,as) ein Paar auszuwéhlen, ist
den Wert

flanas)= > A

DPiTpa; :l,xpa2 =1

zu vergleichen. Je grofler der Wert dieser Summe ist, desto ,besser” ist das Kantenpaar.
Denn ist der Wert nahe bei eins, dann ist es sehr wahrscheinlich, dass die zu den Kanten
gehorenden Aufgaben in der selben Tour erledigt werden. Gibt es Paare mit f(aq,as) =1,
wird festgelegt, dass diese beiden Aufgaben in einer Tour erledigt werden. Diese Festlegung
schliet allerdings die aktuelle fraktionale Losung nicht aus. Daher wird dann auf dem
Kantenpaar mit dem grofiten fraktionalen Wert f(aq, as) verzweigt.
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7.4 Beriicksichtigung der Branchingentscheidungen im Pricing

Es muss nun sichergestellt werden, dass in jedem Knoten des Branch-and-Bound-Baumes
die in diesem Knoten giiltigen Branchingentscheidungen auch bei der Erzeugung neuer
Spalten eingehalten werden. Im ERCSPP sind also nur noch Touren zuléssig, die die Ryan-
Foster-Branchingentscheidungen einhalten.

Wie in Abschnitt 5.2 erlautert, konnen Ryan-Foster-Branchingentscheidungen im RCSPP
durch das Hinzufiigen neuer Ressourcen und deren Resource-Extension-Funktionen bertick-
sichtigt werden. Auch die Dominanzfunktion verdndert sich, weil strukturelle Anforderun-
gen an die Touren gestellt werden.

Sollen zwei Kanten a; und a, aus Ag in der selben Tour vorkommen, wird eine neue
Ressource it(ay, as) eingefiihrt. Eine Tour ist unzuléssig, wenn sie eine der beiden Kanten
enthélt, die andere aber nicht. Die REF und die zuléssigen Intervalle fiir diese Ressource
miissen diese Anforderung wiederspiegeln.

Gegeben der Wert der Ressourcenvariable TZ““““Z) lautet die REF fiir eine Kante a € §%(7)

Funktion REFgleicheTour(Ressourcenvariable 7> Kante a)
1f a = a then f — Eit(a1,a2) + 1;
else if a = a, then f _ ,I;it(m,az) — 1

else f = 772,
return f

Die zuléssigen Intervalle miissen nun so gewéhlt sein, dass keine unzuléssige Tour entstehen
kann. Das heifit, dass im Anfangs- und im Endknoten der Tour die Ressourcenvariable
T*@192) den Wert Null annhemen muss.

Soll die Tour am Startdepotknoten d! beginnen und am zugehorigen Zieldepotknoten d}
enden, ist das zuléssige Intervall fiir it(a;, az) im Knoten i gegeben durch

[0,0] fiir i = d., dy
[-1,1] firieV\{d,d;}

Sollen zwei Kanten a; und ay aus Ag nicht in der selben Tour vorkommen, wird eine Res-
source fbit(ai,as) eingefiihrt. Ist eine der beiden Kanten a; und ay schon in einer Tour
enthalten, ist die Erweiterung dieser Tour iiber die Kanten a; und as unzulissig. Wieder
miissen die REF und die zulédssigen Intervalle passend zu diesen Anforderungen gewihlt
werden.

Gegeben der Wert Tif bit(a1,92) Jor Ressource fbit(ai, as) in einem Knoten i lautet die REF
fiir Kanten a € 67 (i)
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Funktion REFverschiedeneTouren(Ressourcenvariable T/ ") Kante a)
if a = ay und T/""“*) = 0 then f = T/"""*) 1 1.

else if a = ay und T/""“***) = 0 then f = T/""“ ) 1,

else if a € {a1,as} und T/""***) £ () then f = oo;

else f = T/""a2),
return f

Ist eine Tour vom Startdepotknoten d! zum Zieldepotknoten d} gesucht, ist fiir einen
(a1,a2)

Knoten i das zuldssige Intervall fiir den Wert der Ressource Tif bt gegeben durch

[0,0] fiir i = d?
[—1,1] firieV\{dl}.

Der folgende Algorithmus bekommt den Ressourcenvektor T; einer Teiltour, mit Endknoten
i € V und eine Kante a € 67 (i) tibergeben. Er berechnet die Ressourcenwerte im Zielknoten
j der Kante a und gibt ,true® zuriick, falls die Ressourcenwerte in j in den zul&ssigen
Intervallen liegen.
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Algorithmus 4: Resource-Extension-Funktionen

Input : Ressourcenvektor 7T;
Kante a € % (i) mit g(a) = (4, 5)
Ressourcenvektor T;
Menge same der Kantenpaare, die nur zusammen in einer Tour vorkommen diirfen
Menge differ der Kantenpaare, die nicht in der selben Tour vorkommen diirfen
Zielknoten der Tour d;
// REF fiir die L&nge und die Kosten
T! = REFLinge(T}, a);
if T]l > lmae then return false;
T¢ = REFKosten(TY, a);
// REF fiir die Ressourcen der Kanten e € Ap
for e € Ar do
T;* = REFe(T}*, a);
if 77 > 1 then return false
end
// REF fiir die Branchingentscheidungen: Kanten in gleicher Tour
for i =0 bis |[same| do
a; und as sind die Kanten der Branchingentscheidung same(i);
Tif*%) — REFgleicheTour(T;" ") a);

j
if j =d, und Tjit(al’”) # (0 then return false;
end
// REF fiir die Branchingentscheidungen: Kanten nicht in gleicher Tour
for : = 0 bis |differ| do
a; und ay sind die Kanten der Branchingentscheidung differ(7);

ij bit(ar.az) _ REFverschiedeneTouren(ﬂf bit(a1,02), a);

if ijbit(al’az) ¢ [—1,1] then return false;
end
return true;

Die Anforderungen an die Struktur einer Tour, die durch die Branchingentscheidungen
entstehen, dndern auch die Dominanzfunktion.

Gegeben seien zwei Touren p und ¢ mit dem selben Endknoten v. Die Tour p kann die Tour
g nur dominieren, falls jede zuldssige Erweiterung der Tour ¢ auch eine zuléssige Erweite-
rung der Tour p ist. Miissen keine Branchingentscheidungen beriicksichtigt werden, ist die
Dominanzfunktion wie in Abschnitt 7.2.2 gegeben. Im Folgenden wird erlautert, wie sich
die Dominanzfunktion verdndert, wenn Ryan-Foster-Branchingentscheidungen beriicksich-
tigt werden miissen.

Gegeben seien zwei Teiltouren p und ¢ mit dem selben Endknoten v = v(p) = v(q). Sei (T,)?
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der Ressourcenvektor der Tour p und (75,)? der Ressourcenvektor der Tour ¢ im Knoten v.
Tour p kann Tour ¢ nur dominieren, falls fiir alle Ressourcen it(ay, as)

(Tit(al,ag))p _ (Tit(ahag) )q

gilt und die Bedingungen (7.4) fiir alle a € A, erfiillt sind. Ist (T3 “*)yr = (Ti-%2)ya —
enthélt jede der Touren entweder keine der beiden Kanten a; oder as oder beide. Enthélt
Tour p beide Kanten und Tour ¢ keine von beiden, ist Bedingung (7.4) nicht erfiillt. Falls p
keine der beiden Kanten a; und as enthélt und ¢ beide enthélt, sind fiir ¢ nur Erweiterun-
gen zuléssig in denen keine der beiden Kanten vorkommt. Diese Erweiterungen sind immer
auch fiir p zuléssig. Falls beide Touren keine der Kanten a; und ay enthalten, sind fiir ¢
Erweiterungen zuléssig, die entweder keine der Kanten oder beide beinhalten. Die selben
Erweiterungen sind auch fiir p zuléssig.

Gilt (Ti )y = (7200 — 1 enthalten beide Touren die Kante ay. Fiir ¢ sind also
nur Erweiterungen zuléssig, die as enthalten. Diese Erweiterungen sind auch zulédssig fiir

p- .
Ist (T3“0*)yp = (T3H*%2))a = _1  enthalten beide Touren as. Es sind fiir beide Touren
also nur Erweiterungen zuléssig, die a; enthalten.

Auflerdem muss fiir alle Ressourcen fbit(ay, as)

(beit(al,az))p _ (beit(ahaz) )q

oder

(beit(a1,a2)>p _ O

v

gelten.

Gilt (vabit(al’”))p = (T{""“**2))a_dann enthalten beide Touren weder a; noch as oder beide
enthalten die selbe Kante. Falls beide Touren keine der Kanten enthalten, sind fiir beide
Touren Erweiterungen zuléssig, die hochstens eine der Kanten a; oder ay einschlieffen. Ent-
halten beide Touren a; so sind fiir beide Touren nur Erweiterungen zuléssig, die as nicht
umfassen. Enthalten beide ay sind sowohl fiir p als auch ¢ nur Erweiterungen zuléssig, die
aq nicht enthalten.

Gilt (T bit(al’”))p =0 und (77 bitlar02)ya £ (| 50 sind fiir ¢ nur Erweiterungen zulissig, die
keine der beiden Kanten a; oder as enthalten. Diese Touren sind auch zuléssig fiir p.

Gegeben seien also zwei Teiltouren ¢; und ¢, die den selben Endknoten v = v(q;) = v(¢2)
haben. T} und 77 seien die zugehorigen Ressourcenvektoren im Knoten v. Die Dominanz-
funktion bekommt die beiden Ressourcenvektoren iibergeben und gibt genau dann ,true“
zuriick, wenn ¢; ¢y dominiert.
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Funktion Dominanzfunktion(7}, 7?)
for a € A do
if (T*)! > (T)? then
‘ return false;
end

end
for alle Paare (a1, as), die in der selben Tour enthalten sein sollen do
if (qut(al’[m))l 7& (Tét(a1,a2))2 then
‘ return false;
end
end
or alle Paare (ay,as9), die nicht in der selben Tour enthalten sein sollen do
if (ijit(ahaz))l + (vabit(aha2))2 und (Tgbit(ahaz))l £ 0 then
‘ return false;
end

=t

end

if (T < (TY)? und (T¢)! < (T¢)? then
‘ return true;

end

7.5 Implementierung des Pricings

Im Pricing werden fiir jede Straflenmeisterei Touren mit negativen reduzierten Kosten
gesucht. Dazu wird fiir jede StraBlenmeisterei ein ERCSPP gelost, mit dem zu dieser Stra-
Benmeisterei gehtrendem Start- und Zieldepotknoten. Das ERCSPP erzeugt alle pareto-
optimalen (undominierten) Touren, die an dieser Straenmeisterei beginnen und enden.
Fiir alle pareto-optimalen Touren mit negativen reduzierten Kosten, die im ERCSPP iden-
tifiziert wurden, wird eine Spalte zum Masterproblem hinzugefiigt.

Fiir die Losung der ERCSPP wurde die, fiir die Boost-Graphen-Bibliothek implementier-
te, r_c_shortest_paths-Funktion verwendet. Die Funktion ist die Implementierung eines
Label-Setting-Algorithmus, wie er in Abschnitt 5.3 kurz beschrieben wurde. Der Labeling-
Algorithmus musste daher nicht implementiert werden. Der Boost-Funktion miissen die
betrachteten Ressourcen, die Resource-Extension-Funktionen, die Dominanzfunktion sowie
der Start- und Zielknoten der Tour iibergeben werden. Fiir Details zur Boost-Graphen-
Bibliothek siehe http://www.boost.org/doc/libs/1_42_0/1ibs/graph/doc/table_of_
contents.html,
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Algorithmus 5: Pricing

Sei Touren die Liste aller Touren;
Sei D die Anzahl der Straflenmeistereien;
for : =0 bis D do
ds und d; sind die zur Straflenmeisterei gehérenden Depotknoten;
Fiihre die r_c_shortest_paths-Funktion von Boost aus;
optsol sei der von der Funktion zuriickgegebene Vektor der pareto-optimalen
Losungen, wobei jedes Element von optsol ein Vektor von Kanten ist.;
Noptsol S€1 die Anzahl der pareto-optimalen Touren;
for j = 0 bis ngpisol do
Sei p = optsol(i);
T = T(p) ist der Ressourcenvektor der Tour p im Endknoten d; der Tour;
if T° < 0 then
Touren = Touren Up;
Sei m die Anzahl der Kanten in Tour p;
Sei z, ein Vektor der Lange |Agl;
x, = 0;
for k =0 bis m do
a = p(k) sei die k — te Kante in p;
if a € Ap then

‘ Tpa = 17
end
end
Fiige den Vektor z,, als neue Spalte mit Kosten 7" zum Masterproblem hinzu;
end
end

end

7.6 Relaxiertes Pricing-Problem

Das RCSPP ist N'P-schwer [8]. Miissen die Touren nicht einfach sein, l4sst sich das RCSPP
in pseudo-polynomialer Zeit 16sen [13]. Es ist daher moglicherweise attraktiver das RCSPP
statt des ERCSPP im Pricing zu losen.

Wird im Fall des Straflenwinterdienstproblems das RCSPP statt dem ERCSPP im Pricing
gelost, konnen unzulédssige Touren erzeugt werden, die Kanten a € Ar mehr als einmal
enthalten. Enthélt eine Tour p eine Kante a k-mal, hat der Inzidenzvektor z, den Eintrag
Tpo = k. Die Set-Partitioning-Bedingungen (6.21) des Masterproblems garantieren, dass
keine der Touren, deren Inzidenzvektor fiir eine Kante a € Ag einen Eintrag z,, > 1 ent-
hélt, in einer ganzzahligen Losung des Masterproblems (6.20)-(6.22) vorkommen kann.

Die Branchingregel von Ryan und Foster kann bei Verwendung des RCSPP statt des ER-
CSPP im Pricing-Problem nicht ohne weiteres angewendet werde. Denn falls eine der Varia-
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blen, die zu einer unzulédssigen Tour gehoren, einen positiven Wert in der LP-Relaxierung
des Masterproblems hat, ist es moglich, dass kein geeignetes Katenpaar fiir das Ryan-
Foster-Branching gefunden werden kann. Hat eine Tour p z.B. nur fiir eine Kante a € Ap
einen positiven Eintrag z,, = 2, und die zugehérige Variable sei A\, = 0,5, gibt es keine
andere Spalte in der Losung der LP-Relaxierung, die ebenfalls die Kante a iiberdeckt. Die
Ryan-Foster-Branchingregel kann also nur angewendet werden, falls im Pricing tatséchlich
das Elementary-Resource-Constrained-Shortest-Path-Problem geltst wird.

Eine Moglichkeit zur Handhabung dieses Problems besteht darin, im Falle einer fraktio-
nalen Losung der LP-Relaxierung des eingeschrinkten Masterproblems zu priifen, ob in
dieser Losung die Variable einer unzuléssigen Tour einen positiven Wert hat. Ist dies der
Fall, kann diese Variable aus dem Masterproblem geloscht werden. Damit diese Tour nach
der néchsten Pricing-Runde nicht wieder zum Masterproblem hinzugefiigt wird, muss fiir
jede Tour, die dem Masterproblem hinzugefiigt wird, iiberpriift werden, ob diese Tour auch
wirklich ,neu® ist.

Funktion neueTour(Tour p)

Sei Touren die Liste aller Touren und ny die Anzahl aller Touren;
for ¢ =0 bis ny do
if p = Touren(i) then
‘ return false;
end
end
return true;

Hat keine zu einer unzuléssigen Tour gehorende Variable einen positiven Wert in der Losung
der LP-Relaxierung des eingeschrankten Masterproblems, kann das Ryan-Foster-Branching
aus Abschnitt 7.3 durchgefithrt werden. Andernfalls muss der Branchingalgorithmus 3 er-
weitert werden. Es muss fiir alle Variablen, die einen positiven Wert in der Losung der
LP-Relaxierung des Masterproblems haben, {iberpriift werden, ob sie zu einer unzuléssigen
Tour gehoren. Ist das der Fall werden diese Variablen aus dem Masterproblem gel6scht.
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Algorithmus 6: Branching

Sei frak der Vektor, der alle fraktionalen Variablen der LP-Losung enthélt;
Sei ngqx die Anzahl der fraktionalen Variablen;
r=0;
for i = 0 bis ngax do
p sei die zu frak [i] gehdrende Tour;
xp ist der zu p gehorende Inzidenzvektor;
for a € A do
if 2,, > 1 then
Losche Variable frak [i] aus dem Masterproblem;
r=1
end
end

end

// falls keine unzuldssige Tour eine Variable mit Wert groSer null in der
Losung hatte

if » =0 then

‘ Rufe Algorithmus 3 auf;

end
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8 Ein Beispiel

Der Testgraph besteht aus 12 Knoten und 50 Kanten, von denen 26 Kanten das Rdumen
von Spuren und 24 das Durchfahren der Straflenabschnitte repréasentieren. Der Testgraph
enthélt zwei Depots, die durch jeweils zwei Knoten représentiert werden, einem Startde-
potknoten und einem Zieldepotknoten. Der Testgraph ist in Abb. 8.1 dargestellt.

di_s d1_t
3 1
2
1
3 2
1 1 ) 9
2 3
2 4 1 6 8
2 3 3
3
3 3
3
d2_t d2_s

Abbildung 8.1: Testgraph

Die roten Kanten représentieren die Raumung einer Spur. Die schwarzen Kanten reprisen-
tieren das Durchfahren eines Straflenabschnitts. Alle Kanten zwischen zwei Knoten haben
die selbe Lénge. Gesucht werden Touren fiir den Testgraphen, sodass jede rote Kante in
genau einer Tour enthalten ist und die Summe der Kantengewichte kleiner als 15 ist.

8.1 Ergebnis der Savingsheuristik

Fiir das Testproblem findet die Savingsheuristik neun Touren, die die roten Kanten in Abb.
8.1 genau einmal iiberdecken. Die Gesamtlinge aller Touren betragt 76.

In Abb. 8.2 sind die neun Fahrzeugtouren, die mit Hilfe der Savingsheuristik gefunden

wurden, abgebildet. Die gestrichelten Linien stehen fiir das einfache Durchfahren eines
StraBenabschnitts. Die durchgezogenen Linien stehen fiir das Rd&umen einer Spur.
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Durchfahren

Abbildung 8.2: Ergebnis Savigsheuristik

Das Ergebnis kann durch einfache offensichtliche Schritte, wie z.B. das Austauschen von
Kanten zwischen den Touren, verbessert werden. Da das Ergebnis der Heuristik jedoch nur
als Startlosung verwendet wird, wird das Branch-and-Price-Verfahren mit dieser Losung
gestartet.

8.2 Ergebnis Branch-and-Price

Mit Hilfe des Branch-and-Price-Verfahrens wird dann eine Optimallosung fiir das Problem
iiber dem Beispielgraphen gefunden. Das Problem wurde mit SCIP gelost, wobei als LP-
Loser CPLEX verwendet wurde. Infomationen zu SCIP findet man unter
http://scip.zib.de/ .

Der optimale Zielfunktionswert fiir das Testproblem betragt 66. Die Optimallosung ist
demnach 13,16% besser als die Losung der Savingsheuristik. Es werden auBlerdem in der
Losung der Savingsheuristik zwei Fahrzeuge mehr benétigt als in der Optimallosung.

Im Vergleich zum Ergebnis der Savingsheuristik, wurden die Leerfahrten, das heifit das
einfache Durchfahren von Straflenabschnitten, deutlich reduziert. Im Ergebnis der Savings-
heuristik waren noch 14 solcher Kanten enthalten. Die Touren der Optimallosung weisen
nur drei solcher Kanten auf.

Leerfahrten werden in der Optimallosung durch die Differenz von Eingangsgrad und Aus-
gangangsgrad in Knoten bedingt. Der Testgraph enthélt z.B. zwei Kanten von 1 nach 2
die das Rdumen von Spuren reprisentieren aber nur eine solche Kante von 2 nach 1. Fiir
diejenigen Knoten, die in einer Tour enthalten sind muss jedoch immer Eingangsgrad gleich
Ausgangsgrad gelten (s. (6.8)). Die Losung des Problems miissen also mindestens so viele
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Kanten, die das Durchfahren eines Straflenabschnittes reprasentieren, enthalten, dass fiir
jeden Knoten des Graphen Eingangsgrad gleich Ausgangsgrad gilt.

Durchfahren

Abbildung 8.3: Ergebnis Branch-and-Price

Wird im Pricing-Problem das Elementary-Resource-Constrained-Shortest-Paths-Problem
gelost, braucht das Programm 1,93 Sekunden, um ein optimale Lésung zu finden. Davon
werden 1,51 Sekunden fiir die Losung der Pricing-Probleme und 0, 16 Sekunden fiir die Lo-
sung der eingeschrankten Masterprobleme benétigt. Die meiste Zeit wird demnach fiir das
Pricing verwendet. Insgesamt werden im Pricing 1350 Spalten erzeugt. Die Optimallésung
wurde im 23ten Branch-and-Bound-Knoten in Tiefe vier nach 0,47 Sekunden gefunden.
Fiir die Losung des Problems wurden insgesamt 111 Knoten im Branch-and-Bound-Baum
gelost.

Abb. 8.4 zeigt die Entwicklung der oberen und unteren Schranken fiir den Zielfunktionswert
der LP-Relaxierung des Masterproblems im Wurzelknoten des Branch-and-Bound-Baums.
Als obere Schranke fiir Zpe 4 Ap wird die in der Losung der Savingsheuristik benotigte
Anzahl der Fahrzeuge, also 11, gesetzt.
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Abbildung 8.4: Entwicklung der oberen und unteren Schranken im Wurzelknoten

Lost man statt dem ERCSPP nur das Ressource-Constrained-Shortest-Path-Problem und
verwendet das abgeénderte Branching aus Algorithmus 6 erhédlt man bereits nach 0,09
Sekunden eine optimale Losung des Problems. Es miissen insgesamt nur acht Branch-and-
Bound-Knoten gelost werden, um die Optimallésung zu finden und Optimalitdt nachzu-
weisen.

Die Entwicklung der oberen und unteren Schranken fiir die LP-Relaxierung ist Abb. 8.5
abgebildet. Die Schwankungen in der Entwicklung der unteren Schranke sind deutlich zu
erkennen. Obere und untere Schranke entsprechen sich mehrmals bevor gebrancht wird.
In diesen Féllen enthielt die optimale Losung der LP-Relaxierung unzulissige Touren, die
dann aus dem Masterproblem geloscht wurden.
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Abbildung 8.5: Entwicklung der oberen und unteren Schranken im Wurzelknoten

Wird das relaxierte Pricing-Verfahren verwendet, miissen also wesentlich mehr Iterationen
durchgefiihrt werden, um eine optimale Losung fiir die LP-Relaxierung des Masterproblems
zu finden. Das Pricing-Problem ist jedoch wesentlich schneller 16sbar als das Elementary-
Ressource-Constrained-Shortest-Path-Problem. Die beste untere Schranke, die im Wurzel-
knoten des Branch-and-Bound-Baums gefunden wird entspricht bei Verwendung des rela-
xierten Pricing-Problems der Optimallosung. Bei Verwendung des des ERCSPP im Pricing
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liegt die groBte untere Schranke im Wurzelknoten des Branch-and-Bound-Baums bei 61,5
und ist damit deutlich geringer.
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9 Losen des Straflenwinterdienstproblems

Bis zur Fertigstellung dieser Arbeit war es nicht mdéglich das StraBlenwinterdienstproblem
fiir den Graphen, der das Straflennetz in den Landkreisen Lahn-Dill und Limburg-Weilburg
repéasentiert, optimal zu l6sen. Der Graph hat 3215 Kanten, von denen 1465 das Rdumen
von Spuren repriasentieren und 635 Knoten. Die Touren sollen von vier Depots aus geplant
werden, die jeweils durch zwei Knoten im Graph représentiert werden.

9.1 Ergebnis der Savingsheuristik

Fiir das Straflennetz findet die Savingsheuristik 48 Fahrzeugtouren. 13 dieser Touren be-
ginnen und enden in der Strafenmeisterei Dillenburg, 16 an der Straflenmeisterei Solms,
sieben an der Straflenmeisteri Brechen und 12 an der Straflenmeisterei Weilburg. Auf die-
sen 48 Touren werden insgesamt 3747,05 km Strecke zuriick gelegt.

Die insgesamt zu rdumende Strecke im kompletten Straflennetz betrégt 2647,18 km. Dieser
Wert ist eine untere Schranke fiir die von allen Fahrzeugen zusammen zu fahrende Strecke
zur Raumung des Straflennetzes. Das Ergebnis der Savingsheuristik ist demnach héchstens
29,35% schlechter als die Optimallésung.

Dieses Ergebnis stellt auf jeden Fall sicher, dass das Problem zuléssige Losungen besitzt.
Es wire jedoch wiinschenswert dieses Ergebnis weiter zu verbessern. Der kritische Punkt
bei der Losung des Problems ist die Losung des Pricing-Problems.

9.2 Branch-and-Price-Heuristik

Um die Losung zu beschleunigen, kann eine Branch-and-Price-Heuristik verwendet werden.
In einer solchen Heuristik werden ab einer gewissen Knotentiefe im Branch-and-Bound-
Baum keine neuen Spalten mehr erzeugt. In vielen Anwendungen werden nur im Wur-
zelknoten des Branch-and-Bound-Baumes Spalten erzeugt und dann auf diesen Spalten
verzweigt. Durch ein solches Vorgehen ist das Auffinden einer Optimallosung oder iiber-
haupt einer zuldssigen Losung allerdings nicht garantiert.

Um den sogenannten ,tailing-off“-Effekt zu verhindern, kann gebrancht werden bevor eine
optimale Losung fiir die LP-Relaxierung des Masterproblems gefunden wird. Dazu kann
man die oberen und unteren Schranken heranziehen, die man wéihrend der Spaltenerzeu-
gung erhélt (s.S. 18). Ist die Abweichung zwischen oberer und unterer Schranke sehr klein,
wird gebrancht.

Da hier eine zuldssige Losung aus der Savingsheuristik bekannt ist, kann das Branch-and-
Price-Verfahren verwendet werden, um diese Losung zu verbessern. Wie gut die Losung
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der Savingsheuristik ist, kann anhand der unteren Schranken, die wéhrend des Branch-
and-Price-Verfahrens bestimmt werden (s. S. 18), abgeschétzt werden.

In jedem Pricing-Schritt wird fiir jedes Depot ein RCSPP gelost. Dabei werden {iblicher-
weise sehr viele zuldssige Touren mit negativen reduzierten Kosten gefunden. Werden fiir
alle Touren mit negativen reduzierten Kosten Variablen und Spalten zum eingeschrénk-
ten Masterproblem hinzugefiigt, ist es moglich, dass die Zeit, die benotigt wird um das
eingeschrénkte Masterproblem zu 16sen, mit jeder Iteration erheblich zunimmt. Unter Um-
stdnden ist es daher empfehlenswert nur fiir einen Teil der gefundenen Touren mit negativen
reduzierten Kosten Spalten zum Masterproblem hinzuzufiigen.

Es wurde versucht das Straflenwinterdienstproblem fiir das Straflennetz der Landkreise
Lahn-Dill und Limburg-Weilburg mit einer solchen Heuristik zu losen. Es wurden nur bis
zu Knoten in Tiefe drei des Branch-and-Bound-Baumes Touren erzeugt. Auflerdem wurden
pro Iteration und Depot maximal 50 Spalten (Touren) mit negativen reduzierten Kosten
zum Masterproblem hinzugefiigt. Insgesamt wird das Masterproblem daher pro Iteration
um hochstens 200 Spalten erweitert. Als obere Schranke fiir A, kann die Anzahl der
Fahrzeuge in der Losung der Savingsheuristik verwendet werden. Damit gelten fiir den
Zielfunktionswert der LP-Relaxierung des Masterproblems folgende Schranken:

2pmp +48 % ¢ < 27 yp < ZruP

Die untere Schranke kann verwendet werden, um die Giite der Losung der Savingsheuristik
und anderen ganzzahligen Losungen des Problems zu bestimmen.

Wie fiir das Beispielproblem aus Kapitel 8 wird auch fiir die Losung des Straflenwinter-
dienstproblems in den Kreisen Lahn-Dill und Limburg-Weilburg SCIP in Kombination mit
CPLEX als Loser verwendet. Zum Zeitpunkt der Abgabe lag noch kein Ergebnis vor.

Abb. 9.1 zeigt die fiir die Losung der Pricing-Probleme bendétigte Zeit pro Iteration.
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Abbildung 9.1: Zeit fiir das RCSPP Pricing
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In Abb. 9.2 ist die Entwicklung der oberen und unteren Schranke fiir die LP-Relaxierung
des Masterproblems im Wurzelknoten des Branch-and-Bound-Baums zu sehen.
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Abbildung 9.2: Entwicklung der oberen und unteren Schranke im Wurzelknoten

In Abb. 9.2 ist der , tailing-off“-Effekt des Verfahrens zu sehen. In den ersten Iterationen ist
der Fortschritt in der oberen Schranke grof. Je ndher man jedoch dem Optimum kommt,
desto kleiner ist der Fortschritt. Dieses Problem und mogliche Verfahren zur Minderung
des Effekts werden in [20] vorgestellt. Die obere Schranke fiir den Zielfunktionswert ist
monoton fallend, wie man in Abb. 9.2 gut erkennen kann. Die untere Schranke dagegen ist
nicht monoton steigend sondern schwankt stark. Diese Eigenschaft der unteren Schranke
wird als Problem angesehen [20]. Um die Schwankungen in der Enwicklung der unteren
Schranke zu verhindern, kénnen Stabilisierungsverfahren verwendet werden. Ein mogliches
Verfahren wird von Liibbecke und Desrosiers [20] erldutert.

Der kritische Punkt bei der Losung des Problems ist die Losung des Pricing-Problems.
Letchford und Oukil [18] haben fiir das CARP eine Formulierung des Pricing-Problems vor-
geschlagen, die ausnutzt, dass die zugrunde liegenden Graphen héufig diinn (engl. sparse)
sind. Moglicherweise ist die Losung des Pricing-Problems als MIP eine besserer Losungs-
ansatz, als die Losung des RCSPP durch dynamische Programmierung. Im folgenden Ab-
schnitt wird eine alternative Formulierung fiir das Straenwinterdienstproblem vorgestellt.
Moglicherweise kann das durch Dekomposition dieser Formulierung entstehende Pricing-
Problem schneller gelost werden.

9.3 Alternative Formulierung

Die Formulierung des Straflenwinterdienstproblems aus Kapitel 6 ist nicht kompakt, weil
sie exponentiel viele Nebenbedingungen besitzt. Perrier et al. [26] haben eine kompakte For-
mulierung fiir das StraBenwinterdienstproblem vorgeschlagen. Moglicherweise kann durch
Dekomposition dieser Formulierung eine MIP-Formulierung fiir das Pricing-Problems ge-
funden werden, die durch Standard Losungsverfahren fiir ganzzahlige Programme schneller
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gelost werden kann, als der Labeling-Algorithmus fiir das Resource-Constrained-Shortest-
Path-Problem.

Es wird ein Graph G(V, A, g) fiir das Stralennetz konstruiert, der fiir jede Richtungsspur
genau eine gerichtete Kante enthélt. Die Menge Ar C A sei die Teilmenge der Kanten, die
gerdumt werden miissen.

i Il
— @ ot @ 1) —
| Spur2 - Spurz —
i il
(a) Kreuzung (b) Kreuzung als Graph

Abbildung 9.3: Kreuzung im Graph

Es wird ein zusétzlicher Knoten v, und Kanten A; = {a: g(a) = (v4,v4),d € D} sowie
Kanten Ay = {a : g(a) = (v;,v,),v; € V} zu diesem Graphen hinzugefiigt. D sei die Menge
der Depots und Vp = {vg : d € D} C V die Menge der Depotknoten in G.

Der resultierende Graph G' = G(V Uw,, AU A; U Ay, g) wird in Abb. 9.4 veranschaulicht.

Abbildung 9.4: Konstruktion von G’ aus G

Die Menge A’ = AU A; U A, ist die Menge aller Kanten in G’. Fiir jede Kante a € A" und
jedes Fahrzeug f € F gibt die Variable y,s an, wie oft Fahrzeug f Kante a durchféhrt (réu-
men oder durchfahren). Die Variable w,s représentiert den Fluss auf Kante a fiir Fahrzeug
f. Fiir jede Kante a € Ar und jedes Fahrzeug f € F' gibt die Variable z,; an, ob Kante a
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von Fahrzeug f gerdumt wird.

Das Stralenwinterdienst kann folgendermaflen formuliert werden:

minz Z Yafla s.t. (9.1)

feF (a)eA
Zl’af =1 a€Ar (9.2)
fer
Z Yaf = Z Yaf veVul{v}t,felF (93)
acd=(v) a€dt(v)
Zyafla < lmax f eF (94)
a€A
Yaf = Taf a€ Ap, f€F) (9.5)
Z Wop = Z We veVu{v},feF (9.6)
a€d~(v) a€dt(v)
yaféwaf§|A|yaf (IEAUAl,fGF
yafgwaf CLEA(g(a):<i7j))aa:(i7va)af€F
> =1 feF (9.9
acAs
Taf € {O, 1} a € Agr, feF (910)
Yoy = 0 integer acA feF (9.11)
Wy > 0 acAfeF (9.12)

Die Zielfunktion (9.1) minimiert die insgesamt gefahrenen Strecke.

Durch die Bedingungen (9.2) ist sichergestellt, dass alle Kanten bedient werden. Die Bedin-
gungen (9.3) garantieren, dass fiir jedes Fahrzeug und jeden Knoten Eingangsgrad gleich
Ausgangsgrad ist. Dass keine der Fahrzeugtouren langer als [,,,, ist, wird durch die Ne-
benbedingungen (9.4) erreicht. Bedingungen (9.5) sagen, dass jede Kante, die gerdumt
wird, auch durchfahren wird. Die Flusserhaltung in jedem Knoten und fiir jedes Fahr-
zeug ist durch die Bedingungen (9.6) gewéhrleistet. Die Nebenbedingungen (9.7) stellen
sicher, dass der Fluss auf einer Kante genau dann positiv ist, wenn sie durchfahren wird.
Die Nebenbedingungen (9.8) garantieren, dass alle Fahrzeugtouren zusammenhéngend sind
(Beweis siehe [26]). Dass jede Fahrzeugtour mit genau einem Depot verbunden ist, wird
durch die Bedingungen (9.9) erreicht.

Diese Formulierung ist wieder nach Fahrzeugen dekomponierbar. Das Masterproblem ent-
spricht dem Masterproblem (6.20)-(6.22). Da immer noch davon ausgegangen wird, dass
alle Fahrzeuge identisch sind, kénnen die Subprobleme aggregiert werden. Im Subproblem
wird versucht eine Spalte fiir das Masterproblem mit negativen reduzierten Kosten zu fin-
den. Fiir jede Kante a € Ag gibt es eine Nebenbedingung im Masterproblem und eine
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zugehorige Dualvariable 7,. Das Subproblem kann hier als MIP formuliert werden.

Y Ya= D va veVUu{v} (9.14)

a€d—(v) a€dt(v)
D Yala < lna (9.15)
acA
Ya = Tq a € AR (916)
Yo wa= Y w, veVU{u) (9.17)
a€d=(v) a€dt(v)
Yo < wa < |A|ya a€ AUA; (9.18)
< wg a€ A (gla) =(i,5)),a=(i,v,) (9.19)

Ya = Wgz
Y va=1 (9.20)

a€A;
z, € {0,1} a€ A (9.21)
Yo > 0 integer ae A (9.22)
w, >0 ac A (9.23)

Die Losung des Problems (9.13)-(9.23) als Pricing-Problem kénnte eine Alternative zur
Losung der RCSPP im Pricing-Priblem sein. Aus Zeitmangel konnte diese Alternative
noch nicht getestet werden.

9.4 Aufteilung in Distrikte

Eine weitere Moglichkeit das Problem zu losen bestiinde darin, das Straflennetzwerk in
kleinere Distrikte aufzuteilen, wie es in der Praxis iiblich ist. Es kénnte dann das Stra-
Benwinterdienstproblem fiir jedes Depot iiber einem wesentlich kleineren Graphen gelost
werden. In einem solchen Ansatz sollte in eine gute Aufteilung des Straflennetzes investiert
werden. Wird zum Beispiel das Netzwerk in drei ungefihr gleich grofie Distrikte aufgeteilt,
kann es sein, dass fiir jeden Distrikt zwei Fahrzeuge benotigt werden. Es wére aber unter
Umstdnden moglich mit nur vier Fahrzeugen auszukommen, wenn ein Distrikt grofler als
die beiden anderen ist.

Verfaren zur Aufteilung eines Straflennetzwerkes in Distrikte fiir den Straflenwinterdienst
wurden von Kandula und Wright [16] und Muyldermans et al. [22] vorgestellt.
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10 Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung eines Branch-and-Price-Verfahrens fiir den Straflen-
winterdienst. In Kapitel 8 wurde das Verfahren erfolgreich fiir ein Beispielproblem ange-
wendet.

Das Straflenwinterdienstproblem besteht darin Touren fiir Winterdienstfahrzeuge durch
ein Straflennetz zu finden, so dass alle Richtungsspuren von genau einem Fahrzeug ge-
rdumt werden. Die Fahrzeuge sind dabei an verschiendenen Meistereien stationiert. Jede
Fahrzeugtour muss an einem Depot beginnen und am selben Depot wieder enden. An den
StraBenwinterdienst wird auflerdem die Anforderung gestellt, dass alle Richtungsspuren
innerhalb von drei Stunden gerdumt werden. Geht man von einer Durchschnittsgeschwin-
digkeit von 30 km/h wéhrend eines Rdumeinsatzes aus, kann keine Fahrzeugtour linger als
90 km sein.

Das Problem kann als CARP formuliert werden. Durch Dekomposition des Problems erhélt
man ein Set-Partitioning-Masterproblem sowie fiir jedes Fahrzeug ein RCSPP Subproblem.
Sind alle Fahrzeuge identisch, konnen die Subprobleme zu einem einzigen Subproblem ag-
gregiert werden. Die Spalten des Masterproblems korrespondieren dabei mit den zuléssigen
Fahrzeugtouren. Da es zu viele Fahrzeugtouren gibt, um diese alle explizit zu betrachten,
wird das Masterproblem mittels Spaltenerzeugung gelost. Zuléssige Touren werden durch
Losung eines Ressource-Constrained-Shortest-Path-Problem erzeugt. Um das Verfahren zu
starten wird eine Savingsheuristik verwendet, die eine zuléssige Losung fiir das Straflen-
winterdienstproblem errechnet.

Fiir kleinere Probleme liefert das Branch-and-Price-Verfahren schnell die optimale Lsung.
Fiir sehr grofle Strafennetzwerke ist die Rechenzeit allerdings zu lange und das Verfah-
ren in dieser einfachen Form nicht durchfiihrbar. Die Schwierigket liegt wahrscheinlich im
Pricing-Problem. Das hier im Pricing verwendete RCSPP ist NP-schwer. Um dennoch
mittels Branch-and-Price eine Losung zu finden, kann das Verfahren als Heuristik verwen-
det werden, indem nur bis zu einer bestimmten Knotentiefe neue Spalten erzeugt werden
und dann versucht wird unter diesen Spalten eine moglichst gute zulédssige Losung zu finden.

In der Praxis ist es fiir den StraBlenwinterdienst auflerdem iiblich das Straflennetzwerk erst
in Distrike zu unterteilen und dann das Routing-Problem auf sehr viel kleineren Graphen
zu losen. Der Aufteilung des Straflennetzwerkes sollte bei einem solchen Ansatz einige Auf-
merksamkeit gewidmet werden, da die Giite der Losung nicht zuletzt von dieser Aufteilung
abhéngt.

10.1 Ausblick

In der Praxis gibt es sehr viele Probleme bei der Ausfithrung des Stralenwinterdienstes, die
in dieser Arbeit noch nicht beriicksichtigt wurden. Es wurde nur der Rdumeinsatz betrach-
tet, in der Praxis ist es jedoch iiblich, dass kombinierte Rdum- und Streueinséitze gefahren
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werden, d.h. ein Fahrzeug rdumt und streut die Strafle gleichzeitig. Wird auch der Streuein-
satz in Betracht gezogen, muss das Modell erweitert werden. Die Streugutkapazititen der
Fahrzeuge miissen beriicksichtigt werden. Da in der Regel die Fahrzeugflotte nicht homogen
ist, kann nicht davon ausgegangen werden, dass die Fahrzeuge gleiche Kapazitdaten besitzen.

Damit die Fahrzeuge langere Touren fahren konnen sind innerhalb des Straflennetzes ne-
ben den Meistereien weitere Streugutdepots errichtet worden, die in die Formulierung des
Problems miteinbezogen werden sollten. Der Streueinsatz sollte auflerdem fiir mehrspuri-
ge Straflen so geplant werden, dass alle Spuren einer Richtung simultan gerdumt werden,
damit keine Gefahren beim Spurwechsel auftreten.

An manchen Kreuzungen innerhalb des Straflennetzes ist es verboten, links abzubiegen oder

umzukehren. Die Kreuzungen miissen daher so modelliert werden, dass Einschriankungen
beim Abbiegen beriicksichtigt werden konnen.
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