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Notation

Daten

NI - Anzahl der Produkte
NK - Anzahl der Maschinen

NT - Anzahl der Perioden

dt - Nachfrage nach Produkt i in Periode t

pi¥ - Produktionsrate von Produkt i auf Maschine k in Periode t

Cik - Maximale Produktion von Produkt i auf Maschine k in Periode t
LF - Gesamtkapazitit von Maschine k

al* - benstigte Kapazitit von Produkt i auf Maschine k in Periode t
bik - bendtigte Fixkapazitiit falls Maschine k fiir Produkt i in Periode t eingerichtet ist
Variablen

st - Bestand von Produkt i in Periode t

7 - Auftragsbestand (backlog) von Produkt i in Periode t

zik - Produktion von Produkt i auf Maschine k in Periode t

yik - Set-up Variable von Produkt i auf Maschine k in Periode t

zik - Start-up Variable von Produkt i auf Maschine k in Periode t

wi* - Switch-off Variable von Produkt i auf Maschine k in Periode t
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1 Einfithrung

Im Vergleich zur linearen Optimierung mit reellen Variablen, deren Zusammenhéinge und
Losungsansitze weitestgehend befriedigend erforscht sind, bietet das Feld der (gemischt-)
ganzzahligen Optimierung viele neue interessante Anséitze, deren Erforschung in den letz-
ten Jahren viel Aufmerksamkeit gewidmet wurde. Wie bei der linearen Optimierung mit
reellen Variablen haben die betrachteten Probleme auch hier lineare Zielfunktionen, jedoch
ergibt sich durch die Ganzzahligkeitsbedingungen einiger oder aller Variablen ein vollig
andersartiges Problemfeld. Der Fall der gemischt-ganzzahligen Probleme, im Folgenden
MIPs (mized integer problems) genannt, bei dem ein Teil der Variablen diskrete und ein
anderer Teil reelle Werte hat, ist in der Praxis besonders relevant, da in der Realitét in
vielen Fillen nur ganzzahlige Mengen produziert, beférdert oder gebaut werden kénnen.
Beispiele hierfiir sind Netzwerkprobleme mit fixen Kosten (Fized-Charge Network Pro-
blems), Standortplanungsprobleme (Facility Location Problems) und LosgréBenprobleme
(Lot-sizing Problems). Auch der Spezialfall der rein-ganzzahligen Probleme kann mit Me-
thoden der gemischt-ganzzahligen Programmierung angegangen werden.

Wir werden in diesem Kapitel nun zunéchst den Begriff des MIPs einfithren und dar-
an ansetzend den Branch & Bound Algorithmus zur Losung desselben erldutern. Danach
vermitteln wir die Grundidee des Hizufiigens giiltiger Ungleichungen, die in dem darauf-
folgend vorgestellten Branch & Cut Algorithmus einflieft. Zuletzt veranschaulichen wir
das Beschriebene an einem Beispiel.

1.1 MIPs

Definition 1.1 (MIP).
Ein gemischt-ganzzahliges Problem (mized integer problem) ist ein Problem der Art

min {cx + fy: (z,y) € X}
beziiglich der Zielfunktion cx + fy iber der zuldssigen Menge
X ={(z,y) e R x Z%_: Az + By > b}

Mit Zielfunktionsvektoren ¢ € R™ und f € RP sowie Nebenbedingungsmatrizen A € R™*™,
B € R™*P uynd dem Vektor b € R™ der rechten Seite. Den Optimalwert des MIPs nennen
wir Z(X). Ist X =0 so setzen wir Z(X) := oo (vgl. [20]).

Haben wir den Spezialfall p = 0 so liegt das bereits bekannte (reelle) lineare Problem vor.
Demgegeniiber steht der Fall n = woraus sich ein rein-ganzzahliges Problem ergibt.

Im Folgenden werden wir in besonderem Mafle die lineare Relaxation eines Problems
benotigen, welche aus dem urspriinglichen MIP entsteht indem man den Zuléssigkeitsbereich
ins Reelle relaxiert.
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Definition 1.2 (LR). Unter der linearen Relazation LR eines MIPs, das wie in Definition
definiert ist, verstehen wir das lineare Programm

min {cz + fy : (z,y) € Px}
mit Px ={(z,y) € R} xR : Az + By > b}.

mit Optimalwert Z(Px). Dabei bezeichnen wir Px als eine Formulierung fir X.

Vorteil der linearen Relaxation ist, dass wir sie ,,einfach® 16sen kénnen, z.B. mit dem uns
aus der linearen Optimierung bekannten Simplex-Verfahren. Diesen Vorteil wollen wir aus-
nutzen.

Ein haufiger Ansatz bei Problemen mit ganzzahligen Daten ist das ,,Divide-and-conquer*-
Prinzip. Dieses findet explizit Anwendung im Branch & Bound Algorithmus, der im Fol-
genden beschrieben wird. Leser, die diesen Algorithmus bereits kennen, konnen folgendes
Kapitel iiberspringen.

1.2 Branch & Bound

Der nun beschriebene Branch & Bound Algorithmus ist der Basisalgorithmus zum Losen
(gemischt-)ganzzahliger Probleme. Dabei wird nach dem ,Divide-and-conquer“-Prinzip
das Problem immer weiter aufgespaltet und somit in kleinere Probleme zerlegt. In jedem
Schritt wird dann der Wert der linearen Relaxation berechnet und damit untere und obere
Schranken fiir den Optimalitédtswert des MIP errechnet. Diese Idee wurde erstmals 1960
von A.H. Land und A.G. Doig in [10] formuliert.

Unser MIP habe den Optimalwert Z (X ), wie oben definiert. Betrachte nun mit Z(Pyx) den
Optimalwert beztiglich der linearen Relaxation LR des MIPs mit

Px = {(z,y) € R} xR : Az + By > b}.

Bemerkung 1.3.
Zwischen den Optimalwerten kann man die folgende Beziehung feststellen

Z(Px)< Z(X)< Z,

wobei Z der Zielfunktionswert einer jeden gefundenen zulissigen Lisung ist. Damit ist
Z(Px) also eine untere Schranke fiir den Optimalwert unseres MIPs.

Mithilfe des ,, Divide-and-conquer“-Prinzips gehen wir nun folgendermaflen vor, siehe [20]:

1. Unsere erste untere Schranke erhalten wir durch den Optimalwert der LR Z(Px).
Dieser Wert ist aufgrund der reellen Variablen von LR leicht berechenbar, z.B. mit
dem Simplex-Algorithmus. Sei (z*,y*) diese Optimallésung von LR.
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2.

3.

a) Falls y* € ZP dann ist die gefundene Losung von LR offensichtlich auch zuléssig
fiir unser MIP, da (z*,y*) € X und ihr Optimalwert stellt eine obere Schranke
dar. Da obere und untere Schranke fiir Z(X) nun gleich sind haben wir eine
Optimall6sung gefunden

b) Andernfalls gilt y* ¢ ZP und die Losung (x*, y*) ist nicht zuléssig fiir MIP. Wir
wollen nun Nebenbedingungen hinzufiigen sodass wir diese nicht-ganzzahlige
Losung eliminieren. Wéhle dazu y;f ¢ 7Z mit j € 1,...,p. Wir bemerken, dass fiir
jede zuléssige Losung von MIP nun gelten muss

y; < ly;| oder y; > [yj]

Branching: Zum Eliminieren der Losung gehen wir jetzt wie folgt vor: Wir
ersetzen die Formulierung Px durch die Vereinigung der Formulierungen P)O(
und Py mit

Py =PxN{(z,y) e RT xRY :y; < [yf]} und

Px = Px N{(z,y) € R} x RY 1 y; > [y;1}.

Diesen Schritt nennt man Branchen, zu deutsch ,, Verzweigen* und y; Branching-
Variable.

Nun suchen wir nach einer Optimallgsung in der Liste L = {P{, P} }. Diese Dekom-
position kénnen wir nun iterativ immer so weiter ausfithren.

Hauptiteration: Gegeben ist eine Liste von Formulierungen L und der Wert Z
der besten ganzzahligen Losung, die bisher gefunden wurde. Haben wir noch keine
zuldssige Losung fiir unser MIP gefunden so setzen wir Z = +o00

Auswahl und Lésung: Wir suchen uns nun aus L eine Formulierung V' aus und
berechnen den Optimalwert Z(V') des LPs. Dieser stellt eine untere Schranke fiir
den besten zuléssigen Wert des MIPs beziiglich der Formulierung V' dar.

Pruning: zu deutsch ,, Abschneiden®, dabei kénnen fiir den Optimalwert Z (V') meh-
rere Fille auftreten:

a) Falls Z(V) > Z dann kann der beste Wert eine Lésung in V nicht besser sein
als Z da Z(V) eine untere Schranke fiir die beste Losung des MIPs bzgl. V/
darstellt. Wir miissen V' also nicht weiter betrachten und streichen es aus L.
Dies nennt man Pruning by bound.

b) Als Spezialfall des Ersten haben wir falls V' =0 = Z(V) = 400 per Definition
und entfernen V' wie oben aus L. Dies nennt man Pruning by infeasibility

c) Falls Z(V) < Z und 3" € ZP haben wir die beste ganzzahlige Losung in V
gefunden. Wir miissen also V nicht weiter aufteilen. Wir setzen Z = Z(V) als
obere Schranke und entfernen V aus L. Dies nennt man Pruning by integrality.

d) Falls Z(V) < Z und y¥ ¢ ZP haben wir keine zuliissige Losung fiir unser
MIP bzgl. V gefunden und miissen weiter aufzweigen. Dies nennt man Bran-

ching(siehe 2b).
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4. Terminierung: Der Algorithmus endet wenn die Liste L leer ist. Dies ist garantiert
nach endlich vielen Schritten der Fall falls die Variablen y beschrénkt sind. Leider
kann die Lange der Liste L exponentiell viele Formulierungen beziiglich der Zahl
der Variablen p haben. Aufgrund dieses Aspekts ist auch die Laufzeit des Branch &
Bound Algorithmus exponentiell. Insbesondere bei der Anwendung im industriellen
Bereich ist die Problemgrofie oft derart, dass Branch & Bound nicht in akzeptabler
Zeit die genaue Optimallésung bestimmen kann. Oftmals werden im Algorithmus
deshalb zusétzlich Zeitschranken eingebaut, damit der Algorithmus spétestens nach
einer gewissen Zeit endet. Alternativ kann man auch eine Genauigkeitsschranke an-
geben, damit der Algorithmus bei einer gewissen Giite der Losung abbricht. Diese
Giite geben wir mithilfe der Ganzzahligkeitsliicke(duality gap) an.

Definition 1.4.
Explizit ist die Ganzzahligkeitsliicke gegeben durch die relative Abweichung zur besten be-
kannten zuldssigen Ldsung

Best UB — Best LB
Best UB

duality gap = x 100[%)

Dabei ist Best LB die kleinste untere Schranke der ausstehenden Probleme in der Liste L,
also minycp, Z(V'), und Best UB der Wert der besten bisher gefundenen zulissigen Losung.

Durch verschiedene Knotenauswahl- bzw. Branchingregeln, wie z.B. in [1] aufgefiihrt, er-
geben sich dabei verschiedene Varianten des Branch & Bound Algorithmus’, auf die wir
nicht néher eingehen wollen.

1.3 Grundidee - Giiltige Ungleichungen

Beim oben beschriebenen Algorithmus haben wir nun oftmals das Problem dass die untere
Schranke zu Beginn sehr schlecht ist und wir daher enorme Rechenzeit ben6tigen um ein
akzeptables Ergebnis zu bekommen. Die Griinde dafiir liegen oft in der mangelhaften Mo-
dellierung des gegebenen Problems. So kann die zuldssige Menge auf die unterschiedlichste
Art und Weise beschrieben sein, wie folgendes Beispiel illustriert.

Beispiel 1.5.
Hier wird die zuldssige Menge sowohl durch X als auch durch Y dargestellt mit

X ={(y1,y2) €Z*: —y1 — 0.3y, > 4.3,
0.85y1 — yo > 2,
2y1 + Y2 > 2.6,
y1 + 2.4y2 > 3.8,
4.5y1 — y2 > 14.4}

10
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Y ={(y1,52) €Z%: y2 — 11 > 1.2,
y1 + 1.1y > 2.7,
—1.7y1 +y2 > —4.25,

Y1 — 1.25y2 > —7}

Allerdings sind Px und Py offensichtlich nicht gleich, wie in Abbildung (1| (vgl. [20]) zu
erkennen.

Abbildung 1: 2 Formulierungen fiir die selbe Abbildung 2: Die konvexe Hiille von X
zulédssige ganzzahlige Menge

Es ist also notwendig im Folgenden genauer auf den Raum der zuléssigen Losungen X
einzugehen, welcher durch ein Polyeder beschrieben ist, um ein Verstdndnis einer guten
Modellierung zu bekommen. Definieren wir uns dazu die konvexe Hiille von X wie sie in

Abbildung [2] beispielhaft dargestellt ist.

Definition 1.6 (konvexe Hiille).
Die konveze Hiille einer Menge X, oder kurz conv(X), ist die Menge aller Punkte der
Form

T T
r=Y X', Y Ni=1, A\>0firi=1,.,T
i=1 =1

wobei {zt, ..., 2T} jede endliche Menge von Punkten aus X ist. Ein Punkt der wie x dar-
gestellt werden kann bezeichnet man als Konvexkombination der Punkte ', ..., zT

Das Hauptziel beim Ansatz der giiltigen Ungleichungen ist nun das Verstdrken der ge-
gebenen Formulierung in dem Sinne dass wir das Polyeder der zuléssigen ganzzahligen
Losungen besser, also ndher an conv(X ), modellieren wollen. Dazu bemerken wir

11
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Bemerkung 1.7.
Die konvexe Hiille conv(X) ist die engstmdgliche und somit beste giiltige Formulierung fiir
die zuldssige Menge X .

Beweis. vgl. [14] O

Somit liegt der Gedanke nah einfach eine lineare Formulierung fiir conv(X) zu finden, da
dann die Optimallosung der linearen Relaxation der des MIPs entspricht, da sie bekann-
termaflen am Rand des Polyeders liegt und wir so immer eine ganzzahlige Losung erhalten
siehe [15]. Diese konnen wir dann direkt mit dem Simplex Algorithmus ausrechnen. Das
Problem dabei ist allerdings, dass das Finden dieser linearen Formulierung von conv(X)
im Komplexitdtssinne mindestens genauso ,hart“ ist wie das Losen der urspriinglichen
Formulierung (vgl. [20]). AuBerdem besteht diese Formulierung, haben wir sie denn gefun-
den, in aller Regel aus einer exponentiellen Anzahl von Ungleichungen beziiglich der Zahl
der Variablen.

Allerdings kénnen wir giiltige Ungleichungen, wie unten definiert, finden und diese zur
gegebenen Formulierung hinzufiigen. Dabei gibt es mehrere Vorgehen die im Folgenden
erldutert werden.

Definition 1.8 (giiltige Ungleichung).
FEine giiltige Ungleichung fiir die zuldssige Menge X eines MIPs

X ={(z,y) e Rl x Z%_: Az + By > b}

wird definiert durch eine Ungleichung ax + By > v (mit « € R™", 8 € RP und v € R) die
von allen Punkten in X erfillt wird.

Mit dem Hinzufiigen solcher giiltigen Ungleichungen geht dann, vorrausgesetzt wir schnei-
den die aktuelle fraktionale Losung ab, eine Verbesserung der unteren Schranke einher, die
wir als Optimalwert der linearen Relaxation LR des gegebenen Problems erhalten, und
die maflgeblich die Laufzeit von einem Algorithmus wie Branch & Bound beeinflusst.
Ein Weg des Hinzufiigens dieser Ungleichungen ist die Neuformulierung der Nebenbedin-
gungen A Priori, also vor Start unseres Algorithmus’.

Definition 1.9 (Neuformulierung).
FEine Neuformulierung von X durch eine Familie giiltiger Ungleichungen C ist die Formu-
lierung die durch die urspringlichen Ungleichungen und die neuen Ungleichungen entsteht

X ={(z,y) € R} x Z% : Az + By > b}
={(z,y) €R} xZ% : Az + By >b

e+ By >q7 firalle j=1,..,|C[},

12
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Wir erhalten damit eine verbesserte Relazation mit zulissiger Menge Px mit
Px=PxNCC Py
und
C={(z,y) eR" xRP: odz + iy >~ fiir alle j = 1,...,|C|}

die Menge der Punkte die allen giiltigen Ungleichungen der Familie C gentigen.

Mit dem Hinzufiigen von Familien giiltiger Ungleichungen geht allerdings das Problem
einher, dass wir haufig exponentiell viele giiltige Ungleichungen beziiglich der Anzahl der
Variablen erhalten. Wenn wir diese nun A Priori in Form einer Neuformulierung einbringen
so verschlechtert sich die Laufzeit unseres Algorithmus deutlich, da wir in jedem Schritt
viel mehr Nebenbedingungen zu beachten haben.

Als Alternative konnte man nun eine erweiterte Neuformulierung verwenden. Hierbei er-
weitert man den Raum der Variablen und formuliert die Menge X durch neue Varia-
blen, in aller Regel wesentlich mehr als zuvor. Damit erreichen wir eine polynomielle,
oftmals sogar lineare, Anzahl an Gleichungen in der Anzahl der Variablen. Wir werden
darauf nicht weiter eingehen, der interessierte Leser erhélt dazu weitere Informationen
in [20].

Unser Augenmerk wird sich im Folgenden auf eine andere Alternative richten, respektive
den Schnittebenenverfahren. Dahinter steckt die Idee die giiltigen Ungleichungen erst im
Algorithmus selbst in Form von Schnittebenen (cutting planes) einflieflen lassen. Wir ent-
wickeln unseren Branch & Bound Algorithmus also zu einem Branch & Cut Algorithmus
weiter. Dieser ist der aktuell meistbenutzte Algorithmus zur Lésung ganzzahliger Proble-
me (vgl. [20]). Er ist in neuerer Software wie z.B. XPRESS oder CPLEX implementiert
(vgl. |7] bzw. [8]). Insbesondere erkennen diese Programme gewisse Nebenbedingungen des
Eingabeproblems und erzeugen diese Schnittebenen so im Ablauf des Algorithmus’ selbst
aus.

1.4 Branch & Cut

Bevor wir uns im Weiteren mit der Herleitung der giiltigen Ungleichungen beschéftigen,
werden wir zunéchst, ohne diese genau zu kennen, einen Blick auf die explizite Verwen-
dung dieser Ungleichungen im Branch & Bound Algorithmus richten. Haben wir eine
oder mehrere Familien giiltiger Ungleichungen gefunden, so haben wir wie schon beschrie-
ben oftmals das Problem der exponentiellen Grofle dieser Familie. Durch studieren der
Losungsstruktur beobachten wir

Beobachtung 1.10.

Fiir ein gegebenes MIP mit gegebener Formulierung Px set Px die Neuformulierung die
durch das Hinzufiligen exponentiell vieler Ungleichungen entstanden ist. Fir eine gegebene
Zielfunktion cx + fy ist nur eine begrenzte Anzahl (maximal n+ p) dieser Ungleichungen
nétig um den Optimalwert der linearen Relazation dber der Menge Px zu bestimmen.

13
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Beweis.
Losen wir die lineare Relaxation iiber Py, so kann man die giiltigen Ungleichungen, die
in der Optimallosung inaktiv sind, vernachlissigen und die Optimallésung als Schnitt von
maximal n + p Ungleichungen eindeutig bestimmen. (vgl. lineare Optimierung)

O

Wir sehen also dass es reichen wiirde bei jeder Berechnung einer linearen Relaxation nur
linear viele Ungleichungen (in der Anzahl der Variablen) hinzuzufiigen. Wir wollen als
néchstes sehen wie wir diese Ungleichungen identifizieren kénnen.

Sei dabei C, wie bereits definiert, die Menge aller Punkte, die allen Ungleichungen der
Menge C geniigen.

Definition 1.11 (SEP).
Fiir gegebenes MIP mit zuldssiger Menge X stellt das Separationsproblem SEP((z*,y*)|C)
fiir einen gegebenen Vektor (z*,y*) € Px fest ob

o (x*,y*) € C, also ob (x*,y*) alle giiltigen Ungleichungen in C erfillt

e oder eine Ungleichung (o/x + 37y > +7) € C existiert, die verletzt wurde

Einen Algorithmus der dieses Separationsproblem 16st nennt man Separationsalgorithmus.
Die Idee ist im Weiteren, fiir jede Losung einer linearen Relaxation im Branching-Baum
die nichtzuléssige Optimallésung von der Menge X zu trennen. Fiir eine gegebene Formu-
lierung erledigt das ein sogenanntes Schnittebenenverfahren (vgl. [20]):

Definition 1.12. Fin Schnittebenenverfahren lost fiir eine gegebene Formulierung V' das
relazierte Problem, lost danach das Separationsproblem bzgl. der gefundenen (nichtganz-
zahligen) Lisung und figt die gefundenen Ungleichungen zur Formulierung hinzu. Danach
wird iterativ so fortgefahren bis das Separationsproblem keinen verletzten Ungleichungen
mehr identifiziert. Formeller:

1. Initialisiere W := V. W wird am Ende des Schnittebenenverfahrens die entgiiltige
Formulierung enthalten.
Berechne die Optimallésung fir das relaxierte Problem Z(W). Sei (x*,y*) diese
optimale Losung.

2. Lése nun das Separationsproblem SEP((z*,y*)|C)

a) falls alle Ungleichungen der Familie C von (x*,y*) erfillt sind ist (z*,y*) €
V N C Optimallésung mit Wert Z(VNC)  STOP

b) falls ansonsten SEP eine verletzte Ungleichung o’z + 37y > ~7 identifiziert so
fiigen wir VI; = {(z,y) € R* x RP : oJx + By > 49} zur Formulierung hinzu,
also

W=WNVI,

Berechne wieder den Optimalwert Z(W), sei (z*,y*) eine Optimallisung die
diesen Wert annimmt.

GEHE ZU 2)
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Die Nebenbedingungen die im Laufe des Schnittebenenverfahrens zuriickgegeben werden
nennt man Schnitte oder Schnittebenen. Ebenen weil sie Hyperebenen beschreiben die
Halbrdiume aufspannen und Schnitte weil sie die aktuelle Losung (z*,y*) von unserer
gemischt-ganzzahligen Lésungsmenge abschneiden.

Zusammengefasst besteht der Branch & Cut Algorithmus also aus folgenden Komponenten
(vgl. [20]):

1. Initialisierung: Setze L = {Px}, Z := +oo. Nehme an dass das LR beschriinkt
ist.

2. Terminierung: Falls L = ()
e falls Z = 400 dann ist X = 0, das Problem also unzulissig
o falls Z < +o0 dann ist die Losung (z,y) € X mit Z = cx 4+ fy optimal

3. Knotenauswahl und Schnittebenenverfahren: Wihle V € L aus und setze
L=L\{V}

a) Berechne Z(V) und die Optimallssung (", 4") iiber V
b) Lose SEP((zV,4")|C)

i. falls alle Ungleichungen der Familie C von (2", ") erfiillt sind ist (2", y") €
V N C Optimallosung mit Wert Z(V N C) GEHE ZU 4

ii. falls ansonsten SEP eine verletzte Ungleichung o’z + 37y > ~7 identifiziert
so fiigen wir VI; = {(z,y) € R" x R? : o/z + 7y > 47} zur Formulierung
hinzu, also

W:=WnVI

Berechne wieder den Optimalwert Z(W), sei (z*,y*) eine Optimallosung
die diesen Wert annimmt.

GEHE ZU 3b)
4. Pruning: sieche Branch & Bound
5. Branching: siehe Branch & Bound

Abschlielend bemerken wir, dass fiir einen exakten Separationsalgorithmus und die glei-
chen Knotenauswahl- bzw. Branchingregeln der Branch & Bound Algorithmus fiir die A
Priori Neuformulierung und den Schnittebenenansatz die Knoten des Branchingbaums in
der gleichen Reihenfolge durchlduft und somit zum gleichen Ergebnis fiithrt. Allerdings
werden gerade in der Praxis oft Heuristiken angewendet um SEP zu l6sen, da bei groflen
Datenmengen die Rechenzeit sonst nicht akzeptabel ist. Von daher kann es durchaus Un-
terschiede machen, wann die Ungleichungen hinzugefiigt werden.

15
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1.5 Ein einfaches Beispiel

Wir betrachten nun folgendes Beispiel eines MIPs, in dem alle Variablen ganzzahlig gefor-
dert sind. Diesen speziellen Fall nennt man auch rein-ganzzahliges Problem:

Z(X) =min{-y1 - 2y2 1y = (y1,32) € X}
wobei die zulissige Menge X definiert ist durch
X={y=(y1,y2) €22 :n > 1
—y1 = -5
—y1 — 0.8y2 > —5.8
y1 — 0.8y2 > 0.2
—y1 — 8y2 > —26}.

v

Mit den Variablen von Definition [[L1]ist dann n = A = ¢ = 0 und

1 0 1
-1 0 -5
m=2p=2,f=(-1,-2),B=|-1 —08| undb= | 538
1 -0.38 0.2
-1 -8 —26

Graphisch ist die zuldssige Losungsmenge X wie in Abbildung 3| (vgl. [20]) zu erkennen
gerade die Menge aller ganzzahligen Punkte in Px. Wie aus der linearen Optimierung be-
kannt erhdlt man nun eine Optimallésung der linearen Relaxation mit zulédssiger Menge Px
durch Verschieben der Zielfunktion in Richtung der Minimierung (vgl. [15]).

direction

AY2 of
minimization
3 1 o o o
4
2 - o o o
Px
1 = o
% \ § Y Y Y Y »o

Abbildung 3: Unser MIP mit zuléssigem Bereich X und Formulierung Px
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1. Losen wir dieses MIP nun mit Branch & Bound so erhalten wir im ersten Schritt als
untere Schranke den Wert der Optimallosung der linearen Relaxation. Diese liegt im
Punkt @ = (22, 21) mit Optimalwert —32 — 2401 — 16
Danach kommt es zum Branching beziiglich der Variable y; mit

Py = PxN{(z,y) eRT xRE 1y < |a1] =3} und
Py = Px n{(z,y) € RY xRY 1y > [a1] = 4}.

Abbildung || illustriert nun das Aufzweigen der Menge Py in die 2 Mengen P$ und
P)l(. Man erkennt, dass die vorherige Optimallésung der LR nun in keiner Menge
mehr enthalten ist und somit verworfen wird (vgl. [20]).

direction

Ayz of
3 - o o a o minimization
2 - OPOX (o] o)
P1x
1 = () X e}
- Y A § Y o
1 2 3 4 5 y1

Abbildung 4: Branching unseres MIPs

Folgen wir nun unserem Branch & Bound Algorithmus so erhalten wir folgenden
Branching-Baum in Abbildung [5| (vgl. [20]).
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(xVyV)=(356,281)=a
Z(V)= -9.16

fractional sol.

Branch

y1$3 y124

VyV)=(3,2875)=h
Z(V)= -8.75
fractional sol.
Branch

xVyVy=(4,2.25=d
(V)= -8.5
fractional sol.
Branch

y223

WyV)=42,2)=9
Z(v)= -8.2
fractional sol.
Branch

Z(V) = +ec
Infeasible,
Prune

(vayV) =@3,2)=¢ Z(V) = +ec
Z\V)= -7 Infeasible,
integer sol. Prune

r, Prune
Best so far, y125

V)= ,2)=f oyV)=(5.1)=9

Z(v)= -8 zZ\v)= -7
integer sol. integer sol.
Best so far, Dominated,
Prune Prune

Abbildung 5: Branch & Bound Baum unseres MIPs

Die Knoten werden dabei in der Reihenfolge der Auswahl in Schritt 3 nummeriert.
Der erste Knoten stellt die lineare Relaxation unseres Problems dar. An jedem wei-
teren Knoten wird entweder Pruning oder Branching angewendet. Haben wir ein
Branching so ist auf der Kante die Branching Variable und deren Wert eingetragen.

2. Als Nichstes wollen wir den Ansatz der giiltigen Ungleichungen in Form von Neu-
formulierungen A Priori veranschaulichen. Dazu betrachten wir in unserem Beispiel
die Familie

_ 2 .~ Yy1—Yy2 > —6
C_{(ylayQ)eR—i-' y1—y2 >0 }

Diese hat wie in Abbildung [6] zu sehen keinen Einfluss auf die zuléssige Menge X,
allerdings erhalten wir fiir unser relaxiertes Problem den zuléssigen Bereich Py =
Px NC C Px (vgl. [20]).
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direction
AY2 of
minimization
3 4 o
2 - o o
1 = g o
- \ Y Y Y Y o
1 2 3 4 5 y1

Abbildung 6: Engere Formulierung Px unseres MIPs

Durch das Hinzufiigen dieser giiltigen Ungleichungen haben wir also eine A Priori
Neuformulierung vorgenommen. Wenden wir nun Branch & Bound auf unser neu-
formuliertes System an so erhalten wir den Branching-Baum, der in Abbildung
dargestellt ist. Dieser hat nun deutlich weniger Knoten, fiihrt also somit schneller
zum gewiinschten Optimalwert. Dies ist zu erkldren durch die verbesserte untere
Schranke, die wir im 1. Knoten erhalten.
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(xVyVy=(3.14,2.86) = @’
Z(V)= -8.9

fractional sol.

Branch

y1<3 124

xVyV)=(3,2.875)=h
Z(V)= -8.75
fractional sol.

Branch
V) =(4,2)=f
Z(V)= -8
y2< 2 y22 4 integer sol.
Best so far,
Prune

«Wy)=(3,2)=¢c  Z(V)=+=x
Z\V)= -7 Infeasible,
integer sol. Prune

Best so far, Prune

Abbildung 7: Branch & Bound Baum nach Neuformulierung unseres MIPs

3. Fiigen wir nun die gleiche Familie giiltiger Ungleichungen C nicht A Priori hinzu,

sondern wie in Kapitel beschrieben im Laufe des Branch & Cut Algorithmus so
erhalten wir nach dem ersten Aufruf des Schnittebenenverfahrens den in Abbildung
eingezeichneten relaxierte Optimalwert a’. Dies geschieht wie folgt:
Zuerst 16sen wir die lineare Relaxation mit zulédssiger Menge Px und erhalten den
Punkt a. Nun lésen wir das Separationsproblem SEP(a|C) und erhalten so die ver-
letzte Ungleichung y1+y2 < 6. Diesen identifizierten Schnitt fiigen wir nun zu unserer
Formulierung hinzu und 1ésen wieder die lineare Relaxation um Punkt a’ zu erhal-
ten. In diesem Prozess haben wir also das Dreieck aga’ von der zulissigen Menge
abgeschnitten. Allerdings bleibt dadurch die Menge X unverindert. Nach Losen des
Separationsproblems SEP(a|C) stellen wir fest dass keine weiteren Ungleichungen
der Familie C verletzt werden, also haben wir fiir unsere aktuelle Formulierung das
Optimum gefunden. Da die Lésung aber nicht ganzzahlig ist branchen wir nun mit
unserer beschnittenen Formulierung weiter. Es ist leicht einzusehen dass die andere
Ungleichung y1 — 2 > 0 aufgrund der Richtung der Optimierung nie verletzt wird.
Somit werden wir im weiteren Verlauf des Branch & Cut Algorithmus keine Schnitte
mehr hinzufiigen koénnen und wir erhalten ebenfalls den Branching Baum [7] wie er
beim Ansatz der A priori Neuformulierung entstanden ist (vgl. [20]).
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direction

AY2 e
3 4 o b\’ b minimization
2 - o / / c o o
w
1 = () (] e}
\ cut
y1ty2 <6
h h h § b § Y o
1 2 3 4 5 y1

Abbildung 8: Hinzugefiigter ~Schnitt ¢4 + 3o < 6 1im ersten Schritt des
Schnittebenenverfahrens
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2 LosgroBenprobleme

Im Folgenden klédren wir zunéchst was wir unter einem Losgréflenproblem verstehen und
werden dann im Anschluss eine mathematische Modellierung vornehmen.

2.1 Problemstellung

Immer wenn im Zeitverlauf Produkte zu verschiedenen Zeitpunkten nachgefragt werden
stellt sich das Problem der Festlegung von Losgroflen der Produkte. Genau dies Bil-
dung von Losen wollen wir in einem Losgréfenproblem beschreiben. Interessant sind
Losgrofienprobleme vor allem wegen ihrer besonderen praktischen Relevanz da in jedem
Unternehmen im Rahmen der operativen Produktionsplanung als zentrales Entscheidungs-
problem erortert werden muss welche Produkte wann in welcher Menge hergestellt werden
gegeben eine prognostizierte Nachfrage. Dies ist durchaus ein schwieriges Problem, jedoch
lassen sich durch Optimierung dieses Erorterungsprozesses Kosten beachtlicher Héhe spa-
ren.

Bei der Modellierung eines Losgréflenproblems miissen wir verschiedenste Gegebenheiten
beachten. Zunéchst einmal wollen wir die Gesamtheit der Kosten, die mit der Produk-
tion verbunden sind, minimieren. Diese bestehen in der Regel aus Produktionskosten,
Lagerhaltungskosten und Set-Up-Kosten. Es geht also im weitesten Sinne um die Frage
ob es sinnvoller ist frith zu produzieren und die Produkte dann zu lagern oder erst zu
produzieren wenn die Produkte auch gebraucht werden und sie dann direkt abzusetzen.
Ersteres hat den Vorteil dass die Maschine weniger oft gestartet werden muss und damit
die Set-Up-Kosten klein sind, bei der zweiten Variante haben wir hingegen kleine Lager-
haltungskosten. Optimieren wir das Losgréflenproblem, so wollen wir also einen optimalen
Trade-Off zwischen beidem finden.

Als Nebenbedingungen haben wir Anforderungen an die Produktion, die Nachfrage oder
den Lagerbestand, wie z.B. Sicherheitsbestéinde oder Kapazitéitsbeschrinkungen an die
Maschinen. Auflerdem kann es noch gewisse Restriktionen beziiglich der Set-Ups der Ma-
schinen geben. Dazu hat man in der Praxis noch sogenannte Auftragsbestande (backlogs),
d.h. Auftréage die noch aus vorherigen Perioden stammen und die meist gegen eine gewisse
Strafgebiihr in folgende Perioden ,,mitgenommen® werden diirfen.

2.2 Mathematische Modellierung

Die Modellierung eines Losgréflenproblems hat, wie schon im vorherigen Kapitel erwéhnt,
entscheidenden Einfluss auf die Laufzeit des Branch & Cut Algorithmus und die Giite der
erhaltenen Losung. Daher ist es unerlisslich die gegebenen Bedingungen von Anfang an
verniinftig zu formulieren.

Wir stellen nun im Folgenden unser mathematisches Modell zu einem Losgréfienproblem
Schritt fiir Schritt auf. Unser Losgrofienproblem habe dazu NI Produkte, die auf NK
Maschinen produziert werden kénnen und einen Planungshorizont von NI Perioden.
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Die Basisdaten sind mit der Notation von [4] gegeben durch:

di ist die Nachfrage nach Produkt i in Periode t.
pik  gibt die Produktionsrate von Produkt i auf Maschine k in Periode t an.
Ci* st die maximale Produktion von Produkt i auf Maschine k in Periode t.
LF  steht fiir die Gesamtkapazitit von Maschine k.

af” ist die benotigte Kapazitat von Produkt i auf Maschine k in Periode t.

bik ist die benstigte Fixkapazitit falls Maschine k fiir Produkt i in Periode t eingerichtet ist.

pi¥ sind die Produktionskosten von Produkt i in Periode t auf Maschine k
& sind die Set-Up-Kosten von Produkt i in Periode t auf Maschine k

hi sind die Lagerhaltungskosten von Produkt i in Periode t

Unsere Basisvariablen definieren wir wie folgt:

st ist Lagerbestand von Produkt i in Periode t.
ri  ist Auftragsbestand/-iiberhang (backlog) von Produkt i in Periode t.
zi* ist Produktion von Produkt i auf Maschine k in Periode t.

yik st Set-up Variable von Produkt i auf Maschine k in Periode t.

Wir betrachten ein einstufiges Mehrprodukt, Mehrmaschinen Problem (multi-item, multi-
machine single level problem), bei dem ein oder mehrere Produkte auf jeder Maschine
wéhrend einer Periode hergestellt werden. Einstufig bedeutet dabei, dass wir keine Zwi-
schenprodukte, sondern nur Endprodukte in unserem Modell haben. Mit der Uberlegung
von oben ergibt sich folgende Zielfunktion:

NT NI NK A
min > Y (hisi+ Y piFait + £y
t=1 i=1 k=1
Dazu konnen folgende aufgestellt werden:
st -1+ Zpékwik =di+ s —rl fir alle i,t, (1)
k
zik < Cytk fiir alle i, k, t, (2)
> aFalt +3 bikyF < LF fir alle k, t, (3)
i i
z,s,r >0, ye{0,1}. (4)

Gleichung (1| ist die Lagerhaltungsgleichung (flow balance constraint), die gewéhrleistet
dass die Summe der Nachfrage und der Differenz (Bestand - Auftragsbestand) der aktuel-
len Periode mit der Summe aus Produktion der aktuellen Periode und Differenz (Bestand
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- Auftragsbestand) der letzten Periode iibereinstimmt. Diese ldsst sich wie in Abbildung
|§I als Fluss darstellen (mit NK = 1, pi = 1 und ohne Backlogs) (vgl. [20]). Dabei muss in
jeden Knoten genauso viel hineinflielen wie wieder herausfliefit.

Gleichung [2] ist die sogenannte VUB Ungleichung (variable upper bound constraint), die
sicherstellt dass nur produziert wird falls die Maschine auch zur Produktion bereitgestellt
wurde.

Gleichung |3 ist die Maschinenkapazitéitsungleichung (machine capacity constraint).

Gleichung {] ist die Nichtnegativitdtsbedingung

|
s%%éféﬁﬁi%

Abbildung 9: Die Flusserhaltungsgleichung

Da in der Praxis zur Bereitstellung einer Maschine héufig Kosten verursacht werden bzw.
Zeit verbraucht wird, fithren wir folgende zusétzliche Variablen ein:

zi¥ st die Start-up Variable, es gilt 2/ = 1 genau dann wenn Maschine k in
Periode t zur Produktion von Produkt i lduft und in Periode i-1 nicht lief
(also yi¥ = 1 und yi* |, = 0)

wik st die Switch-off Variable, es gilt wi¥ = 1 genau dann wenn Maschine k in
Periode t zur Produktion von Produkt i lauft und in Periode i+1 nicht lauft
(also yi* =1 und yi* | = 0)

Damit erhalten wir folgende zusétzliche Nebenbedingungen:

zZil wgk = yﬁil - yzk fiir alle 7, k, ¢, (5)
k< yék fur alle 1, k, ¢, (6)
z,y € {0,1}. (7)
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Beweis.

LFal: yk, =1=yll =2* =0=w* und 0-0=1-1

2. Fall: yb, =0=yf =¥ =0=w*® und 0-0=0-0

3.Fall ¥ =land yi* =0= 2%, =1, wi¥=0 und 1-0=1-0
4. Fall: y* =0and yiF =1= 2k, =0, wi¥=1 und 0-1=0-1

O

Oftmals findet man die Nebenbedingungen [5| in der Literatur auch in der alternativen
Form

zh >k — gk fir alle 4k, t, (8)
bzw
wif >yt — gk fir alle 4, k, ¢, 9)

Dariiberhinaus nimmt Nebenbedingung [3| bei Anwesenheit von Start-Up’s oft die einfache
Form

> yih <1 fiiralle k¢, (10)

7

an mit LF =1 fiir alle k,¢ und ai* = 0,b* =1 fiir alle i, k, t.
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3 Giiltige Ungleichungen

Im Folgenden werden wir uns nun schrittweise giiltige Ungleichungen bzw. Neuformulie-
rungen fiir gegebene Nebenbedingungen herleiten. Dabei gehen wir zunéchst nochmals
auf den Unterschied zwischen dem FEinfiigen von giiltigen Ungleichungen a Priori und
dem Einfiigen wiahrend des Branch & Cut Algorithmus’ ein. Danach betrachten wir Neu-
formulierungen fiir Sicherheitsbestdnde und Probleme mit Zwischenprodukten. Gefolgt
werden diese Abschnitte von einer etwas anderen Sichtweise, die Variablen fiir Start-Ups
und Changeovers der Maschinen beinhaltet. Dabei werden wir zwischen einem ,Small
Bucket Model* und einem ,Big Bucket Model“ unterscheiden. Abschlielend befassen wir
uns mit Neuformulierungen fiir minimale Produktionsldufe und Produktion unter Vollaus-
lastung. Zusétzlich dazu existieren allgemein giiltige Ungleichungen wie z.B. die Gomory,
Flow Cover oder Lift-and-Project Ungleichungen, deren Herleitung der interessierte Leser
in [11], [21] und |12] nachlesen kann.

3.1 Neuformulierung A Priori
3.1.1 Unkapazitiertes Modell

Betrachte zunéchst nur ein Produkt auf einer Maschine ohne Backlogging. Wir erhal-
ten

St—1 +xy =dy + s fiir alle ¢, (11)
1 < Cyyy  fiir alle ¢, (12)
x,s >0, ye{0,1}.

Ignoriert man nun die Werte von C} und betrachtet das Problem somit als unbeschrankt,
so konnen wir die Nachfrage im Intervall [¢,...,I] wie in Abbildung |10| betrachten (vgl.

3)-

production

St—1 4.< i 1 }-- Ty
1 i

df i d,[

Abbildung 10: Nachfrage im Intervall [¢, ..., 1]

Um die aggregierte Nachfrage dy = ZlT:t d; zu befriedigen gibt es nur die Moglichkeit
in diesem Intervall zu produzieren oder aus dem Eingangsbestand s;—1 zu zehren. Somit
ergeben sich die giiltigen Ungleichungen

Si—1 > du(1 =yt — Ysg1 — - — Y1) (13)
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Von diesen Ungleichungen gibt es fiir jede Wahl von ¢ genau ¢t Ungleichungen. Damit
erhalten wir

NT

NT(NT +1
S i (2+) € O(NT?)
t=1

Ungleichungen welche A Priori zum Modell hinzugefiigt werden kénnen.
In der Praxis bewirkt allerdings schon das Hinzufiigen der NT giiltigen Ungleichun-
gen

Sg—1 > di(1 —y) firallet=1,...NT (14)

entstanden durch simples Setzen von [ = ¢ in obiger Gleichung , enorme Verbesserun-
gen in der Qualitdt der unteren Schranke des Werts der LP Relaxation (vgl. [4]).

Betrachten wir noch den Fall der Anwesenheit von Start-Up’s und Backlogging-Variablen.

Haben wir Start-Up’s gegeben so beobachten wir dass y¢ + y¢+1 + ... +y; = 0 genau dann
wenn yz+2¢41+...+2; = 0. So lasst sich Gleichung auch schreiben als

St—1 > du(l —ye — 2041 — .. — 21) (15)

Zusétzlich sehen wir aber dass der Startbestand der betrachteten Periode [t,t+1,...,1] die
Nachfrage d, enthalten muss falls y; +yi11 + ... + yr = Y+ + 2e41 + ... + 2 = 0. So erhalten
wie die stérkere giiltige Ungleichung

l
St—1 = ZdT(l_yt_Zt—i—l —...—2’7—). (16)

T=t

Haben wir zusétzlich Auftragsbesténde (backlogging) gegeben so lassen sich und
unter Benutzung der Backlogging-Variablen r, verallgemeinern zu

Se—1+ 1 >dy(l —yr — z¢41 — ... — 27) (17)

und
! !
St*1+ZTT ZZdT(l_yt_Zt+1_-“_ZT) (18)
T=t T=t

Zuletzt erlauben wir nun mehrere Maschinen und erhalten als direkte Verallgemeinerung

von (T8)

l l NK
R B P A P (| (19)
T=t T=t k=1

(vel. [3]).
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3.1.2 Kapazitiertes Modell

Fiir den Fall dass mit C' = max; Cy eine Beschréankung vorliegt erhélt man noch schérfere
Ungleichungen.

Aggregiert man z.B. die Flusserhaltungsnebenbedingungen iiber dem oben betrachteten
Interval [¢,] und schétzt mit den VUB Ungleichungen ab

t t
Zsj'fl + x5 = Zdj + 85
j=k =k

t t
<C> Y+ sia
=k =k

so erhalten wir folgende Ungleichung

!
St—1+ C’Z Yr > dy (20)

T=t

t

Sp—1 >0 und Zyj €7
=k

Halten wir nun t fix und variieren [ > ¢ so erhalten wir fiir diese Menge von Unglei-
chungen die gemischt-ganzzahlige Rundungs-Ungleichung (MIR = mized-integer rounding
inequality) (vel. [16])

I
si—1 > pu(nu — Zyr) (21)

T=t
N = (du/Cl und  py = dy — C(Utl - 1)

Da fiir jedes t genau t solcher Ungleichungen existieren erhalten wir nach der Rechnung
von oben wieder O(NT?) Ungleichungen die A Priori hinzugefiigt werden konnen.
Dariiberhinaus zeigt [13] wie weitere MIR-Ungleichungen aus dem 0-1 Knapsack Problem
hergeleitet werden koénnen.

Wihlen wir nun eine Teilmenge @ C {t,t + 1,..., NT} der GroéBle p und sortieren die
Elemente von @ nach den nichtfallenden Werten von pg, z.B. sei Q = {q1, ..., gy} mit 0 <
Pg < - < pg, < C. Dann ldsst sich Gleichungverallgemeinern zZu

p qu
St—1 Z Z (pQu - pQufl)(T’(Iu - ZyT) (22)
u=1 T=t

Fiir den Fall eines Mehr-Maschinen Problems mit Backlogging lésst sich diese Ungleichung
auch verallgemeinern, siehe dazu [3].
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3.2 Schnittebenen

Wie schon in Kapitel [I.3] beschrieben lassen sich in Branch & Cut basierten Systemen wie
z.B. CPLEX, XPRESS, MINTO oder BC-OPT die hergeleiteten zuldssigen Ungleichungen
A Priori hinzufiigen. Eine Alternative dazu ist jedoch die automatische Generierung von
Schnittebenen, die diese Systeme beherrschen. Dabei erkennen sie gewisse Nebenbedin-
gungen und kombinieren die Ungleichungen wie im vorherigen Abschnitt vorgefiihrt.

Als Beispiel fiir eine solche Schnittebene konnte das Kombinieren von mit ¢ = k mit
der VUB-Ungleichung sein. Dabei wird auch die Nichtnegativitdt der si benutzt. Aus
der erhaltenen Ungleichung

sp—1 + Cryr > dy, (23)
Sk—1 Z 07 Yk € {07 1}7 (24)

generieren die Systeme automatisch Ungleichung und durch weiteres Kombinieren

auch die Ungleichungen und .

Sowohl Ungleichung als auch sind Teil einer exponentiellen Familie von Unglei-
chungen. So ist ein Teil der folgenden exponentiellen Familie

t

siert Y w2y dil= Y ) (25)

j€{k,...t}nT j=k i<jieT
fir alle k,¢t,7 mit k<t und T C{k,...,t}.

Fiir den kapazitierten Fall kann man diese Ungleichungen auch verallgemeinern siehe [18]
oder [2].

Damit solche Systeme moglichst viele solcher Schnittebenen generieren ist es wichtig, dass
eine den Systemen angepasste Formulierung zu Grunde liegt. Wenn z.B. die Flusserhal-
tungsgleichung [11]in der Form

t
> aj>dy fiiralle t (26)
j=1

vorliegt, so wird keines der genannten Systeme die Ungleichung generieren (vgl.

14])-
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3.3 Sicherheitsbestande - Nettonachfragen

Als Néchstes beziehen wir nun Sicherheitsbestédnde in unsere Modellierung mit ein. Dazu
definieren wir uns unseren Startbestand mit S, und positive Sicherheitsbestdnde zum Ende
von Periode ¢ mit S,.

So+x1=di + 51 (27)
S 1+x=dy+s furallet=2,...,.NT (28)
s> 8, firallet=1,...NT (29)

Nun ist Ungleichung immer noch giiltig, aber es ist unwahrscheinlich dass sie verletzt
wird da s;—1 > S;_; (vgl. [3]).

Eine Neuformulierung kénnen wir nun durchfithren indem wir uns sogenannte Nettonach-
fragen d; definieren. Dazu setzen wir zunéchst

S, :=max{S,,S,  —d;} firallet=1,..NT.

Nun definieren wir uns §; = s — 5, > 0 und die Nettonachfragen dy = di + S — S 1.
Damit erhalten wir

§t_1 +x¢ = Jt + S~t, §t > 0.
Ungleichung nimmt nun folgende Form an
11> di(1— )

Diese konnte durchaus verletzt sein, auch wenn die urspriingliche Ungleichung es nicht
war (vgl. [4]).

Dariiberhinaus kénnte man noch eine weitere Anderung vornehmen falls fiir manche ¢
Jt > (; gilt. Indem man sich von ¢t = NT,...,2 zuriickarbeitet sehen wir dass §;_1 >
Si—1 = (Jt + 8 — Cy)Tmit §y7 = 0 gilt. Danach arbeiten wir wie oben um die unteren
Schranken §; auf den neuen Bestandsvariablen $; zu eliminieren.

3.4 Zwischenprodukte - Staffelbestande

Da in der Praxis im Herstellungsprozess oft Zwischenprodukte auftreten, wollen wir im Fol-
genden auch den Bestand dieser in unsere Uberlegungen miteinbeziehen. Diese zusitzliche
Anforderung macht das Modell sehr komplex. In der Praxis wendet man dann meist eine
Dekomposition des Problems an. Ahnlich gehen wir auch vor.

Zur Vereinfachung betrachten wir ein Produktionssystem in dem jedes Produkt genau eine
Einheit seines Vorgéangerprodukts benétigt. Genauso gut kann man die folgenden Trans-
formationen aber auch auf beliebige Produktionsstrukturen anwenden.

Wir definieren uns zunéchst den Vorgénger von (Zwischen-)Produkt i als o(7) wobei unser
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Endprodukt 1 sei. Die Flusserhaltungsgleichung éndert sich dann zu
st +ai=20D 45 firallei=2,.. NIt=1,. NT (30)
st 4+al =d+st firallet=1,..,NT (31)

Nun kénnte man durch Kombinieren dieser Gleichungen mit der VUB-Ungleichung z; <
Clyi fiir i = 1 Ungleichung herleiten. Allerdings ist es fiir alle anderen Zwischenpro-
dukte nicht moglich diese giiltigen Ungleichungen zu generieren. Aufgrund dieser Tatsache
fithren wir sogenannte Staffelbesténde(echelon stocks) ein um dieses Problem zu umgehen

(vel. [4]).

Definition 3.1.
Der Staffelbestand eines Produkts i zur Zeit t ist dabei genau der gesamte Bestand im

System, also der eigene Bestand plus alle Bestinde von Nachfolgeprodukten die Produkt i
beinhalten (vgl. [5]).

e} =s; und el=si+ ef(i) firallei>2, t=1,..,NT

M

Abbildung 11: Ein System mit Zwischenprodukten

In Abbildung ist beispielhaft ein solches System mit Zwischenprodukten dargestellt
(vgl. [17]). Die Staffelbesténde in diesem Beispiel sind gegeben durch
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1.1
€t = St

2 _ 2 1 2 1
e; = s; +2e; = s; +2s

e} =53 + 2 = 57 + 257 + bs;

e} = s} 4 3e? = s} + 357 + 65}
e = 57 + 2e? + 3¢} = 57 + 355 + 852 + 195,

e?:s?+e§:s?+s§’+253+55%

Gleichung und kénnen nun umgeschreiben werden zu
ei_l + xi = di + ei fir alle 4,¢ (32)

el > e?(i) fiir alle 7, ¢ (33)
wobei sich Gleichung aus der Nichtnegativitit der si ergibt.
Nun ist es moglich die giiltige Ungleichung

ei-1 > di(1-1})

fir alle Produkte herzuleiten. Beziiglich der alten Variablen lésst sich die Ungleichung
folgendermaflen schreiben

ST sl >di1 -y

JEP(i)

wobei P(i) die Menge aller Produkte ist die Produkt i enthalten.

3.5 Startups und Changeovers

Im Weiteren gehen wir nun auf Nebenbedingungen fiir Start-Ups und Changeovers ein.
Dabei findet auf einer Maschine ein Changeover von i nach j genau dann statt wenn
einem Startup von Produkt j ein unmittelbarer switch-off von Produkt i voraus geht.
Wenn wir nun im Folgenden unser Modell beschreiben so ist eine entscheidende Gréfie die
Wahl der betrachtete Zeitintervalle. Betrachten wir gréflere Zeitintervalle so sprechen wir
von einem Big-Bucket-Modell, in dem viele Ereignisse pro Periode eintreten kénnen. Der
gegengesetzte Fall ist das Small-Bucket-Modell. Hier sind die Zeitintervalle kurz und es
kann vergleichsweise wenig pro Intervall geschehen (vgl. [4]).
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3.5.1 Small-Bucket Modelle

Zunéchst betrachten wir ein Modell in dem nur ein oder zwei Produkte pro Periode herge-
stellt werden kénnen. Unser Ziel ist es dabei enge Formulierungen fiir Startups und Chan-
geovers zu finden. Kénnen wir nur ein Produkt pro Periode produzieren so lisst sich die
Produktionssequenz einfach schreiben. Fiir NT = 6 gibt die Sequenz {1}{2}{4}{3}{3}{6}
an dass die Maschine in Periode 1 fiir Produkt 1 eingerichtet wurde, in Periode 2 fiir
Produkt 2, usw. Diese Situation lésst sich einfach modellieren durch die Nebenbedingun-
gen , @ und , eingeschrankt auf eine Maschine und mit der zusétzlichen Unglei-
chung

2 <1—yl, firallei,t

Erlauben wir nun die Produktion von 2 Produkten so lassen wir dabei nur einen Produkt-
wechsel pro Periode zu. Eine zuléssige Sequenz {12}{23}{3}{34}{42}{2} fir NT = 6 gibt
nun an dass in Periode 1 die Produkte 1 und 2 produziert werden, in Periode 2 die Produkte
2 und 3 usw. Schreiben wir das System nun um zu {12}{23}{33}{34}{42}{2} so erken-
nen wir dass Produkt 2 in Periode t-1 gleich Produkt 1 in Periode t sein muss. Folgende
Ungleichungen beschreiben nun zusammen mit diese Sequenzen:

D yi<14) 2 firallet (34)

d z <1 firallet (35)

(2

22l <wyi o fiiralled,t (36)

Um nun zu verstehen ob diese Formulierung verbessert werden kann betrachten Karmarkar
und Schrage ein Modell, das sequenzabhingige Changeovers beinhaltet (vgl. [9]).

Dabei wird angenommen dass ein Dummy-Produkt existiert, welches fiir den Stillstand
der Maschine steht. Betrachte nun das Polyeder () der Fliisse von Produkt i zu Produkt j
beziiglich der Zeit t

X =q firj=1,.,NI t=1,..,NT (37)

dXP =dqi, firi=1,.,NI t=1,.. NT (38)
j

qu =1, (39)

Dabei ist ¢/ der Fluss durch Knoten (i,¢) und x? der Fluss von Knoten (i,¢ — 1) zu
Knoten (j,t). Dies die engstmégliche Formulierung in dem Sinne, dass falls keine anderen
Nebenbedingungen vorhanden sind, wir eine ganzzahlige Lésung bekommen (vgl. [4]).
Ohne die Variablen x;” mit i # j ergibt sich folgendes Resultat
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Proposition 3.2 (Constantino 1996). :
Fiir das Polyeder Q ist proj, «(Q) gegeben durch

dgi=1  firt=0,.,NT
t
g >\ firi=1,..NI
t=1,..,NT

Gy > XY firi=1,..NI
t=1,..,NT
GHa o+ x?<1+xy  firi=1,.NI
Qi
t=1,..,NT

xi>0  firi=1,..NI
t=1,..,NT

eine verstirkende Neuformulierung (vgl. [6]).

Beweis. siehe [6]

(45)

O]

Im Folgenden interpretieren wir diese Proposition fiir die Fille einer bzw zweier Setups

pro Periode (vgl. [3]).

t=1 =2 t=3 t=4 t=5 t=1 t=2 t=3 t=4
i=1 =1
1_5 Ji=3 =5} 1;
i=4 i=4 &
{1y {2} {2} {4} {3} {12} {2} {24} {43}

Abbildung 12: Small-Bucket Modell: 1 und 2 Set-Ups
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3.5.1.1 1 Set-Up pro Periode Um nun Proposition nutzen zu koénnen miissen wir
unsere Set-up und Start-up Variablen adidquat definieren um das Polyeder () darstellen zu
konnen.

Den Fluss durch Knoten (j,¢) konnen wir nun so interpretieren dass ein Set-up von Pro-
dukt j in ¢ vorliegt. Also setzen wir y] = ¢/. Als Néchstes betrachten wir den Fluss von
Knoten (i,t—1) nach (j,¢). Nun gilt x;” = 1 genau dann wenn y;_; = y;. Also sind unsere
Start-up und Switch-Off Variable definiert durch

Z Xil = yt

Jij#i
i g i i
Wy = E Xt+1 = Yt — Xe+1
JijF#i

Damit haben wir unser Polyeder Q definiert und kénnen Proposition[3.2]anwenden um eine
stiarkere Formulierung fiir Set-Ups, Start-Ups und Switch-Offs zu erhalten:

Zyz =1 fir allet =0,...,NT (46)
2 <y firallei =1,..., NI (47)
t=1,..,NT
yi— =yl —wl firallet =1,...,NI (48)
t=1,...NT
viata+ Y W-z)<1  firallei=1,., NI (49)
Jig#
t=1,..,NT
Ziwli >0  firallei=1,..,NI (50)
t=1,..,NT

Dabei folgt (46) aus . mit Schlupfvarlablen zi und wi_; aus und (43). Glei-
chung 1.) folgt durch Ehmlnlerung der x;’ in der Definition von Zt und wi, Unglelchung
aus (45| und der definition der z} und zu guter Letzt . ) aus nach Substitution.
Nun erhalten wir mit Ungleichung einen Schnitt der die Formulierung am Anfang
des Kapitels verstéirkt (vgl. [6]). Interpretativ sagt er dass genau eine der 3 Méglichkeiten
€5 besteht ein setup fiir Produkt i in Periode t-1%, ,es besteht ein Startup fiir Produkt 4
in Periode t“ und ,ein anderes Produkt als i wird sowhl in t — 1 als auch t produziert®
eintreten kann (vgl. [3]).
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3.5.1.2 2 Set-Ups pro Periode Wieder wollen wir nun Proposition anwenden, dieses
Mal allerdings fiir den Fall zweier Setups pro Periode. Fiir diesen Fall miissen wir die
Variablen jedoch anders interpretieren. Dazu betrachten wir nochmals Abbildung

Es existiert genau dann ein Setup fiir Produkte i und j wenn ¢}_; = g/ = x;’ = ¢} — x%".
Also bedeutet qz = 1 dass die Maschine am Ende von Periode t fiir Produkt j aufgestellt
ist. Dazu definieren wir unsere Start-Up Variable durch

Z X = Qt ”
Jig#
und unsere Switch-Off Variable durch
wi= Y X’ =qi1— X
JiyFi
Als Set-Up Variable fiir Produkt ¢ und Periode ¢ leiten wir
Yi=q g — X = a1+ 2 = w2+ X

her. Mit diesen Gleichheiten und proj, ,.i(Q) erhalten wir folgende Formulierung:

Z (i —2) =1 fir allet =1,...,NT, (51)
i
22 <yl fir allet =1,..., NI, (52)
t=1,.. NT,
yi— 2=yl —wl_ fir allet =1,..., NI, (53)
t=1,.. NT,
vi+ Y Wy — 2y —2) <1 firallei=1,.., NI, (54)
Jig#
t=1,..,NT,
2wl >0  firallei=1,..,NI, (55)
t=1,.. NT.

Dabei folgt (51]) aus . und den Definitionen von yt und zt, (52) aus . und den Defi-
nitionen von 2! und Y, mit Schlupfvariablen z; und wj aus (42) und ( - Gleichung
lb rithrt wieder von den Deﬁmtlonen von z und w! 41, die genutzt Wurden um ¢ zu eli-
minieren und danach die Definition von y; um x}* zu eliminieren. Auflerdem Ungleichung
(54) von (44) mit geeigneten Substitutionen.

Hier ist nun ein Schnitt der unsere urspriingliche Formulierung verstéirkt. Die Un-
gleichung sagt aus dass genau eins der 2 Ereignisse ,es exisitiert ein Setup fiir Produkt
1 in Periode t“ und ,es existiert ein Setup fiir irgendein anderes Produkt als i“ eintritt

(vel. [4]).
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3.5.2 Big Bucket Modell

Im Folgenden betrachten wir eine andere Situation, in der Setups fiir mehrere Produkte
pro Periode erlaubt sind. Dabei wollen wir die Changeover Kosten modellieren.

Wir gehen zunéchst von einer Periode aus. Sei das erste produzierte Produkt ¢ = 0 und
das letzte i = n + 1. Dazu sei y* die Anzahl der Setups von Produkt i in der Periode, y%
die Anzahl der Wechsel von Produkt i auf Produkt j und ¢ eine obere Schranke fiir die y;.
Haben wir als Beispiel die Setup Sequenz 1,2,2,3,4,2,3 so nehmen unsere Variablen
folgende Werte an

n
WOL = 12222 (3235

Das Big-Bucket Modell kann durch folgende Formulierung angegeben werden

d XY =1 (56)
J7#0

> X =y (57)
;
Z X7 =y (58)

Z Xi,n+1 -1 (59)

i#n+1

yi. X7 € {0,1,....q} fiir alle (4, §), (60)

Die Modellierung erinnert nun stark an das Travelling Salesman Problem(TSP), siehe [16].
Der Unterschied dazu ist nur, dass wir hier mit ganzzahligen Variablen umgehen miissen
wohingegen wir beim TSP nur Binérvariablen haben.

Proposition 3.3.

1. Ein Vektor (y,x) der obigen Anforderungen @)-(@) gentigt steht fiir eine zuldssige
Produktionssequenz genau dann wenn im induzierten Multigraph kein unzusammen-
hangender direkter Eulerscher Teilgraph existiert.

2. Die zuldssige Ungleichung
g 1
Z x" SZy’—fyk firk e S (61)
(i,))€E(S) ies q

eliminiert solch einen Multigraph auf der Knotenmenge S C {1,...,n}, wobei E(S)
fir die Menge aller Paare (i,7) steht miti,j € S (vgl. [3]).
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3.6 Minimale Produktionslaufe - Produktion unter
Vollauslastung

Wir zeigen im Folgenden wie man Neuformulierungen fiir typische Nebenbedingungen von
Small-Bucket Modellen herleiten kann, wie sie in der Praxis auftreten. Dabei betrachten
wir wieder ein Ein-Produkt-System (vgl. [19]).

3.6.1 Set-Up Zeiten

Falls auf einer Maschine fiir eine bestimmte Anzahl von Perioden ein Set-Up fiir ein Pro-
dukt bestehen soll, so erhalten wir fiir diese Anzahl « folgende Bedingung

2y Sy firy=t—a+1,..,1 (62)

Als engere Formulierung lassen sich

Zt—a+1 + ...+ 2z < Yt (63)
bzw.
Wi+ oo + Wepa—1 < Yt (64)

Haben wir nun den entgegengesetzen Fall, dass nach der Produktion eines Produkts auf der
Maschine fiir die néchsten 8 Perioden kein Set-Up bestehen soll, erhalten wir

2y <1—y firy=t+1,..,t+0 (65)

und als engere Formulierung analog

Zt41 + otz < 1=y (66)
bzw. (67)
wt_1+...+wt_5 < 1—yt (68)

3.6.2 Produktion unter Vollauslastung

Eine andere Bedingung kann nun sein, dass ein Produkt in allen Perioden, aufler der ers-
ten und letzten, bei Vollauslastung produziert werden muss. Falls also in Periode ¢ — 1
und ¢ ein Set-Up auf der Maschine existiert und in keiner Periode ein Switch-Off statt-
findet so muss die Produktion unter Vollauslastung laufen. Dies ergibt die Nebenbedin-

gung
re > C(ye—1 +yr — w1 —wy — 1). (69)
Diese kann wieder umformuliert werden zur engeren Formulierung
ry > C(yp—1 — wi—1 — wy) (70)

Dabei geht obige Beobachtung ein.
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3.6.3 Minimale Produktionsliufe und Vollauslastung

Nehmen wir nun an, dass es fiir ein Produkt eine minimale Produktionsmenge P gibt, die
produziert werden muss. Die volle Kapazitit sei C und die maximale Kapazitéit in einer
Changeover-Periode sei C mit C < C' < P. Setzen wir

a=[(P-C)/C]
b=[P/C]

Dann ist die kleinste Anzahl der Perioden, die bendtigt wird um P zu produzieren genau
max {a + 1,b} und die hochste Anzahl ist b+ 1.
Betrachten wir nun die Ungleichung

t

ZxTZPwt

T=t—b

so konnen wir dieses verbessern. Falls a = b so erhalten wir fiir alle ¢ > a die giiltige
Ungleichung

Tp—q + ¢ > [P — (a — 1)Cluy (71)
und fallsa =b—1 fir alle¢t > b
Ti_p+ Ti—q + 2 > [P — (CL — l)C']wt (72)

Des weiteren betrachte den Fall, dass die minimale Produktionsmenge in einem Intervall
[t,t 4+ 1,...,1] schon produziert wurde und den Gesamtbedarf dieses Intervalls, also dy =
Zi:t d, iibersteigt. Dieser Uberschuss muss dann Bedarfe von Perioden auBerhalb des In-
tervalls decken. Dies spiegelt sich in folgenden Ungleichungen wieder

l
si+ri—1 > (P—dy)* Z wr (73)
T=t+b
I—b
st > (P—dg)t D 2z (74)
T=t

(vel. [B]).
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4 Anwendung

Nachdem wir nun in Kapitel 3 fiir verschiedenste Gegebenheiten giiltige Ungleichungen
hergeleitet haben wollen wir diese nun exemplarisch an einem Beispiel aus der Praxis
anwenden.

4.1 Probleminstanz b4

Wir betrachten nun ein Problem aus der Realitét, ndmlich die Probleminstanz b4 des
Unternehmens BASF (vgl. [4]).

Dieses Problem ist ein Mehrprodukt, Mehrmaschinen Problem mit Backlogging, Sduberungs-
zeiten CLT® und oberen sowie unteren Schranken fiir die Bestéinde. Es ist ein Small-Bucket
Modell mit maximal 2 Set-Ups pro Periode. Die spezielle Anforderung bei diesem Problem
ist die untere Schranke M B? auf die Produktionsliufe in Tagen von Endprodukten EP.
Dazu soll in allen Perioden aufler der Ersten und Letzten die Produktion unter voller
Kapazitat laufen. Dazu gibt es ein paar Zwischenprodukte IP, denen gewisse Maschinen
zugewiesen sind. Die Koeffizienten RML¥ stehen fiir die Anzahl des Zwischenprodukts
¢ € IP die zur Produktion eines Endprodukts j € EP benotigt werden.

Mit diesem Wissen ist das Modell gegeben durch:

minz (p'p" kxz "y 4 Z (hisi+ e'rl)
ikt
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unter den Nebenbedingungen

Sty + Z playt =Y RMLYpPFal® 4 s (75)
Gkt
—ri 1+Z,0““Zk di4 s —r! fiir alle t und i € EP, (76)
2% 4 CLT i < CFyt*  fiir alle i, k, t (77)
ot + ) CLTwp® < C% fiir alle k, ¢ (78)
- ,

wifl > yzfl — yzk fiir alle 4, k, ¢ (79)
w4 wi’fl <y fiir alle 4, k, t (80)
gk =N "Wt <1 fiir alle k¢ (81)

i i
<1 fiir alle k, t (82)

i
M <yt* fiiralle k tt <1 <t+a* ic EP (83)
S ptapt > MBw* fir alle k,t,i € EP (84)

I=t—pBu:k

2P > OF (k) 4 ytF —wit — Wit — 1) fiir alle i, k, ¢ (85)
s,rt > 0,y,w € {0,1}
sh =950, 1=0,s<s5<5%

wobei %% = [M B?/C*] und o®* = [(MB' 4+ CLT' — C*)/C*].

Dabei sind die Gleichungen (|75]) und die Flusserhaltungsgleichungen fiir die Zwischen-
und Endprodukte. Ungleichungen und sind die VUB und die aggregierten VUB
Ungleichungen und die Start-Up Gleichungen. bis stellen die 2 Set-Ups pro
Periode sicher, die minimalen Produktionsléufe, (84]) die minimale Batchanzahl und
die Produktion mit voller Kapazitét.

Nun kénnen wir eine Neuformulierung mit den hergeleiteten Ungleichungen aus Kapitel 3
durchfiihren:

mlnz pzpz kxlk +Z hz +€ZT}5
i,k,t
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unter den Nebenbedingungen

ot ot = 3 R )
Jik:g#i
—ri 1+Zplk W@+ sl — ! fiiralle t und i € EP, (87)
2P 4 CLT i < CFy*  fiir alle 4, k, t (88)
op* + 3 CLTwp® < €% fiir alle k, ¢ (89)
i 7
wiky >yt — g fir alle 4k, t (90)
yrP ST wiF <1 fiir alle k¢ (91)
7 7
t+abk )
wit <yt i alle k,t,i € EP (92)
=t
t—aik

e 4 2lF > (MB ik — (o — 1)CFYw)*  fiir alle k,t,i € EP (93)

1=t ﬁi,k
zbk > Ck(yt | — wit — wifl) fiir alle 4, k, ¢ (94)
ri s> (MB —di)t > Y wihk o fiir alle ik, 1t mit £+ b <,
k T=t+b
(95)
Si_1 + Zri > Zdi(l — Zszk — Zyik) fiir alle 4, k,1,t (96)
T=t T=t k u=t k

s,rt > 0,y,w e {0,1}

sg =950, 19=0, s<s5<3,

Dabei rithrt Ungleichung (92f) aus aus und , aus , aus
und . aus Komblnatlon von und .

Um nun zu sehen wie die Neuformulierung A Priori die Losung des Problems durch ver-
schiedene Algorithmen beeinflusst betrachten wir die Ergebnisse einiger Instanzen von b4
wie sie in [3] aufgefiihrt sind
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Instance Type NI | NK | NT r c int
b4-10 SB2-5T 22 7| 10 | 1576 | 1233 | 699
b4-10a SB2-5T 22 7| 10 | 1687 | 1233 | 699
b4-12 SB2-5T 22 T 12 | 1904 | 1485 | 849
b4-12a SB2-5T 22 T 12 | 2236 | 1485 | 849

Abbildung 13: b4 Instanzen

In der Tabelle sind zu jeder Instanz die Anzahl der Produkte NI, die Anzahl der Maschinen
N K sowie die Anzahl der Prioden NT angegeben. Dariiberhinaus steht r fiir die Anzahl
der Reihen, c fiir die Anzahl der Spalten und int fiir die Anzahl der ganzzahligen Variablen
in der MIP Formulierung.

Instanz b4 — 10a ist dabei die Neuformulierung zur Instanz b4 — 10 und b4 — 12a analog die
Neuformulierung zu b4 — 12. Betrachten wir nun das Ergebnis verschiedener Algorithmen
mit den gegebenen Formulierungen.

instance code LP XLP P Secs || #cuts | #fcuts | Gap
add del
b4-10 be-prod 12895.3 13509.4 14039 174 617 492 0
be-opt 12931.1 13198.7 14039 190 262 187 0
mp-opt 12931.1 14039 108 0
b4-10a be-prod 13693.7 13852.6 14050.8 28 111 78 0
be-opt 13715.3 13846.5 14050.8 27 143 122 0
mp-opt 13715.6 14050.8 30 0

b4-12 be-prod 14177.4 14994.3 | 16093.4* | 7200* 67 583 | 4.02
be-opt 14212.5 14493 | 16091.6* | 7200 345 249 | 5.05

mp-opt 14212.5 16091.6* | 7200" 5.61
b4-12a be-prod 15564.1 15721.5 16103.9 D67 69 35 0
be-opt 15585.9 15660.9 16103.9 533 40 22 0
mp-opt 15585.9 16103.9 844 ]

Abbildung 14: b4 Ergebnisse

Die Spalte code notiert dabei das benutzte System, siehe , die Spalte LP enthélt den
Wert der urspriinglichen LP Formulierung ohne Schnitte, in der Spalte X LP stehen der
Wert des LPs im Wurzelknoten nach Einfiigen der Schnittebenen und die Spalte I P enthélt
die beste Losung die nach 2h Rechenzeit gefunden wurde. Die Spalte # cuts add zeigt die
Anzahl der hinzugefiigten Schnitte an wohingegen # cuts del die Anzahl der geldschten
Schnitte im Wurzelknoten wiederspiegelt. Zuletzt notiert gap die Ganzzahligkeitsliicke
(duality gap) der besten gefundenen Losung.

Man erkennt hierbei gut, dass die Instanzen, die A Priori neuformuliert wurden, deut-
lich schneller zur Optimallosung fithren als die normalen Instanzen. So terminiert Instanz
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b4 — 10 zwar noch innerhalb der 2h, braucht jedoch ca. 7 mal so lange wie die neuformu-
lierte Instanz b4 — 10a. Allerdings sehen wir, dass schon bei Erhohung der Periodenanzahl
NT von 10 auf 12, wie es in Instanz b4 — 12 der Fall ist, keines der Systeme mit der Stan-
dartformulierung terminiert. Dies hdngt vor allem mit der verbesserten Eingangschranke
der Instanz b4 — 12a, also dem LP-Wert des Wurzelknoten notiert in Spalte X L P, zusam-
men.
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5 Fazit

Losgrofienprobleme kénnen, wie gezeigt, die verschiedensten Strukturen annehmen. In Ka-
pitel 2| haben wir dazu eine grundlegende Modellierung eines solchen Problems vorgenom-
men. Fiir das Teilproblem eines Systems mit einem Produkt und einer Maschine haben
wir damit giiltige Ungleichungen hergeleitet. Darauf aufbauend sind wir in Kapitel [3] auf
die verschiedensten Erweiterungen eingegangen. Unter anderem haben wir zusétzliche An-
forderungen an den Bestand, die Produktion, die Nachfrage oder die Set-Ups betrachtet
und uns fiir jeden Fall verschirfende Formulierungen abgeleitet. Allerdings steht aufier
Frage dass wir damit nur einen Teil der moglichen Strukturen, die in der Praxis auftre-
ten konnen, abgedeckt haben. Wenngleich obere bzw. untere Schranken fiir Bestand und
Produktion oder das Erlauben von backlogging hiufig auftretende Bedingungen sind so
bieten die Losgréflenprobleme doch ein weitaus breiteres Feld an Forschungsmoglichkeiten.
Nur ein Beispiel konnte da die Losgroflenplanung auf parallel geschalteten Maschinen sein.
Des Weiteren bietet aber auch die Integration der Losgrofenproblematik mit den uns be-
kannten Bedingungen in globalere Modelle ein breites Feld fiir neue Forschungsarbeit. So
macht es vom betriebswirtschaftlichen Standpunkt auch durchaus Sinn Produktion und
Distribution von Produkten als einen Prozess in der operativen Planung anzusehen und
diesen simultan zu optimieren. Zudem koénnte die Koordination der Losgréfienplanung mit
Entscheidungen aus funktionalen Bereichen wie der Nachfrageplanung oder der Preisset-
zung ein Ansatzpunkt zukiinftiger Forschung sein.

Auch fiir diese zukiinftigen Forschungsbereiche bieten sich die Methoden der gemischt-
ganzzahligen Programmierung an, da sie sich als Losungsansatz fiir bisherig betrachtete
Losgroflenprobleme als sehr niitzlich erwiesen. So kénnen auch grofie Probleme in ak-
zeptabler Zeit gelost werden. Dabei spielen Branch & Cut und Weiterentwicklungen die
tragende Rolle. Moderne Systeme verwenden dabei Familien von Ungleichungen wie wir
sie hergeleitet haben. Sie erkennen dabei bestimmte Nebenbedingungen der Problemstel-
lung, wahlen Schnitte aus und fiigen sie zur Formulierung hinzu. Thnen liegt dabei oft eine
Klassifizierung von Losgréflenproblemen zugrunde, die gegebene Probleme z.B. anhand
der 3 Felder PROB-CAB-VAR analysiert, sieche dazu [22]. Dank solcher Systeme kénnen
Blackbox Ansétze, basierend auf einer Sammlung von Neuformulierungen wie z.B. LS-LIB,
verfolgt werden wie [20] detailiert beschreibt. Damit wird auch Nichtmathematikern ein
Zugang zur Optimierung von gemischt-ganzzahligen Programmen verschafft, wie er noch
vor 10 Jahren nicht moglich war.
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