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Einleitung

Immer hiufiger wird durch die Medien auf die Schliefung ldndlicher Arztpraxen und den
Mangel an Nachfolgern aufmerksam gemacht. Als Folge dieser medizinischen Unterver-
sorgung in ldndlichen Gebieten steigt die Zahl der zu behandelnden Patienten in stadti-
schen Krankenh&usern. Dieser Trend wird weiter zunehmen und wirkt sich negativ auf den
Krankenhausalltag in Form von iiberfiillten Notaufnahmen und langen Wartezeiten aus.
Sind die Notaufnahmen iiberfiillt, so bedeutet dies eine Uberlastung des Personals und
der medizinischen Geréte. Dies kann zu einer schlechteren Behandlungsqualitit und einem
steigenden Fehlerrisiko fiithren. Dieser bedenkliche Zustand muss sich dndern. Mit unserer
Arbeit mochten wir uns diesem Problem widmen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen Algorithmus zu entwickeln, der Behandlungen einer
Menge gegebener Patienten so Behandlungszeitpunkte auf Ressourcen zuweist, dass Be-
handlungen von Notfallpatienten zu einem gewissen Maf spontan in den ermittelten Zeit-
plan eingefiigt werden konnen. Dabei darf die Aufenthaltsdauer der geplanten Patienten
nicht unberiicksichtigt bleiben. Das Problem Patienten in optimaler Weise Behandlungs-
zeitpunkte zuzuweisen, so dass sie eine moglichst geringe Aufenthaltsdauer im Krankenhaus
besitzen, bezeichnen wir als Krankenhaus Scheduling Problem.

Beim Krankenhaus Scheduling Problem ist eine Menge von Patienten und eine Menge
von Ressourcen gegeben. Jeder Patient besitzt eine Menge von Behandlungen, die er im
Krankenhaus erhalten soll. Zwischen verschiedenen Behandlungen eines Patienten kann es
Rangfolgebeziehungen geben, das heifit, dass eine Behandlung vor einer anderen Behand-
lung durchgefiihrt werden muss. Eine Behandlung muss wihrend einer ununterbrochenen
Zeitdauer auf einer vorgegebenen Ressource stattfinden. Zwei Behandlungen eines Patien-
ten diirfen sich nicht {iberschneiden. Jeder Patient besitzt einen Ankunftszeitpunkt, an wel-
chem er das Krankenhaus betritt und nach dem er fiir seine Behandlungen zur Verfiigung
steht. Fiir jede Ressource gibt es feste Offnungszeiten. Nur innerhalb der Offnungszeiten
konnen Behandlung auf einer Ressource stattfinden. Auch kann auf einer Ressource immer
nur eine Behandlung zeitgleich stattfinden. Ziel des Krankenhaus Scheduling Problems ist
es, die Summe der Wartezeiten aller Patienten zu minimieren.

Das Krankenhaus Scheduling Problem ist mit dem viel untersuchten Job Shop Scheduling
Problem eng verwandt. Das Job Shop Scheduling Problem gehort zu einem der schwersten
kombinatorischen Optimierungsprobleme. Es ist nicht nur /N P-hard, sondern gehort sogar
zu den schwieriger zu losenden Problemen dieser Klasse [55]. Daher ist es nicht einfach,
das Job Shop Scheduling Problem optimal zu losen. In den letzten Jahrzehnten wurden
einige Lokale Such Algorithmen entwickelt, die das Problem sehr effizient 16sen kénnen [54].
Daher mochten wir in dieser Arbeit einen Algorithmus fiir das Krankenhaus Scheduling
Problem entwickeln, der auf einer Lokalen Suche beruht.

Der von uns entwickelte Algorithmus soll nicht einfach eine mdglichst gute Losung fiir
das Krankenhaus Scheduling Problem ermitteln, sondern in der Losung beriicksichtigen,
dass Notfallpatienten auftreten kénnen. Wir mochten einen Zeitplan fiir die Behandlungen,
einen sogenannten Schedule, generieren, in dem zu einem gewissen Mafs Behandlungen von
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Notfallpatienten integriert werden konnen. Je besser ein Schedule gegen das Auftreten von
Notfallpatienten abgesichert ist, das heifst, je besser Notfallpatienten, gemessen an einem
vorgegebenem Mak, in den Schedule eingeplant werden konnen, desto robuster nennen wir
einen Schedule.

In unserer Arbeit entwickeln wir einen Lokalen Such Algorithmus fiir das Krankenhaus
Scheduling Problem und passen diesen so an, dass im Algorithmus das Auftreten von Not-
fallpatienten beriicksichtigt wird und so der Algorithmus genutzt werden kann, um einen
zu einem gewissen Mafs robusten Schedule zu erzeugen. Daher nennen wir unser Verfahren
Robuste Lokale Suche. Eine Robuste Lokale Suche kann im Allgemeinen als ein Verfahren
beschrieben werden, dass eine Losung zu einem kombinatorischen Optimierungsproblem
nicht nur anhand seiner Kostenfunktion bewertet, sondern auch in Betracht zieht, wie die
Losung auf Unsicherheiten reagiert.

In dieser Richtung wurde ein Ansatz fiir das Job Shop Scheduling Problem von Akker,
Blokland und Han Hoogeveen entwickelt. In ihrem Paper [4] nutzen sie eine Lokale Suche,
um robuste Losungen in Bezug auf unsichere Prozesszeiten zu finden. Dabei wird die Ro-
bustheit einer Losung anhand des Erwartungswertes gemessen, den eine Losung in Bezug
auf gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir die unsicheren Prozesszeiten besitzt. Auf
weitere Ansétze fiir Scheduling Probleme unter Unsicherheiten wird in Abschnitt [2.3] dieser
Arbeit ndher eingegangen.

Der Aufbau dieser Arbeit gliedert sich folgendermafen. Im ersten Kapitel erfolgt die Defini-
tion des Krankenhaus Scheduling Problems. Es wird dessen Zusammenhang zum bekannten
und viel untersuchten Job Shop Scheduling Problem erldutert. Im Anschluss wird die De-
finition des Krankenhaus Scheduling Problems unter Unsicherheiten gegeben. In Kapitel
zwei beschreiben wir einige bestehende Ansétze zur Optimierung unter Unsicherheiten und
gehen im Speziellen auf die Optimierung unter Unsicherheiten von Scheduling Problemen
ein. Im dritten Kapitel erldautern wir die allgemeine Idee hinter einer Robusten Lokalen
Suche und stellen zwei mogliche Ansétze vor. Anschliefend beschreiben wir im vierten
Kapitel, wie eine Robuste Lokale Suche fiir das Krankenhaus Scheduling Problem unter
Unsicherheiten umgesetzt werden kann. Zur Messung des Einplanens von Notfallpatien-
ten stellen wir zwei verschiedene Mafse vor. Tests und Ergebnisse zu den vorgestellten
Ansétzen in Kombination mit den beiden Mafen werden in Kapitel fiinf dargestellt. Das
daran anschliefende Kapitel sechs fasst die ermittelten Resultate zusammen und gibt einen
Ausblick, wie die entwickelten Ansétze erweitert werden konnen.



Kapitel 1
Definition des Problems

1.1 Das Krankenhaus Scheduling Problem

Beim Krankenhaus Scheduling Problem wird die Situation betrachtet, dass Patienten zu
im Vorfeld bekannten Zeitpunkten im Krankenhaus eintreffen, um eine vorgegebene Menge
von Behandlungen zu durchlaufen. Ziel ist es, die Behandlungstermine der Patienten so
festzulegen, dass die Aufenthaltsdauer der einzelnen Patienten im Krankenhaus moglichst
gering ist.

Wie bereits erwahnt, gibt es fiir jeden Patienten einen Ankunftszeitpunkt, an dem er das
Krankenhaus betritt und vor dem er zu keiner Behandlung zur Verfiigung steht. Allen
Behandlungen eines Patienten konnen somit nur Termine nach seinem Ankunftsdatum zu-
gewiesen werden. Bei der Terminvergabe fiir die Behandlungen muss dariiber hinaus darauf
geachtet werden, dass sich verschiedene Behandlungen eines Patienten nicht {iberschneiden,
weil ein Patient nicht zeitgleich bei mehreren Behandlungen anwesend sein kann. Zwischen
verschiedenen Behandlungen eines Patienten kann es Rangfolgebeziehungen geben. Eine
Rangfolgebeziehung zwischen zwei Behandlungen besteht dann, wenn festgelegt ist, wel-
che der Behandlungen zuerst stattfinden soll. Erst wenn diese Behandlung abgeschlossen
wurde, darf die andere Behandlung stattfinden. So miissen beispielsweise erst alle Vorunter-
suchungen fiir eine Operation eines Patienten durchgefiihrt worden sein, bevor er operiert
werden kann. Des Weiteren muss eine Behandlung auf einer geeigneten Ressource geplant
werden, das heifst einer Ressource, die den fiir die Behandlung erforderlichen Geréten ent-
spricht. Eine Operation kann nur in einem Operationssaal stattfinden, in einem Raum
kann nur dann geréntgt werden, wenn sich in dem Raum ein Rontgengerit befindet und
so weiter. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass es fiir jeden Behandlungstypen wie zum
Beispiel Rontgen nur ein zur Verfiigung stehendes Gerit, das heifst, nur eine zur Verfiigung
stehende Ressource gibt. Fiir jede Ressource gibt es feste Offnungszeiten. Nur innerhalb
der Offnungszeiten koénnen Behandlung auf einer Ressource stattfinden. Dariiber hinaus
kann auf einer Ressource zu jedem Zeitpunkt nur eine Behandlung stattfinden.

Die Aufenthaltsdauer eines Patienten zu minimieren ist dquivalent damit die Wartezeit
eines Patienten zu minimieren, wobei die Wartezeit der Zeit zwischen Ankunftsdatum
und Ende der letzten Behandlung abziiglich der Behandlungsdauern entspricht. Als Ziel
des Krankenhaus Scheduling Problems kann also auch die Minimierung der Summe der
Wartezeiten aller Patienten betrachtet werden.

1.1.1 Definition

Gegeben sei eine Menge P = {p1,...,p,} von Patienten, die im Krankenhaus behandelt
werden sollen. Das Krankenhaus hat dazu R = {rq,...,r,,} Ressourcen zur Verfiigung,
die wihrend ihrer jeweiligen Offnungszeiten zur Behandlung der Patienten genutzt werden
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kénnen. Fiir eine Ressource 7y, sind die Offnungszeiten, abhingig vom Wochentag w, durch
einen Offnungszeitpunkt 77" (w) und einen Schlusszeitpunkt ¢ (w) festgelegt. Ein Pati-
ent p; soll im Rahmen seines Krankenhausaufenthaltes ¢; Behandlungen B; = {b;1, ..., by, }
durchlaufen. Fiir ein geordnetes Paar von Behandlungen (b;;,b;;) kann es eine Rangfolgebe-
ziehung geben, das heift, dass Behandlung b;; vor Behandlung b;;, stattfinden soll. Sei die
Menge der Rangfolgebeziehungen fiir Behandlungen von Patient p; gegeben durch ©;. Die
Rangfolgebeziehungen zwischen den Behandlungen eines Patienten p; lassen sich mittels
eines Digraphen D(p;) darstellen. Dabei wird der Digraph wie folgt konstruiert. Fiir jede

Behandlung besitzt der Graph D(p;) = (V, E) einen Knoten. Es gilt

(1.1.1) vi; €V & by € B,

Und fiir jede Rangfolgebeziehung (b;;,b;;) besitzt der Graph einen Bogen v;;v;;. Es gilt
(1.1.2) vV € E < (bij, bi,) € O;.

Ein Beispiel fiir einen solchen Digraphen, den wir im Folgenden als Behandlungsgraphen
bezeichnen werden, ist in Abbildung [I.1] dargestellt.

Abbildung 1.1: Beispiel fiir einen Behandlungsgraphen D(p;) von
Patient p;.

Gibt es eine Rangfolgebeziehung (b;;, bix) zwischen zwei Behandlungen, so bezeichnen wir
bi; als Vorginger-Behandlung von b;,. Eine Behandlung kann erst dann stattfinden, wenn
all seine Vorginger-Behandlungen abgeschlossen wurden.

Jede Behandlung b;; bendtigt eine vorgeschriebene Zeit ¢;; und kann nur auf einer fest
vorgegebenen Ressource R(b;;) € R durchgefiihrt werden. Der frithestmogliche Termin, an
dem ein Patient p; fiir Untersuchungen zur Verfiigung steht, ist durch den Termin Arr;
gegeben und wird als Ankunftszeit bezeichnet.

Beim Zuweisen von Terminen zu den Behandlungen muss Folgendes beachtet werden:

I) Eine Behandlung kann nicht unterbrochen werden.

)
I1) Eine Behandlung muss vollstindig in den Offnungszeiten der Ressource liegen.
)

ITT) Auf einer Ressource kann zu jedem Zeitpunkt nur eine Behandlung stattfinden.

(
(
(
(IV) Ein Patient kann zu jedem Zeitpunkt nur eine Behandlung bekommen.

Wird jeder Untersuchung b € B = |J;_, B; ein Starttermin S;(b) zugeordnet, so wird eine
solche Zuordnung S = (5;) als Schedule bezeichnet. Ein Schedule ist zuldssig, wenn er die
Bedingungen (I)-(IV) erfiillt.

Den Zeitpunkt, an dem die letzte Behandlung von Patient p; abgeschlossen ist, bezeichnen
wir als Entlassungszeitpunkt C; mit

(113) Cz = C(p1> = . glax St(bzl) + tz’l
c .
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von Patient p;.

Das Krankenhaus Scheduling Problem besteht darin, einen zuldssigen Schedule zu finden,
der die Summe der Aufenthaltszeiten aller Patienten im Krankenhaus

(1.1.4) minz (Cy — Arry)
i=1

minimiert.

Um das Krankenhaus Scheduling Problem zu veranschaulichen und die eingefiihrten Be-
griffe zu verdeutlichen, betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 1.1.1. Gegeben seien fiinf Patienten py,...,ps und drei Ressourcen ry, ro und
rs. Die Offnungszeiten fiir jede Ressource sind tiglich von 8:00-14:00 Uhr. Die Ankunfts-
zeiten der Patienten sowie deren Behandlungen mit zugehdrigen Behandlungsdauern und
Ressourcen sind in Tabelle dargestellt.

Patient Ankunftszeit Behandlungen Ressource Behandlungsdauer
b11 ™ 2

P1 01l-mm-yyyy 10:00 bio r3 2
bi3 T 1
b21 T3 3

1- - :

P2 01-mm-yyyy 8:00 - r 3
ba1 r 1

P3 0l-mm-yyyy 12:00 bso Ty 3
b33 T3 2
b T 2

Pa 01l-mm-yyyy 8:00 b4 r3 2
ba3 1 2
bs1 r 1

Ps 02-mm-yyyy 10:00 bso Ty 1
b53 T3 2

Tabelle 1.1: Krankenhaus Scheduling Instanz.

Die Rangfolgebeziehungen zwischen Behandlungen eines Patienten sind durch die Behand-
lungsgraphen der Patienten in Abbildung dargestellt.
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(d) (e)

Abbildung 1.2: Behandlungsgraphen von Patienten pq, ..., ps.

Ein zuldssiger Schedule ist durch Startzeiten fiir die Behandlungen gegeben, so dass die
Bedingungen (I)-(IV) erfiillt sind.

Die Darstellung einer Losung in Abbildung[I.3|zeigt anschaulich und leicht nachvollziehbar,
dass die Bedingungen (I)-(IV) erfiillt sind.

yyyy-mm-01

L | L |

07:00 08:00 09:00 10:00 11:00 12:00 13:00 14:00 15:00

yyyy-mm-02

I r I r I

T T T T

| | . | . | . | . | .
07:00 08:00 09:00 10:00 11:00 12:00 13:00 14:00 15:00

r3 b33

rhr

rr

Abbildung 1.3: Losungsreprasentation mittels Gantt Chart.

Die Abbildung verbildlicht eine Losung in Form eines Gantt Charts. Das Gantt Chart
wurde fiir Projekt Scheduling Probleme eingefiihrt. Mittels waagerechter Balken werden
die Projekte entsprechend ihrer Dauer gegeniiber der Zeit aufgetragen. Das Gantt Chart
war zunichst die beliebteste Form, um Losungen fiir das Job Shop Scheduling Problem
darzustellen [33] und wird in Gantt (1919)[26], Clark (1922)[22] und Porter (1968) [45]
beschrieben. Das Job Shop Scheduling Problem kann als Vereinfachung des Krankenhaus
Scheduling Problems betrachtet werden. Wéahrend in der Literatur das Krankenhaus Sche-
duling Problem wenig Beachtung findet, ist das Job Shop Scheduling Problem ein viel
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untersuchtes Problem. Da einige Ideen in dieser Arbeit vom Job Shop Scheduling Problem
herriihren, wird das Job Shop Scheduling Problem im nachfolgenden Abschnitt vorgestellt
und die Beziehung zum Krankenhaus Scheduling Problem erldutert.

1.1.2 Das Job Shop Scheduling Problem und seine Beziehung zum
Krankenhaus Scheduling Problem

Das Job Shop Scheduling Problem kann als eine Vereinfachung des Krankenhaus Scheduling
Problems gesehen werden. Es gibt demgeméf einen starken Zusammenhang zwischen den
beiden Problemen. Im né&chsten Abschnitt soll zunéchst das Job Shop Scheduling Problem
beschrieben werden, bevor im Anschluss die Unterschiede und Gemeinsamkeiten der beiden
Probleme erortert werden.

Das Job Shop Scheduling Problem

Das Job Shop Scheduling Problem entstammt der Produktionsplanung und ist von seinem
ersten Auftreten Anfang der Fiinfzigerjahre bis heute ein viel untersuchtes Problem. Es
ist nicht bekannt, wer das Job Shop Scheduling Problem als erstes formulierte, aber es ist
weitgehend akzeptiert, dass das Buch ’Industrial Scheduling’, geschrieben von Muth und
Thompson, in dem alle wichtigen Ergebnisse der Fiinfzigerjahre zusammengetragen sind,
grundlegend fiir die darauffolgenden Untersuchungen war [33].

Das Job Shop Scheduling Problem richtet sich an die Situation, dass eine gegebene Menge
von Auftrigen, auch Jobs genannt, auf einer Menge von Maschinen bearbeitet werden soll.
Jeder Job besteht aus einer Menge von Operationen, die in einer festen Reihenfolge bear-
beitet werden miissen. Dabei diirfen sich Operationen desselben Jobs nicht {iberschneiden
und miissen wihrend einer ununterbrochenen Zeitdauer stattfinden. Auf einer Maschine
kann zeitgleich immer nur eine Operation bearbeitet werden. Ziel des Job Shop Schedu-
ling Problems ist es, den Operationen so Anfangszeitpunkte zuzuweisen, dass der spéteste
Bearbeitungszeitpunkt aller Operation minimiert wird.

Problembeschreibung Gegeben ist eine Menge von Jobs J = {j1, ..., j,}, die auf einer
Menge von Maschinen M = {my,...,m,,} bearbeitet werden sollen. Ein Job j; besteht
aus einer Folge von Operationen O; = (01, ..., 04,). Die Folge der Operationen gibt ei-
ne eindeutige Bearbeitungsreihenfolge der Operationen vor. Eine Operation o; kann nur
dann bearbeitet werden, wenn die in der Folge vorangegangene Operation o0;;_; bereits
abgeschlossen wurde. Eine Operation muss auf einer eindeutig vorgeschriebenen Maschi-
ne M(o;;) € M bearbeitet werden. Zur Bearbeitung einer Operation oy wird die Zeit t;
benotigt.

Beim Zuweisen von Startzeiten zu Operationen muss beachtet werden, dass

(1) eine Operation wihrend ihrer Bearbeitung nicht unterbrochen werden kann,
(IT) die Operationen eines Jobs in der gegebenen Reihenfolge bearbeitet werden miissen
(ITI) und eine Maschine zu jedem Zeitpunkt nur eine Operation durchfiihren kann.

Wird jeder Operation o € O = |J;_; O; eine Startzeit S;(0) zugeordnet, so wird diese
Zuordnung (S;).co als Schedule bezeichnet. Werden die Bedingungen (I)-(III) durch den
Schedule eingehalten, so bezeichnet man den Schedule als zuldssig.
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Das Job Shop Scheduling Problem besteht darin, einen zuldssigen Schedule zu finden, der
den Makespan, den letzten Bearbeitungszeitpunkt aller Jobs,
(1.1.5) min  (Si(0ig,) + tig;)

1€{1,....,n}
minimiert.
Das Job Shop Scheduling Problem kann in ein graphentheoretisches Problem umgewan-
delt werden. Die Darstellung des Job Shop Scheduling Problems als graphentheoretisches
Problem wird als Disjunctive Graph Modell bezeichnet. Da wir eine Darstellung, die aus
diesem Modell hervorgeht, fiir den Algorithmus der Robusten Lokalen Suche fiir das Kran-

kenhaus Scheduling Problem verwenden, wird im Folgenden das Disjunctive Graph Modell
vorgestellt.

Das Disjunctive Graph Modell Das Disjunctive Graph Modell liefert eine Darstel-
lung des Job Shop Scheduling Problems in Form eines graphentheoretischen Problems.
Es wurde von Roy und Sussman(1964) [47] entwickelt und dient vielen Algorithmen als
Grundlage. Mit Hilfe des Disjunctive Graph Modells kann einerseits eine Ldsung ermittelt
sowie andererseits eine Losung reprasentiert werden.

Gegeben sei ein Job Shop Scheduling Problem. Dieses soll mittels eines Graphen G =
(V, E) darstellt werden. Die Bezeichnungen seien analog zu den Bezeichnungen aus der
Problemdefinition. Dann wird der Graph G wie folgt konstruiert.

Fiir jede Operation o;; besitze der Graph G einen Knoten v;;. Es gilt

OijGO@UijEV.

Dariiber hinaus enthalte der Graph einen Knoten s € V' und einen Knoten t € V.

Jeder Knoten besitze ein Gewicht. Dem Knoten v;; werde als Gewicht die Bearbeitungs-
dauer ¢;; der zugehorigen Operation o;; und den Knoten s und ¢ das Gewicht 0 zugewiesen.
Sei ¢ : V' — R die Funktion, die jedem Knoten sein Gewicht zuordnet. Dann gilt

fall
P(v) = {O’ alls v € {s, ), VoeV.

tij7 falls v = Vij,

Die Kantenmenge des Graphen setze sich sowohl aus gerichteten als auch aus ungerich-
teten Kanten zusammen. Die gerichteten Kanten E; repridsentieren die Reihenfolge der
Operationen der Jobs. Es gilt

vw e By & (v=1v;; N w=uv;4 fiir einen Job j;).

Dariiber hinaus enthalte der Graph jeweils eine gerichtete Kante von dem Knoten s zu der
ersten Operation aller Jobs

SvU;1 € EJ fir alle jz' eJ
und eine gerichtete Kante von der jeweils letzten Operation eines Jobs zu dem Knoten ¢
Uiqit € EJ fir alle jz e J.

Die Kanten aus der Kantenmenge E; werden als Job-Kanten bezeichnet. Zu den gerichteten
Kanten enthélt der Graph die ungerichteten Kanten F);. Sie reprisentieren die Maschinen-
zugehorigkeit und werden auch als Maschinen-Kanten bezeichnet. Die Maschinen-Kanten
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verbinden alle Operationen, die auf derselben Maschine bearbeitet werden miissen, das
heifst

vw € By & EJJT(U) = i)ﬁ(w)

Die Kantenmenge E des Graphen G ist gegeben durch E = E; U E,;.

Das folgende Beispiel soll verdeutlichen, wie zu einer Job Shop Scheduling Instanz
das zugehorige Disjunctive Graph Modell konstruiert wird.

Beispiel 1.1.2. Gegeben seien drei Maschinen mq, mo, ms und drei Jobs j1, ja, j3. Die
zu den Jobs gehdrigen Operationen sind mitsamt threr Bearbeitungsdauer und ihren vorbe-
stimmten Maschinen in Tabelle angegeben.

Job Operationen Maschine Bearbeitungsdauer

011 mq 1
J1 012 mao 3

013 ms3 2
. 021 my 3
J2

092 mo 2

031 ms 2
J3 032 mo 1

033 ms 2

Tabelle 1.2: Job Shop Scheduling Instanz.

Konstruiert man das Disjunctive Graph Modell zu der gegebenen Job Shop Scheduling In-
stanz, so ergibt sich der Graph in Abbildung[1.4)

‘ I": \\““‘
. - Lot H
7o AN ®
: o) — /
ot P \\\‘ Z
031 = @ 033

Abbildung 1.4: Disjunctive Graph Modell zur Instanz aus Tabelle

Die Job-Kanten sind durch die gerichteten Kanten dargestellt, wihrend die Maschinen-
Kanten durch die gestrichelten Linien représentiert werden.

Sei My ={o€ O : M(o) = my} die Menge der Operationen, die auf Maschine m; € M
bearbeitet werden miissen und sei weiter y, = | My|. Dann ist eine Maschinenreihenfolge der
Behandlungen auf Maschine my € M ist durch eine Permutation mx = (7 (1), ..., mk(yx))
der Behandlungen M), definiert, wobei 7 (l) das Element von M) bezeichnet, das als I-tes
auf Maschine my, bearbeitet wird. Ein m-Tupel 7 = (7q,...,7,), dessen i-te Komponente
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durch eine Maschinenreihenfolge 7; fiir Maschine m;, 1 = 1, ..., m, gegeben ist, bezeichnen
wir im Folgenden als Bearbeitungsreihenfolge.

Werden die Maschinen-Kanten so gerichtet, dass ein azyklischer Graph entsteht, so wer-
den durch die Maschinen-Kanten Maschinenreihenfolgen impliziert [55]. Die durch einen
azyklischen Graphen implizierte Bearbeitungsreihenfolge werde als zuldssig bezeichnet.
Ist der entstehende Graph nicht azyklisch, so ist durch die Kanten entweder fiir eine Ma-
schine keine Maschinenreihenfolge gegeben oder eine Maschinenreihenfolge widerspricht
der Reihenfolge, die durch die Jobs gegeben ist. Diese Fille sind in Beispiel veran-
schaulicht.

Beispiel 1.1.3. Unzuldssige Maschinenrethenfolgen.

(a) (b)

Abbildung 1.5: Gerichtete Maschinen-Kanten, die zu einer unzuléssigen Maschinenrei-
henfolge fiihren.

In Abbildung[1.5d ist der Fall dargestellt, dass die Maschinenreihenfolge der Jobreihenfolge
widerspricht und in Abbildung st dargestellt, dass durch die gerichteten Maschinen-
Kanten keine Maschinenreihenfolge gegeben ist.

Ist eine zuldssige Bearbeitungsreihenfolge gegeben, so kann fiir jede Operation o;; die Start-
zeit berechnet werden, indem der lingste Weg von s zum Knoten v;; berechnet wird. Be-
rechnen wir auf diese Weise die Startzeiten fiir alle Operationen, so erhalten wir einen
zuldissigen Schedule. Das Disjunctive Graph Modell, in dem alle Maschinen-Kanten gerich-
tet sind, bezeichnen wir im Folgenden als gerichtetes Disjunctive Graph Modell.

Ein gerichtetes Disjunctive Graph Modell zu der Job Shop Scheduling Instanz in Tabelle
[1.2]ist in Abbildung dargestellt. Das dem Graphen entsprechende Gantt Chart ist in
Abbildung zu sehen.
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Beispiel 1.1.4. Fortsetzung.

(a) Gerichtetes Disjunctive Graph Modell. (b) Li)'sungsrepriisentation mittels Gantt Chart.

Abbildung 1.6: Reprisentationen eines zulissigen Schedules fiir die Job Shop Scheduling
Instanz aus Tabelle [I.2]

Das Ziel des Job Shop Scheduling Problems ist die Minimierung des Makespans. Der Ma-
kespan entspricht im gerichteten Disjunctive Graph Modell der Lange eines lingsten Weges
vom Knoten s zum Knoten t.

Wir méchten zeigen, dass das Richten der Maschinen-Kanten dem Job Shop Scheduling
Problem entspricht. Dazu miissen wir zeigen, dass mit Richten der Maschinen-Kanten ein
Schedule erstellt werden kann, der einer optimalen Losung entspricht. Der nachfolgende
Satz liefert die ndtige Aussage.

Satz 1.1.5. Zu jeder optimalen Lésung fir das Job Shop Scheduling Problem gibt es ei-
ne Lisung mit gleichem Makespan, die durch ein gerichtetes Disjunctive Graph Modell
dargestellt werden kann.

Beweis. Gegeben sei eine optimale Lésung fiir das Job Shop Scheduling Problem. Dann
st durch die Lisung eine Maschinenreihenfolge fiir jede Maschine festgeschrieben. Erstellt
man das gerichtete Disjunctive Graph Modell, das dieser Maschinenreihenfolge entspricht,
so kann die dadurch reprisentierte Losung keinen grifferen Makespan besitzen, da jede
Operation so frih wie moglich stattfindet. Keine Operation aus der optimalen Lésung kann
vor einer Operation aus dem Disjunctive Graph Modell starten. U

Da es zu jeder optimalen Lésung eine Losung mit gleichem Makespan gibt, die durch das
gerichtete Disjunctive Graph Modell reprisentiert werden kann, kann eine optimale Losung
mittels des Richtens der Maschinen-Kanten gefunden werden.

Das Job Shop Scheduling Problem entspricht somit dem Problem eine Orientierung des
Graphen zu finden, so dass der dabei entstehende Graph azyklisch ist und die Lénge des
langsten Weges zwischen den Knoten s und ¢ minimal ist.

Nachdem wir das Job Shop Scheduling Problem nun eingefiihrt haben, méchten wir als
ndchstes, dessen Verbindung zum Krankenhaus Scheduling Problem erldutern.

11
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Die Beziehung zwischen Job Shop und Krankenhaus Scheduling Problem

Das Job Shop Scheduling Problem kann als Spezialfall des Krankenhaus Scheduling Pro-
blems gesehen werden. Nimmt man beim Krankenhaus Scheduling Problem an, dass alle
Patienten zum Zeitpunkt Null ankommen, die Behandlungsgraphen zusammenhéngende
lineare Graphen sind und die Ressourcen rund um die Uhr gedffnet haben, so gleicht das
Krankenhaus Scheduling Problem fast dem Job Shop Scheduling Problem. Lediglich die
Zielfunktionen unterschieden sich. Wiahrend beim Krankenhaus Scheduling Problem die
Summe der Aufenthaltszeiten und somit die Summe der Abschlusszeitpunkte der letzten
Behandlungen minimiert wird, betrachtet man beim Job Shop Scheduling Problem die
Minimierung des Makespans. Die Minimierung der Summe der Abschlusszeitpunkte der
letzten Behandlungen bezeichnet man auch als Minimierung der Summe der Completion-
times.

Das Job Shop Scheduling Problem mit der Zielfunktion der Minimierung der Summe der
Completiontimes ist in der Praxis weit weniger untersucht als das Problem mit der Mini-
mierung des Makespans. Obwohl die Minimierung des Makespans nicht wie eine sinnvolle
theoretische Zielfunktion scheint, ist diese sowohl in der Forschung als auch in der Pra-
xis weit verbreitet. Das Makespan Kriterium ist auch von grofser historischer Bedeutung.
Denn es war die als erstes untersuchte Zielfunktion in den frithen Fiinfzigerjahren [33]. Es
ist das meist gebrauchte Kriterium in der Forschung, da es die grundlegenden Schwierig-
keiten enthélt, die implizit beim Berechnen eines optimalen Schedules gegeben sind, und
aus mathematischer Sicht leicht zu formulieren ist.

Beim Krankenhaus Scheduling sind fiir die Ressourcen Offnungszeiten gegeben. Beim klas-
sischen Job Shop Scheduling Problem wird hingegen angenommen, dass die Maschinen
durchgehend zur Verfiigung stehen. Ansétze, in denen die Maschinen nicht wihrend des
gesamten Planungshorizonts durchgehend verfiighar sind, werden als Job Shop Scheduling
Problem with Machine Availability Constraints bezeichnet. Da das Job Shop Scheduling
Problem with Availability Constraints sehr komplex ist, gibt es nur wenig Ansétze, die sich
mit diesem Problem beschiftigen. Availability Constraints wurden zunéchst fiir das Single
Machine Problem [2] [37], ein Job Shop Scheduling Problem mit m = 1, und das Parallel
Machine Problem [49] [50], ein Job Shop Scheduling Problem, indem alle Jobs auf allen
Maschinen bearbeitet werden konnen, eingefiihrt. Das Job Shop Scheduling Problem with
Availability Constraints wurde unter anderem von Aggoune [3] betrachtet. In seinem Paper
entwickelte Aggoune einen Branch-and-Bound Algorithmus.

Ein weiterer Unterschied zwischen dem Krankenhaus Scheduling Problem und dem Job
Shop Scheduling Problem ist, dass die Behandlungsgraphen bei dem Krankenhaus Schedu-
ling Problem keine zusammenhéngenden linearen Graphen sein miissen, wohingegen dies
beim Job Shop Scheduling Problem der Fall ist. In der Literatur wurde unseres Wissens
nach der Fall, dass eine partielle Ordnung fiir die Bearbeitungsreihenfolge der Operationen
gegeben ist, noch nicht betrachtet. Waren die zusammenhéngenden Teilgraphen eines Be-
handlungsgraphen linearer Graphen, so wiirde das Krankenhaus Scheduling Problem unter
Vernachlissigung der beschrinkten Offnungszeiten dem Job Shop Scheduling Problem with
Job Families gleichkommen. Beim Job Shop Scheduling Problem with Job Families sind
mehrere Jobs zu sogenannten Jobfamilien zusammengeschlossen. Zwischen den Jobs einer
Familie gibt es keine Vorrangsbeziehungen. Wird die totale Familien Flow Time minimiert,
so wird die Summe, der Zeitpunkt einer letzten Behandlung minimiert. Das Job Shop Sche-
duling Problem with Job Families wird zum Beispiel von Yu et al. [58] betrachtet.
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1.2 Das Krankenhaus Scheduling Problem unter
Unsicherheiten

Im Alltag eines Krankenhauses wird der Belegungsplan von Ressourcen meistens mit Sto-
rungen und unvorhergesehenen Ereignissen konfrontiert. So kann es vorkommen, dass eine
Ressource ausfillt, eine Behandlung lénger dauert als geplant oder zusatzliche Behandlun-
gen eingeplant werden miissen. Auch wenn in der Realitét verschiedene Unsicherheitsfakto-
ren auftreten konnen, die die Ausfithrung eines Belegungsplans beeinflussen, beschrianken
wir uns in dieser Arbeit auf den Fall, dass wihrend eines Krankenhaustages zu zufélligen
Zeitpunkten weitere Patienten auftreten konnen, deren Behandlungen in den bestehenden
Plan integriert werden miissen. Dieses Problem soll durch das Krankenhaus Scheduling
Problem unter Unsicherheiten beschrieben werden.

Das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten richtet sich an eine Situation,
bei der es zum Zeitpunkt der Planung eine Menge von Patienten gibt, fiir die der An-
kunftszeitpunkt und die zu durchlaufenden Behandlungen bekannt sind. Dariiber hinaus
konnen im Planungszeitraum noch weitere Patienten auftreten. Es ist nicht bekannt, wie
viele Patienten zuséitzlich auftreten werden. Ebenso sind die Ankunftszeitpunkte und die zu
durchlaufenden Behandlungen ungewiss. Ziel des Krankenhaus Scheduling Problems unter
Unsicherheiten ist es, fiir die zum Zeitpunkt der Planung sicheren Patienten die Start-
zeitpunkte der Behandlungen so festzulegen, dass diese einerseits fiir eine méglichst kurze
Aufenthaltsdauer im Krankenhaus verweilen und andererseits der Schedule freie Zeitraume
besitzt, in denen die hinzukommenden zufillig auftretenden Patienten behandelt werden
konnen. Formal lasst sich das Krankenhaus Scheduling Problem wie folgt beschreiben.

Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten Gegeben sei eine Menge
P ={p1,...,p,} von Patienten, die im Krankenhaus behandelt werden mochten. Fiir jeden
Patienten p; € P gibt es ein Ankunftszeitpunkt Arr;. Zum Ankunftszeitpunkt betritt der
Patient das Krankenhaus und steht ab dann fiir Untersuchungen zur Verfiigung. Ein Patient
p; soll im Krankenhaus ¢; Behandlungen B; = {b;1,. .., b;;, } bekommen. Zwischen den Be-
handlungen kann es Rangfolgebeziehungen ©; geben, wobei eine Rangfolgebeziehung durch
ein geordnetes Paar von Behandlungen gegeben ist. Eine Rangfolgebeziehung (b;;, bix) be-
deutet, dass Behandlung b;; vor Behandlung b;;, stattfinden soll. Eine Behandlung kann
erst dann stattfinden, wenn alle ranghtheren Behandlungen abgeschlossen wurden. Die
Rangfolgebeziehungen kénnen durch einen Behandlungsgraphen D(p;) dargestellt werden,
der geméaf der Bedingungen [1.1.1] und [1.1.2] konstruiert wird. Das Krankenhaus hat zur
Behandlung der Patienten die Ressourcen R = {ry,...,r,} zur Verfiigung, die wihrend
ihrer jeweiligen Offnungszeiten zur Behandlung der Patienten genutzt werden kénnen. Fiir
eine Ressource 7, € R sind die Offnungszeiten, abhingig vom Wochentag w, durch einen
Offnungszeitpunkt 777" (w) und einen Schlusszeitpunkt rgos (w) festgelegt. Eine Behand-
lung b;; € J;_, B; bendtigt die Zeit ¢;; und kann nur auf der vorgegebenen Ressource
R(b;j) € R durchgefiihrt werden.

Zu der Menge der bekannten Patienten P gibt es eine weitere Menge von Patienten P*, die
im Krankenhaus behandelt werden md&chten. Die Menge der Patienten P* sei die Menge
der Notfallpatienten. Die Anzahl n* der Notfallpatienten ist genauso wie der Ankunftszeit-
punkt Arr(pf) eines Notfallpatienten p; € P* = {p7,...,pl.} ungewiss. Erst bei Ankunft
eines Notfallpatienten p; € P* im Krankenhaus wird die Menge seiner Behandlungen B}
bekannt.
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Den Behandlungen der Patienten sollen Starttermine zugewiesen werden. Beim Zuweisen
von Terminen zu den Behandlungen muss Folgendes beachtet werden:

I') Eine Behandlung kann nicht unterbrochen werden.

)
I1) Eine Behandlung muss vollstindig in den Offnungszeiten der Ressource liegen.
)

IIT) Auf einer Ressource kann zu jedem Zeitpunkt nur eine Behandlung stattfinden.

(
(
(
(IV) Ein Patient kann zu jedem Zeitpunkt nur eine Behandlung bekommen.

Wird jeder Untersuchung b € B = |J; | B; ein Starttermin S;(b) zugeordnet, so wird eine
solche Zuordnung S = (S;) als Schedule bezeichnet. Ein Schedule ist zuldssig, wenn er die
Bedingungen (I)-(IV) erfiillt.

Das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten besteht darin, einen zul&ssi-
gen Schedule zu finden, der zum einen die Summe der Aufenthaltszeiten der Patienten P
im Krankenhaus und somit die Entlassungszeitpunkte C; = mazeqi,... 4,3 5¢(bir) + ty mini-
miert. Zum anderen soll der Schedule Freirdume beinhalten, so dass die Behandlungen von
Notfallpatienten, die wihrend der Ausfilhrung des Plans auftreten, in diesen Freirdumen
stattfinden konnen.

Das Einplanen von Freirdumen und die Minimierung von Aufenthaltszeiten widersprechen
sich. Die Aufgabe des Krankenhaus Scheduling Problems unter Unsicherheiten besteht
daher darin, einen geeigneten Kompromiss zwischen den beiden Kriterien zu finden.

Zur Vereinfachung nehmen wir in dieser Arbeit an, dass alle Ressourcen die gleichen Off-
nungszeiten besitzen.

Im néchsten Kapitel mochten wir vorstellen, welche Anséitze es gibt, um Probleme unter
Unsicherheiten zu l6sen.
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Optimierung unter Unsicherheiten

Im Falle des Krankenhaus Scheduling Problems unter Unsicherheiten mochten wir den Pa-
tienten Behandlungszeitpunkte mit dem Wissen zuweisen, dass noch weitere Behandlungen
auf den Ressourcen stattfinden miissen. Diese Behandlungen gehoren zu Notfallpatienten.
Die Anzahl der Notfallpatienten sowie deren Ankunftszeitpunkt und deren Behandlungen
sind uns nicht bekannt. Wir miissen also eine Entscheidung treffen, den bekannten Behand-
lungen Startzeiten zuordnen, ohne dass uns sdmtliche Informationen vorliegen. Daher ist
es schwer zu beurteilen, wie sich unsere Losung bei dem Eintreten der Unsicherheiten, also
dem FEintreffen von Notfallpatienten, verhalt.

An Probleme wie dieses, die dadurch charakterisiert sind, dass Entscheidungen getroffen
werden miissen, ohne deren komplette Auswirkung zu kennen, richtet sich die Optimierung
unter Unsicherheiten.

Mit der zunehmenden Anwendung der Optimierung auf Probleme aus der Praxis in der
zweiten Hilfte des zwanzigsten Jahrhunderts wurde schnell festgestellt, dass viele dieser
Probleme mit Unsicherheiten behaftet sind. Gerade in Bereichen wie der Produktions-
oder der Transportplanung, deren plangeméifke Ausfiihrung auf dem Funktionieren von
technologischen Systemen beruht, wurde die Notwendigkeit erkannt, die Unsicherheiten in
das Losen der Probleme miteinzubeziehen [48].

Angefangen mit der Arbeit von Beale (1955) [9], Bellman (1957) [10], Bellman und Zadeh
(1970 )|[1T], Charnes und Cooper (1959) [20] und Dantzig (1955) [23] haben die Theorie und
die Algorithmen im Bereich der Optimierung unter Unsicherheiten eine rasante Entwick-
lung durchlaufen [48]. Nach Dantzig ist die Optimierung unter Unsicherheiten bis heute
eines der bedeutendsten ungelosten Probleme der Optimierung [48].

Es gibt eine Vielzahl von Ansétzen, die in Bezug auf die Optimierung unter Unsicherhei-
ten entwickelt wurden, darunter zum einen die Stochastische Optimierung mit Problemen
mit Kompensation oder dem Anwenden von stochastischen Nebenbedingungen und zum
anderen die Robuste Optimierung. Wiahrend die Stochastische Optimierung wahrschein-
lich der bekannteste Ansatz zur Losung von Problemen unter Unsicherheiten ist und seit
der Einfiihrung der Linearen Optimierung untersucht wurde, ist das Feld der Robusten
Optimierung ein Gebiet, dem aktuell viel Aufmerksamkeit gewidmet wird.

In den nichsten beiden Abschnitten mochten wir die Ansédtze Stochastische Optimierung
und Robuste Optimierung vorstellen und im letzten Abschnitt den aktuellen Stand der
Optimierung unter Unsicherheiten in Bezug auf Scheduling Probleme schildern.

2.1 Stochastische Optimierung

Deterministische Optimierungsprobleme bilden die Realitdt nur unzureichend ab, da in
der Realitdt hiufig nicht alle Daten mit Sicherheit gegeben sind. In der Praxis sind oft
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Entscheidungen gefordert, die unmittelbar und ohne Wissen der Zukunft getroffen werden
miissen. Bei der Stochastischen Optimierung wird davon ausgegangen, dass ein Teil der
Daten mit Unsicherheiten behaftet ist und diese Daten als Zufallsvariablen gegeben sind.

Die Stochastische Optimierung hat ihren Ursprung in Dantzig. Dantzig wurde durch Dis-
kussionen mit A. Ferguson dazu angeregt, das Auftreten von unsicheren Bedarfen fiir das
Problem der optimalen Zuweisung von einer Menge von Gepackwagen zu Fluglinien zu
betrachten [23]. Daraufhin fiihrte Dantzig ein Framework fiir Lineare Optimierung mit
unsicheren Parametern ein. Seitdem wurde auf dieses Feld der Optimierung viel Aufmerk-
samkeit gerichtet.

Wir werden zwei Ansétze der Stochastischen Optimierung betrachten, in denen mit den
Unsicherheiten auf unterschiedliche Weisen umgegangen wird. Zum einen werden wir Pro-
bleme mit Kompensation und zum anderen Probleme mit stochastischen Nebenbedingun-
gen betrachten.

2.1.1 Probleme mit Kompensation

Bei Problemen mit Kompensation miissen Entscheidungen getroffen werden, ohne dass
rum Zeitpunkt der Entscheidung die Realisation aller Zufallsvariablen bekannt ist. Zu
jedem Zeitpunkt, an dem die Realisierung einer Zufallsvariablen bekannt wird, gibt es die
Moglichkeit, die bisherige Entscheidung anzupassen. Das Bekanntwerden von Realisationen
von Zufallsvaraiablen kann nur zu diskreten Zeitpunkten auftreten. Die Zufallsvariablen
werden denjenigen diskreten Zeitpunkten innerhalb des Planungszeitraumes zugeordnet,
an denen die Entscheidungsfindung stattfindet.

Werden alle Realisierungen zum gleichen Zeitpunkt bekannt, so spricht man von einem
zweistufigen stochastischen Problem. In der ersten Stufe wird eine Entscheidung ohne
Kenntnis der Realisationen der zufélligen Variablen getroffen und in der zweiten Stufe
kann, nach Bekanntwerden der Realisationen der Zufallsvariablen, die vorher getroffene
Entscheidung angepasst werden, um unerwartete Realisationen auszugleichen oder um die
Zuléssigkeit zu sichern. Werden die Realisierungen zu mehreren Zeitpunkten bekannt, so
wird von mehrstufigen stochastischen Problemen mit Kompensation gesprochen. Miissen
zu Beginn des Planungszeitraumes Entscheidungen getroffen werden, die fiir alle weiteren
Zeitpunkte fixiert sind, so spricht man von einstufigen Problemen. Bei einstufigen Proble-
men findet keine Kompensation statt.

Die Grundidee stochastischer Probleme mit Kompensation geht auf Dantzig [23] zuriick.
Er fiihrte ein Modell ein, um zweistufige Optimierungsprobleme zu l6sen. Das Konzept
der Kompensation wurde auf die lineare, ganzzahlige und nicht-lineare Optimierung an-
gewendet. Der Ursprung liegt jedoch in der linearen Optimierung. Viele Algorithmen, die
fiir stochastische lineare Programme entwickelt wurden, kdnnen auf den nicht-linearen Fall
tibertragen werden|[48]. Wir mochten das Konzept daher im Folgenden durch ein zweistu-
figes Problem fiir den linearen Fall veranschaulichen.

Gegeben sei ein stochastisches lineares Programm. Eine standardisierte Formulierung [34]
fiir das zweistufige lineare Problem ist gegeben durch

min 'z + EyeqlQ(z, w)],

(2.1.1)
s.t. xr € X,
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2.1 Stochastische Optimierung

mit

Q(z,w) = min f(w)"y,
(2.1.2) s.t. D(w)y > h(w) + T'(w)z,
yey,

wobei X C RP* und Y C RP? polyedrische Mengen sind und ¢ € RP'. Weiter ist w eine
Zufallsvariable aus dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit Q C R, f : Q — RP2,
h:Q—=R"2 D:Q— R"2P und T : ) — R¥=*P1,

Das Problem in beschreibt die erste Stufe. Die Variablen x € X stellen die Entschei-
dungen dar, die im Voraus getroffen werden miissen, bevor die Realisationen der unsicheren
Parameter w € () bekannt werden. Das Problem in repréasentiert die zweite Stufe. Die
Variablen y € Y beschreiben die Entscheidungen, die getroffen werden konnen, um uner-
wartete Realisierungen von w auszugleichen.

Ein bekanntes Beispiel fiir ein zweistufiges Problem mit Kompensation entspricht der Be-
stellpolitik eines Unternehmens. Zum Zeitpunkt Null muss entschieden werden, wie viel
Bedarf an Rohstoffen fiir einen vorgegeben Zeitraum besteht. Es ist zu diesem Zeitpunkt
nicht bekannt, wie grofs der Absatz der eigenen Produkte in der Zeitspanne sein wird. Zu
einem spateren Zeitpunkt in der Zeitspanne kann nachbestellt werden. Wird zu diesem
Zeitpunkt nachbestellt, so miissen ein zweites Mal Lieferkosten bezahlt werden. Wird zum
ersten Zeitpunkt eine grofte Menge Rohstoffe bestellt, so miissen hohe Lagerkosten bezahlt
werden. Ziel ist es, stets lieferfahig zu sein und dabei die Kosten moglichst gering zu halten.

2.1.2 Probleme mit stochastischen Bedingungen

Statt die Bedingungen mit absoluter Sicherheit zu erfiillen, kann es vorteilhaft sein, Be-
dingungen nur mit grofer Wahrscheinlichkeit zu erfiillen. Durch den Verzicht auf absolute
Sicherheit, kann es moglich sein, einen besseren Zielfunktionswert zu erreichen.

Der Ansatz der Einfiihrung stochastischer Nebenbedingungen fiir stochastische Probleme
geht auf Charnes und Cooper [20] zuriick. Es wird die Forderung fallengelassen, dass eine
Losung fiir alle Nebenbedingungen und méoglichen Szenarien zuléssig sein muss. Stattdessen
werden sogenannte stochastische Nebenbedingungen definiert, die dadurch charakterisiert
sind, dass sie in einem Teil der Szenarien verletzt sein diirfen.

Wir betrachten das klassische Modell der Linearen Optimierung

max ¢’ z,

(2.1.3) s.t. Az > b,
x>0,

wobei ¢, z € RY9, b € R"” und A eine g x h-Matrix ist. Unter der Annahme, dass es
Unsicherheiten in der Matrix A und im Vektor b gibt und dass das System die Ungleichung
hochstens mit der Wahrscheinlichkeit € € [0, 1] verletzten darf, kann das stochastische
lineare Optimierungsproblem mit stochastischen Nebenbedingungen wie folgt formuliert
werden:

max ¢z,

(2.1.4) s.t. P(Ax >b) > 1 — ¢,
x> 0.
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Kapitel 2 Optimierung unter Unsicherheiten

Die Nebenbedingungen miissen nicht mit absoluter Sicherheit erfiillt werden, sondern diir-
fen in € Prozent der Fille nicht eingehalten werden. In muss die Wahrscheinlichkeit,
dass die gesamten Nebenbedingungen erfiillt sind, mindestens 1 — e betragen.

In Modell2.1.4wird fiir alle Nebenbedingungen eine gemeinsame stochastische Ungleichung
betrachtet. Diese gemeinsame stochastische Nebenbedingung wurde von Miller und Wagner
[40] eingefiihrt. Bei der Einfithrung von Problemen mit stochastischen Nebenbedingungen
durch Charnes und Cooper wurden Programme betrachtet, in denen jede Nebenbedingung
separat mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit erfiillt werden musste.

Der Ansatz der Stochastischen Optimierung, Probleme mit stochastischen Nebenbedin-
gungen zu formulieren, fiihrt uns in die Richtung der Robusten Optimierung. Auch bei
der Robusten Optimierung muss eine Losung nicht fiir alle mdglichen Szenarien zuléssig
sein. Anders als bei Problemen mit Stochastischen Nebenbedingungen gibt es in der Ro-
busten Optimierung jedoch keinen vorgegebenen Prozentsatz, fiir den die Zulassigkeit bei
Betrachtung aller Szenarien eingehalten werden muss, sondern die Zuléssigkeit muss fiir
eine ausgewahlte Menge von Szenarien zu hundert Prozent gewahrleistet sein.

2.2 Robuste Optimierung

Die Robuste Optimierung ist ein in neuerer Zeit entstandener Zweig der Optimierung un-
ter Unsicherheiten. Sie unterscheidet sich von der Stochastischen Optimierung dadurch,
dass die Unsicherheiten nicht in Form von Zufallsvariablen und damit nicht in stocha-
stischer Form gegeben sind, sondern die Unsicherheiten in einer eher deterministischen
Weise, namlich in Form einer Menge von potentiell eintretenden Szenarien, gegeben sind.
Die Menge der potentiell eintretenden Szenarien wird als Unsicherheitsmenge bezeichnet.
Der Entscheider sucht eine Losung, die fiir alle Szenarien der gegebenen Unsicherheitsmen-
ge optimal ist. Die Grofe der Unsicherheitsmenge kann als Mafl der Robustheit gesehen
werden, das gegeniiber der Menge aller moglichen Unsicherheiten gefordert wird.

Der Ansatz der Robusten Optimierung kann dadurch motiviert werden, dass die Idee, die
Unsicherheiten in Form von Szenarien zu betrachten, ein interessantes Konzept ist und oft
der Vorstellung von Unsicherheiten in vielen Anwendungen entspricht [17].

In den frithen 1970er Jahren war Soyster [51] einer der ersten, der sich mit dem Gedanken
der Robusten Optimierung beschéftigte und explizite Ansétze fiir die Robuste Optimie-
rung entwickelte. Soyster betrachtete ein lineares Optimierungsproblem, fiir das festgelegt
wurde, dass die Spaltenvektoren der Unsicherheits-Matrix in einer konvexen Menge liegen
miissen. Falk[25] folgte ein paar Jahre spater. Aber erst in den spéten 1990ern wurde die Ro-
buste Optimierung populér, nachdem Ben-Tal and Nemirovski [13] [14] [15] und El Ghaoui
et al. [27] [28] Abhandlungen veréffentlichten, die die Vorteile in der Computertechnolo-
gie und die Entwicklung einer schnellen Interior-Point-Methode fiir konvexe Optimierung
kombinierten [17].

Da bei der Robusten Optimierung nicht allein die Optimierung der Zielfunktion im Fokus
steht, sondern zudem die Robustheit einer Losung betrachtet wird, miissen Begriffe wie
zuldissige Losung und optimaler Zielfunktionswert neu definiert werden. Da die Herkunft
der Robusten Optimierung in der Linearen Optimierung liegt, wollen wir die Begriffe und
Konzepte fiir Lineare Optimierungsprobleme einfithren. Dabei orientieren wir uns vor allem
an Ben-Tal, Ghaoui und Nemirovski [12].

Ein Lineares Programm, in dem die Unsicherheiten durch eine Unsicherheistmenge gegeben
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2.2 Robuste Optimierung

sind, bezeichnen wir als Unsicheres Lineares Optimierungsproblem. Ein Unsicheres Lineares
Optimierungsproblem ist eine Kollektion Linearer Optimierungsprobleme

{min{ch : Az <b} 1 (¢, A)D) € L(}7

g+1)x(h+1

wobei die Daten durch eine Unsicherheitsmenge 8 C R! ) gegeben sind.

Wir betrachten Unsichere Lineare Opimierungsprobleme mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Eintridge im Entscheidungsvektor x sind First-Stage Entscheidungen, das heifst,
alle Entscheidungen miissen getroffen werden, bevor die Realisierung der Daten be-
kannt wird.

(ii) Liegen die Realisationen der Daten in der Unsicherheitsmenge 4, so ist der Entschei-
der fiir die Auswirkungen seiner Entscheidung verantwortlich.

(ili) Die Nebenbedingungen miissen in allen Realisierungen aus der Unsicherheitsmenge
eingehalten werden.

Durch die Eigenschaften ist gegeben, dass das Losen eines Unsicheren Linearen Optimie-
rungsproblems eine Absicherung gegen die Unsicherheiten impliziert. Daher wird eine ro-
bust zuldssige Losung wie 