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Einleitung

Immer häu�ger wird durch die Medien auf die Schlieÿung ländlicher Arztpraxen und den
Mangel an Nachfolgern aufmerksam gemacht. Als Folge dieser medizinischen Unterver-
sorgung in ländlichen Gebieten steigt die Zahl der zu behandelnden Patienten in städti-
schen Krankenhäusern. Dieser Trend wird weiter zunehmen und wirkt sich negativ auf den
Krankenhausalltag in Form von überfüllten Notaufnahmen und langen Wartezeiten aus.
Sind die Notaufnahmen überfüllt, so bedeutet dies eine Überlastung des Personals und
der medizinischen Geräte. Dies kann zu einer schlechteren Behandlungsqualität und einem
steigenden Fehlerrisiko führen. Dieser bedenkliche Zustand muss sich ändern. Mit unserer
Arbeit möchten wir uns diesem Problem widmen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen Algorithmus zu entwickeln, der Behandlungen einer
Menge gegebener Patienten so Behandlungszeitpunkte auf Ressourcen zuweist, dass Be-
handlungen von Notfallpatienten zu einem gewissen Maÿ spontan in den ermittelten Zeit-
plan eingefügt werden können. Dabei darf die Aufenthaltsdauer der geplanten Patienten
nicht unberücksichtigt bleiben. Das Problem Patienten in optimaler Weise Behandlungs-
zeitpunkte zuzuweisen, so dass sie eine möglichst geringe Aufenthaltsdauer im Krankenhaus
besitzen, bezeichnen wir als Krankenhaus Scheduling Problem.

Beim Krankenhaus Scheduling Problem ist eine Menge von Patienten und eine Menge
von Ressourcen gegeben. Jeder Patient besitzt eine Menge von Behandlungen, die er im
Krankenhaus erhalten soll. Zwischen verschiedenen Behandlungen eines Patienten kann es
Rangfolgebeziehungen geben, das heiÿt, dass eine Behandlung vor einer anderen Behand-
lung durchgeführt werden muss. Eine Behandlung muss während einer ununterbrochenen
Zeitdauer auf einer vorgegebenen Ressource statt�nden. Zwei Behandlungen eines Patien-
ten dürfen sich nicht überschneiden. Jeder Patient besitzt einen Ankunftszeitpunkt, an wel-
chem er das Krankenhaus betritt und nach dem er für seine Behandlungen zur Verfügung
steht. Für jede Ressource gibt es feste Ö�nungszeiten. Nur innerhalb der Ö�nungszeiten
können Behandlung auf einer Ressource statt�nden. Auch kann auf einer Ressource immer
nur eine Behandlung zeitgleich statt�nden. Ziel des Krankenhaus Scheduling Problems ist
es, die Summe der Wartezeiten aller Patienten zu minimieren.

Das Krankenhaus Scheduling Problem ist mit dem viel untersuchten Job Shop Scheduling
Problem eng verwandt. Das Job Shop Scheduling Problem gehört zu einem der schwersten
kombinatorischen Optimierungsprobleme. Es ist nicht nur NP -hard, sondern gehört sogar
zu den schwieriger zu lösenden Problemen dieser Klasse [55]. Daher ist es nicht einfach,
das Job Shop Scheduling Problem optimal zu lösen. In den letzten Jahrzehnten wurden
einige Lokale Such Algorithmen entwickelt, die das Problem sehr e�zient lösen können [54].
Daher möchten wir in dieser Arbeit einen Algorithmus für das Krankenhaus Scheduling
Problem entwickeln, der auf einer Lokalen Suche beruht.

Der von uns entwickelte Algorithmus soll nicht einfach eine möglichst gute Lösung für
das Krankenhaus Scheduling Problem ermitteln, sondern in der Lösung berücksichtigen,
dass Notfallpatienten auftreten können. Wir möchten einen Zeitplan für die Behandlungen,
einen sogenannten Schedule, generieren, in dem zu einem gewissen Maÿ Behandlungen von
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Einleitung

Notfallpatienten integriert werden können. Je besser ein Schedule gegen das Auftreten von
Notfallpatienten abgesichert ist, das heiÿt, je besser Notfallpatienten, gemessen an einem
vorgegebenem Maÿ, in den Schedule eingeplant werden können, desto robuster nennen wir
einen Schedule.
In unserer Arbeit entwickeln wir einen Lokalen Such Algorithmus für das Krankenhaus
Scheduling Problem und passen diesen so an, dass im Algorithmus das Auftreten von Not-
fallpatienten berücksichtigt wird und so der Algorithmus genutzt werden kann, um einen
zu einem gewissen Maÿ robusten Schedule zu erzeugen. Daher nennen wir unser Verfahren
Robuste Lokale Suche. Eine Robuste Lokale Suche kann im Allgemeinen als ein Verfahren
beschrieben werden, dass eine Lösung zu einem kombinatorischen Optimierungsproblem
nicht nur anhand seiner Kostenfunktion bewertet, sondern auch in Betracht zieht, wie die
Lösung auf Unsicherheiten reagiert.

In dieser Richtung wurde ein Ansatz für das Job Shop Scheduling Problem von Akker,
Blokland und Han Hoogeveen entwickelt. In ihrem Paper [4] nutzen sie eine Lokale Suche,
um robuste Lösungen in Bezug auf unsichere Prozesszeiten zu �nden. Dabei wird die Ro-
bustheit einer Lösung anhand des Erwartungswertes gemessen, den eine Lösung in Bezug
auf gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilungen für die unsicheren Prozesszeiten besitzt. Auf
weitere Ansätze für Scheduling Probleme unter Unsicherheiten wird in Abschnitt 2.3 dieser
Arbeit näher eingegangen.

Der Aufbau dieser Arbeit gliedert sich folgendermaÿen. Im ersten Kapitel erfolgt die De�ni-
tion des Krankenhaus Scheduling Problems. Es wird dessen Zusammenhang zum bekannten
und viel untersuchten Job Shop Scheduling Problem erläutert. Im Anschluss wird die De-
�nition des Krankenhaus Scheduling Problems unter Unsicherheiten gegeben. In Kapitel
zwei beschreiben wir einige bestehende Ansätze zur Optimierung unter Unsicherheiten und
gehen im Speziellen auf die Optimierung unter Unsicherheiten von Scheduling Problemen
ein. Im dritten Kapitel erläutern wir die allgemeine Idee hinter einer Robusten Lokalen
Suche und stellen zwei mögliche Ansätze vor. Anschlieÿend beschreiben wir im vierten
Kapitel, wie eine Robuste Lokale Suche für das Krankenhaus Scheduling Problem unter
Unsicherheiten umgesetzt werden kann. Zur Messung des Einplanens von Notfallpatien-
ten stellen wir zwei verschiedene Maÿe vor. Tests und Ergebnisse zu den vorgestellten
Ansätzen in Kombination mit den beiden Maÿen werden in Kapitel fünf dargestellt. Das
daran anschlieÿende Kapitel sechs fasst die ermittelten Resultate zusammen und gibt einen
Ausblick, wie die entwickelten Ansätze erweitert werden können.
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Kapitel 1

De�nition des Problems

1.1 Das Krankenhaus Scheduling Problem

Beim Krankenhaus Scheduling Problem wird die Situation betrachtet, dass Patienten zu
im Vorfeld bekannten Zeitpunkten im Krankenhaus eintre�en, um eine vorgegebene Menge
von Behandlungen zu durchlaufen. Ziel ist es, die Behandlungstermine der Patienten so
festzulegen, dass die Aufenthaltsdauer der einzelnen Patienten im Krankenhaus möglichst
gering ist.
Wie bereits erwähnt, gibt es für jeden Patienten einen Ankunftszeitpunkt, an dem er das
Krankenhaus betritt und vor dem er zu keiner Behandlung zur Verfügung steht. Allen
Behandlungen eines Patienten können somit nur Termine nach seinem Ankunftsdatum zu-
gewiesen werden. Bei der Terminvergabe für die Behandlungen muss darüber hinaus darauf
geachtet werden, dass sich verschiedene Behandlungen eines Patienten nicht überschneiden,
weil ein Patient nicht zeitgleich bei mehreren Behandlungen anwesend sein kann. Zwischen
verschiedenen Behandlungen eines Patienten kann es Rangfolgebeziehungen geben. Eine
Rangfolgebeziehung zwischen zwei Behandlungen besteht dann, wenn festgelegt ist, wel-
che der Behandlungen zuerst statt�nden soll. Erst wenn diese Behandlung abgeschlossen
wurde, darf die andere Behandlung statt�nden. So müssen beispielsweise erst alle Vorunter-
suchungen für eine Operation eines Patienten durchgeführt worden sein, bevor er operiert
werden kann. Des Weiteren muss eine Behandlung auf einer geeigneten Ressource geplant
werden, das heiÿt einer Ressource, die den für die Behandlung erforderlichen Geräten ent-
spricht. Eine Operation kann nur in einem Operationssaal statt�nden, in einem Raum
kann nur dann geröntgt werden, wenn sich in dem Raum ein Röntgengerät be�ndet und
so weiter. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass es für jeden Behandlungstypen wie zum
Beispiel Röntgen nur ein zur Verfügung stehendes Gerät, das heiÿt, nur eine zur Verfügung
stehende Ressource gibt. Für jede Ressource gibt es feste Ö�nungszeiten. Nur innerhalb
der Ö�nungszeiten können Behandlung auf einer Ressource statt�nden. Darüber hinaus
kann auf einer Ressource zu jedem Zeitpunkt nur eine Behandlung statt�nden.
Die Aufenthaltsdauer eines Patienten zu minimieren ist äquivalent damit die Wartezeit
eines Patienten zu minimieren, wobei die Wartezeit der Zeit zwischen Ankunftsdatum
und Ende der letzten Behandlung abzüglich der Behandlungsdauern entspricht. Als Ziel
des Krankenhaus Scheduling Problems kann also auch die Minimierung der Summe der
Wartezeiten aller Patienten betrachtet werden.

1.1.1 De�nition

Gegeben sei eine Menge P = {p1, . . . , pn} von Patienten, die im Krankenhaus behandelt
werden sollen. Das Krankenhaus hat dazu R = {r1, . . . , rm} Ressourcen zur Verfügung,
die während ihrer jeweiligen Ö�nungszeiten zur Behandlung der Patienten genutzt werden
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können. Für eine Ressource rk sind die Ö�nungszeiten, abhängig vom Wochentag w, durch
einen Ö�nungszeitpunkt ropenk (w) und einen Schlusszeitpunkt rclosek (w) festgelegt. Ein Pati-
ent pi soll im Rahmen seines Krankenhausaufenthaltes qi Behandlungen Bi = {bi1, . . . , biqi}
durchlaufen. Für ein geordnetes Paar von Behandlungen (bij,bik) kann es eine Rangfolgebe-
ziehung geben, das heiÿt, dass Behandlung bij vor Behandlung bik statt�nden soll. Sei die
Menge der Rangfolgebeziehungen für Behandlungen von Patient pi gegeben durch Θi. Die
Rangfolgebeziehungen zwischen den Behandlungen eines Patienten pi lassen sich mittels
eines Digraphen D(pi) darstellen. Dabei wird der Digraph wie folgt konstruiert. Für jede
Behandlung besitzt der Graph D(pi) = (V,E) einen Knoten. Es gilt

vij ∈ V ⇔ bij ∈ Bi.(1.1.1)

Und für jede Rangfolgebeziehung (bij,bik) besitzt der Graph einen Bogen vijvik. Es gilt

vijvik ∈ E ⇔ (bij, bik) ∈ Θi.(1.1.2)

Ein Beispiel für einen solchen Digraphen, den wir im Folgenden als Behandlungsgraphen
bezeichnen werden, ist in Abbildung 1.1 dargestellt.

bi1

bi2

bi3

bi4 bi5

Abbildung 1.1: Beispiel für einen Behandlungsgraphen D(pi) von
Patient pi.

Gibt es eine Rangfolgebeziehung (bij, bik) zwischen zwei Behandlungen, so bezeichnen wir
bij als Vorgänger-Behandlung von bik. Eine Behandlung kann erst dann statt�nden, wenn
all seine Vorgänger-Behandlungen abgeschlossen wurden.
Jede Behandlung bij benötigt eine vorgeschriebene Zeit tij und kann nur auf einer fest
vorgegebenen Ressource R(bij) ∈ R durchgeführt werden. Der frühestmögliche Termin, an
dem ein Patient pi für Untersuchungen zur Verfügung steht, ist durch den Termin Arri
gegeben und wird als Ankunftszeit bezeichnet.
Beim Zuweisen von Terminen zu den Behandlungen muss Folgendes beachtet werden:

( I ) Eine Behandlung kann nicht unterbrochen werden.

( II ) Eine Behandlung muss vollständig in den Ö�nungszeiten der Ressource liegen.

(III) Auf einer Ressource kann zu jedem Zeitpunkt nur eine Behandlung statt�nden.

(IV) Ein Patient kann zu jedem Zeitpunkt nur eine Behandlung bekommen.

Wird jeder Untersuchung b ∈ B =
⋃n
i=1Bi ein Starttermin St(b) zugeordnet, so wird eine

solche Zuordnung S = (St) als Schedule bezeichnet. Ein Schedule ist zulässig, wenn er die
Bedingungen (I)-(IV) erfüllt.
Den Zeitpunkt, an dem die letzte Behandlung von Patient pi abgeschlossen ist, bezeichnen
wir als Entlassungszeitpunkt Ci mit

Ci = C(pi) = max
l∈{1,...,qi}

St(bil) + til(1.1.3)

4



1.1 Das Krankenhaus Scheduling Problem

von Patient pi.

Das Krankenhaus Scheduling Problem besteht darin, einen zulässigen Schedule zu �nden,
der die Summe der Aufenthaltszeiten aller Patienten im Krankenhaus

min
n∑
i=1

(Ci − Arri)(1.1.4)

minimiert.

Um das Krankenhaus Scheduling Problem zu veranschaulichen und die eingeführten Be-
gri�e zu verdeutlichen, betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 1.1.1. Gegeben seien fünf Patienten p1, . . . , p5 und drei Ressourcen r1, r2 und
r3. Die Ö�nungszeiten für jede Ressource sind täglich von 8:00-14:00 Uhr. Die Ankunfts-
zeiten der Patienten sowie deren Behandlungen mit zugehörigen Behandlungsdauern und
Ressourcen sind in Tabelle 1.1 dargestellt.

Patient Ankunftszeit Behandlungen Ressource Behandlungsdauer

p1 01-mm-yyyy 10:00
b11 r1 2
b12 r3 2
b13 r2 1

p2 01-mm-yyyy 8:00
b21 r3 3
b22 r2 3

p3 01-mm-yyyy 12:00
b31 r1 1
b32 r2 3
b33 r3 2

p4 01-mm-yyyy 8:00
b41 r2 2
b42 r3 2
b43 r1 2

p5 02-mm-yyyy 10:00
b51 r1 1
b52 r2 1
b53 r3 2

Tabelle 1.1: Krankenhaus Scheduling Instanz.

Die Rangfolgebeziehungen zwischen Behandlungen eines Patienten sind durch die Behand-
lungsgraphen der Patienten in Abbildung 1.2 dargestellt.
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b11

b12

b13

(a)

b21 b22

(b)

b31

b32

b33

(c)

b41 b42 b43

(d)

b53

b51

b52

(e)

Abbildung 1.2: Behandlungsgraphen von Patienten p1, . . . , p5.

Ein zulässiger Schedule ist durch Startzeiten für die Behandlungen gegeben, so dass die
Bedingungen (I)-(IV) erfüllt sind.
Die Darstellung einer Lösung in Abbildung 1.3 zeigt anschaulich und leicht nachvollziehbar,
dass die Bedingungen (I)-(IV) erfüllt sind.

 

r1

r2

r3

07:00 08:00 09:00 10:00 11:00 12:00 13:00 14:00 15:00

yyyy-mm-01

b21

b22

b42

b41

b11 b31

 

r1

r2

r3

07:00 08:00 09:00 10:00 11:00 12:00 13:00 14:00 15:00

yyyy-mm-02

b33 b12 b53

b13 b52 b32

b43 b51

Abbildung 1.3: Lösungsrepräsentation mittels Gantt Chart.

Die Abbildung 1.3 verbildlicht eine Lösung in Form eines Gantt Charts. Das Gantt Chart
wurde für Projekt Scheduling Probleme eingeführt. Mittels waagerechter Balken werden
die Projekte entsprechend ihrer Dauer gegenüber der Zeit aufgetragen. Das Gantt Chart
war zunächst die beliebteste Form, um Lösungen für das Job Shop Scheduling Problem
darzustellen [33] und wird in Gantt (1919)[26], Clark (1922)[22] und Porter (1968) [45]
beschrieben. Das Job Shop Scheduling Problem kann als Vereinfachung des Krankenhaus
Scheduling Problems betrachtet werden. Während in der Literatur das Krankenhaus Sche-
duling Problem wenig Beachtung �ndet, ist das Job Shop Scheduling Problem ein viel
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untersuchtes Problem. Da einige Ideen in dieser Arbeit vom Job Shop Scheduling Problem
herrühren, wird das Job Shop Scheduling Problem im nachfolgenden Abschnitt vorgestellt
und die Beziehung zum Krankenhaus Scheduling Problem erläutert.

1.1.2 Das Job Shop Scheduling Problem und seine Beziehung zum

Krankenhaus Scheduling Problem

Das Job Shop Scheduling Problem kann als eine Vereinfachung des Krankenhaus Scheduling
Problems gesehen werden. Es gibt demgemäÿ einen starken Zusammenhang zwischen den
beiden Problemen. Im nächsten Abschnitt soll zunächst das Job Shop Scheduling Problem
beschrieben werden, bevor im Anschluss die Unterschiede und Gemeinsamkeiten der beiden
Probleme erörtert werden.

Das Job Shop Scheduling Problem

Das Job Shop Scheduling Problem entstammt der Produktionsplanung und ist von seinem
ersten Auftreten Anfang der Fünfzigerjahre bis heute ein viel untersuchtes Problem. Es
ist nicht bekannt, wer das Job Shop Scheduling Problem als erstes formulierte, aber es ist
weitgehend akzeptiert, dass das Buch 'Industrial Scheduling ', geschrieben von Muth und
Thompson, in dem alle wichtigen Ergebnisse der Fünfzigerjahre zusammengetragen sind,
grundlegend für die darau�olgenden Untersuchungen war [33].

Das Job Shop Scheduling Problem richtet sich an die Situation, dass eine gegebene Menge
von Aufträgen, auch Jobs genannt, auf einer Menge von Maschinen bearbeitet werden soll.
Jeder Job besteht aus einer Menge von Operationen, die in einer festen Reihenfolge bear-
beitet werden müssen. Dabei dürfen sich Operationen desselben Jobs nicht überschneiden
und müssen während einer ununterbrochenen Zeitdauer statt�nden. Auf einer Maschine
kann zeitgleich immer nur eine Operation bearbeitet werden. Ziel des Job Shop Schedu-
ling Problems ist es, den Operationen so Anfangszeitpunkte zuzuweisen, dass der späteste
Bearbeitungszeitpunkt aller Operation minimiert wird.

Problembeschreibung Gegeben ist eine Menge von Jobs J = {j1, . . . , jn}, die auf einer
Menge von Maschinen M = {m1, . . . ,mm} bearbeitet werden sollen. Ein Job ji besteht
aus einer Folge von Operationen Oi = (oi1, . . . , oiqi). Die Folge der Operationen gibt ei-
ne eindeutige Bearbeitungsreihenfolge der Operationen vor. Eine Operation oil kann nur
dann bearbeitet werden, wenn die in der Folge vorangegangene Operation oi,l−1 bereits
abgeschlossen wurde. Eine Operation muss auf einer eindeutig vorgeschriebenen Maschi-
ne M(oil) ∈ M bearbeitet werden. Zur Bearbeitung einer Operation oil wird die Zeit til
benötigt.
Beim Zuweisen von Startzeiten zu Operationen muss beachtet werden, dass

( I ) eine Operation während ihrer Bearbeitung nicht unterbrochen werden kann,

( II ) die Operationen eines Jobs in der gegebenen Reihenfolge bearbeitet werden müssen

(III) und eine Maschine zu jedem Zeitpunkt nur eine Operation durchführen kann.

Wird jeder Operation o ∈ O =
⋃n
i=1Oi eine Startzeit St(o) zugeordnet, so wird diese

Zuordnung (St)o∈O als Schedule bezeichnet. Werden die Bedingungen (I)-(III) durch den
Schedule eingehalten, so bezeichnet man den Schedule als zulässig.
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Das Job Shop Scheduling Problem besteht darin, einen zulässigen Schedule zu �nden, der
den Makespan, den letzten Bearbeitungszeitpunkt aller Jobs,

min
i∈{1,...,n}

(St(oiqi) + tiqi)(1.1.5)

minimiert.

Das Job Shop Scheduling Problem kann in ein graphentheoretisches Problem umgewan-
delt werden. Die Darstellung des Job Shop Scheduling Problems als graphentheoretisches
Problem wird als Disjunctive Graph Modell bezeichnet. Da wir eine Darstellung, die aus
diesem Modell hervorgeht, für den Algorithmus der Robusten Lokalen Suche für das Kran-
kenhaus Scheduling Problem verwenden, wird im Folgenden das Disjunctive Graph Modell
vorgestellt.

Das Disjunctive Graph Modell Das Disjunctive Graph Modell liefert eine Darstel-
lung des Job Shop Scheduling Problems in Form eines graphentheoretischen Problems.
Es wurde von Roy und Sussman(1964) [47] entwickelt und dient vielen Algorithmen als
Grundlage. Mit Hilfe des Disjunctive Graph Modells kann einerseits eine Lösung ermittelt
sowie andererseits eine Lösung repräsentiert werden.

Gegeben sei ein Job Shop Scheduling Problem. Dieses soll mittels eines Graphen G =
(V,E) darstellt werden. Die Bezeichnungen seien analog zu den Bezeichnungen aus der
Problemde�nition. Dann wird der Graph G wie folgt konstruiert.
Für jede Operation oij besitze der Graph G einen Knoten vij. Es gilt

oij ∈ O ⇔ vij ∈ V .

Darüber hinaus enthalte der Graph einen Knoten s ∈ V und einen Knoten t ∈ V .
Jeder Knoten besitze ein Gewicht. Dem Knoten vij werde als Gewicht die Bearbeitungs-
dauer tij der zugehörigen Operation oij und den Knoten s und t das Gewicht 0 zugewiesen.
Sei φ : V → R≥0 die Funktion, die jedem Knoten sein Gewicht zuordnet. Dann gilt

φ(v) =

{
0, falls v ∈ {s, t},
tij, falls v = vij,

∀ v ∈ V .

Die Kantenmenge des Graphen setze sich sowohl aus gerichteten als auch aus ungerich-
teten Kanten zusammen. Die gerichteten Kanten EJ repräsentieren die Reihenfolge der
Operationen der Jobs. Es gilt

vw ∈ EJ ⇔ (v = vi,l ∧ w = vi,l+1 für einen Job ji) .

Darüber hinaus enthalte der Graph jeweils eine gerichtete Kante von dem Knoten s zu der
ersten Operation aller Jobs

svi1 ∈ EJ für alle ji ∈ J

und eine gerichtete Kante von der jeweils letzten Operation eines Jobs zu dem Knoten t

viqit ∈ EJ für alle ji ∈ J .

Die Kanten aus der Kantenmenge EJ werden als Job-Kanten bezeichnet. Zu den gerichteten
Kanten enthält der Graph die ungerichteten Kanten EM . Sie repräsentieren die Maschinen-
zugehörigkeit und werden auch als Maschinen-Kanten bezeichnet. Die Maschinen-Kanten
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verbinden alle Operationen, die auf derselben Maschine bearbeitet werden müssen, das
heiÿt

vw ∈ EM ⇔M(v) = M(w).

Die Kantenmenge E des Graphen G ist gegeben durch E = EJ ∪ EM .

Das folgende Beispiel 1.1.2 soll verdeutlichen, wie zu einer Job Shop Scheduling Instanz
das zugehörige Disjunctive Graph Modell konstruiert wird.

Beispiel 1.1.2. Gegeben seien drei Maschinen m1, m2, m3 und drei Jobs j1, j2, j3. Die
zu den Jobs gehörigen Operationen sind mitsamt ihrer Bearbeitungsdauer und ihren vorbe-
stimmten Maschinen in Tabelle 1.2 angegeben.

Job Operationen Maschine Bearbeitungsdauer

j1

o11 m1 1
o12 m2 3
o13 m3 2

j2
o21 m1 3
o22 m2 2

j3

o31 m3 2
o32 m2 1
o33 m3 2

Tabelle 1.2: Job Shop Scheduling Instanz.

Konstruiert man das Disjunctive Graph Modell zu der gegebenen Job Shop Scheduling In-
stanz, so ergibt sich der Graph in Abbildung 1.4.

o11 o12 o13

o21 o22

o31 o32 o33

s t

Abbildung 1.4: Disjunctive Graph Modell zur Instanz aus Tabelle 1.2.

Die Job-Kanten sind durch die gerichteten Kanten dargestellt, während die Maschinen-
Kanten durch die gestrichelten Linien repräsentiert werden.

Sei Mk = {o ∈ O : M(o) = mk} die Menge der Operationen, die auf Maschine mk ∈ M
bearbeitet werden müssen und sei weiter yk = |Mk|. Dann ist eineMaschinenreihenfolge der
Behandlungen auf Maschine mk ∈ M ist durch eine Permutation πk = (πk(1), . . . , πk(yk))
der Behandlungen Mk de�niert, wobei πk(l) das Element von Mk bezeichnet, das als l-tes
auf Maschine mk bearbeitet wird. Ein m-Tupel π = (π1, . . . , πm), dessen i-te Komponente
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durch eine Maschinenreihenfolge πi für Maschine mi, i = 1, . . . ,m, gegeben ist, bezeichnen
wir im Folgenden als Bearbeitungsreihenfolge.

Werden die Maschinen-Kanten so gerichtet, dass ein azyklischer Graph entsteht, so wer-
den durch die Maschinen-Kanten Maschinenreihenfolgen impliziert [55]. Die durch einen
azyklischen Graphen implizierte Bearbeitungsreihenfolge werde als zulässig bezeichnet.
Ist der entstehende Graph nicht azyklisch, so ist durch die Kanten entweder für eine Ma-
schine keine Maschinenreihenfolge gegeben oder eine Maschinenreihenfolge widerspricht
der Reihenfolge, die durch die Jobs gegeben ist. Diese Fälle sind in Beispiel 1.1.3 veran-
schaulicht.

Beispiel 1.1.3. Unzulässige Maschinenreihenfolgen.

oi,k oi,l

oj,x oj,y

m
1

m2

(a)

oi,k

oj,l

oj,z

(b)

Abbildung 1.5: Gerichtete Maschinen-Kanten, die zu einer unzulässigen Maschinenrei-
henfolge führen.

In Abbildung 1.5a ist der Fall dargestellt, dass die Maschinenreihenfolge der Jobreihenfolge
widerspricht und in Abbildung 1.5b ist dargestellt, dass durch die gerichteten Maschinen-
Kanten keine Maschinenreihenfolge gegeben ist.

Ist eine zulässige Bearbeitungsreihenfolge gegeben, so kann für jede Operation oij die Start-
zeit berechnet werden, indem der längste Weg von s zum Knoten vij berechnet wird. Be-
rechnen wir auf diese Weise die Startzeiten für alle Operationen, so erhalten wir einen
zulässigen Schedule. Das Disjunctive Graph Modell, in dem alle Maschinen-Kanten gerich-
tet sind, bezeichnen wir im Folgenden als gerichtetes Disjunctive Graph Modell.

Ein gerichtetes Disjunctive Graph Modell zu der Job Shop Scheduling Instanz in Tabelle
1.2 ist in Abbildung 1.6a dargestellt. Das dem Graphen entsprechende Gantt Chart ist in
Abbildung 1.6b zu sehen.
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Beispiel 1.1.4. Fortsetzung.

o11 o12 o13

o21 o22

o31 o32 o33

s t

(a) Gerichtetes Disjunctive Graph Modell.

m1

m2

m3

 0  1  2  3  4  5  6  7  8

o31

o32

o33

o11

o12

o13

o21

o22

(b) Lösungsrepräsentation mittels Gantt Chart.

Abbildung 1.6: Repräsentationen eines zulässigen Schedules für die Job Shop Scheduling
Instanz aus Tabelle 1.2.

Das Ziel des Job Shop Scheduling Problems ist die Minimierung des Makespans. Der Ma-
kespan entspricht im gerichteten Disjunctive Graph Modell der Länge eines längsten Weges
vom Knoten s zum Knoten t.
Wir möchten zeigen, dass das Richten der Maschinen-Kanten dem Job Shop Scheduling
Problem entspricht. Dazu müssen wir zeigen, dass mit Richten der Maschinen-Kanten ein
Schedule erstellt werden kann, der einer optimalen Lösung entspricht. Der nachfolgende
Satz liefert die nötige Aussage.

Satz 1.1.5. Zu jeder optimalen Lösung für das Job Shop Scheduling Problem gibt es ei-
ne Lösung mit gleichem Makespan, die durch ein gerichtetes Disjunctive Graph Modell
dargestellt werden kann.

Beweis. Gegeben sei eine optimale Lösung für das Job Shop Scheduling Problem. Dann
ist durch die Lösung eine Maschinenreihenfolge für jede Maschine festgeschrieben. Erstellt
man das gerichtete Disjunctive Graph Modell, das dieser Maschinenreihenfolge entspricht,
so kann die dadurch repräsentierte Lösung keinen gröÿeren Makespan besitzen, da jede
Operation so früh wie möglich statt�ndet. Keine Operation aus der optimalen Lösung kann
vor einer Operation aus dem Disjunctive Graph Modell starten. �

Da es zu jeder optimalen Lösung eine Lösung mit gleichem Makespan gibt, die durch das
gerichtete Disjunctive Graph Modell repräsentiert werden kann, kann eine optimale Lösung
mittels des Richtens der Maschinen-Kanten gefunden werden.
Das Job Shop Scheduling Problem entspricht somit dem Problem eine Orientierung des
Graphen zu �nden, so dass der dabei entstehende Graph azyklisch ist und die Länge des
längsten Weges zwischen den Knoten s und t minimal ist.

Nachdem wir das Job Shop Scheduling Problem nun eingeführt haben, möchten wir als
nächstes, dessen Verbindung zum Krankenhaus Scheduling Problem erläutern.
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Kapitel 1 De�nition des Problems

Die Beziehung zwischen Job Shop und Krankenhaus Scheduling Problem

Das Job Shop Scheduling Problem kann als Spezialfall des Krankenhaus Scheduling Pro-
blems gesehen werden. Nimmt man beim Krankenhaus Scheduling Problem an, dass alle
Patienten zum Zeitpunkt Null ankommen, die Behandlungsgraphen zusammenhängende
lineare Graphen sind und die Ressourcen rund um die Uhr geö�net haben, so gleicht das
Krankenhaus Scheduling Problem fast dem Job Shop Scheduling Problem. Lediglich die
Zielfunktionen unterschieden sich. Während beim Krankenhaus Scheduling Problem die
Summe der Aufenthaltszeiten und somit die Summe der Abschlusszeitpunkte der letzten
Behandlungen minimiert wird, betrachtet man beim Job Shop Scheduling Problem die
Minimierung des Makespans. Die Minimierung der Summe der Abschlusszeitpunkte der
letzten Behandlungen bezeichnet man auch als Minimierung der Summe der Completion-
times.

Das Job Shop Scheduling Problem mit der Zielfunktion der Minimierung der Summe der
Completiontimes ist in der Praxis weit weniger untersucht als das Problem mit der Mini-
mierung des Makespans. Obwohl die Minimierung des Makespans nicht wie eine sinnvolle
theoretische Zielfunktion scheint, ist diese sowohl in der Forschung als auch in der Pra-
xis weit verbreitet. Das Makespan Kriterium ist auch von groÿer historischer Bedeutung.
Denn es war die als erstes untersuchte Zielfunktion in den frühen Fünfzigerjahren [33]. Es
ist das meist gebrauchte Kriterium in der Forschung, da es die grundlegenden Schwierig-
keiten enthält, die implizit beim Berechnen eines optimalen Schedules gegeben sind, und
aus mathematischer Sicht leicht zu formulieren ist.

Beim Krankenhaus Scheduling sind für die Ressourcen Ö�nungszeiten gegeben. Beim klas-
sischen Job Shop Scheduling Problem wird hingegen angenommen, dass die Maschinen
durchgehend zur Verfügung stehen. Ansätze, in denen die Maschinen nicht während des
gesamten Planungshorizonts durchgehend verfügbar sind, werden als Job Shop Scheduling
Problem with Machine Availability Constraints bezeichnet. Da das Job Shop Scheduling
Problem with Availability Constraints sehr komplex ist, gibt es nur wenig Ansätze, die sich
mit diesem Problem beschäftigen. Availability Constraints wurden zunächst für das Single
Machine Problem [2] [37], ein Job Shop Scheduling Problem mit m = 1, und das Parallel
Machine Problem [49] [50], ein Job Shop Scheduling Problem, indem alle Jobs auf allen
Maschinen bearbeitet werden können, eingeführt. Das Job Shop Scheduling Problem with
Availability Constraints wurde unter anderem von Aggoune [3] betrachtet. In seinem Paper
entwickelte Aggoune einen Branch-and-Bound Algorithmus.

Ein weiterer Unterschied zwischen dem Krankenhaus Scheduling Problem und dem Job
Shop Scheduling Problem ist, dass die Behandlungsgraphen bei dem Krankenhaus Schedu-
ling Problem keine zusammenhängenden linearen Graphen sein müssen, wohingegen dies
beim Job Shop Scheduling Problem der Fall ist. In der Literatur wurde unseres Wissens
nach der Fall, dass eine partielle Ordnung für die Bearbeitungsreihenfolge der Operationen
gegeben ist, noch nicht betrachtet. Wären die zusammenhängenden Teilgraphen eines Be-
handlungsgraphen linearer Graphen, so würde das Krankenhaus Scheduling Problem unter
Vernachlässigung der beschränkten Ö�nungszeiten dem Job Shop Scheduling Problem with
Job Families gleichkommen. Beim Job Shop Scheduling Problem with Job Families sind
mehrere Jobs zu sogenannten Jobfamilien zusammengeschlossen. Zwischen den Jobs einer
Familie gibt es keine Vorrangsbeziehungen. Wird die totale Familien Flow Time minimiert,
so wird die Summe, der Zeitpunkt einer letzten Behandlung minimiert. Das Job Shop Sche-
duling Problem with Job Families wird zum Beispiel von Yu et al. [58] betrachtet.
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1.2 Das Krankenhaus Scheduling Problem unter

Unsicherheiten

Im Alltag eines Krankenhauses wird der Belegungsplan von Ressourcen meistens mit Stö-
rungen und unvorhergesehenen Ereignissen konfrontiert. So kann es vorkommen, dass eine
Ressource ausfällt, eine Behandlung länger dauert als geplant oder zusätzliche Behandlun-
gen eingeplant werden müssen. Auch wenn in der Realität verschiedene Unsicherheitsfakto-
ren auftreten können, die die Ausführung eines Belegungsplans beein�ussen, beschränken
wir uns in dieser Arbeit auf den Fall, dass während eines Krankenhaustages zu zufälligen
Zeitpunkten weitere Patienten auftreten können, deren Behandlungen in den bestehenden
Plan integriert werden müssen. Dieses Problem soll durch das Krankenhaus Scheduling
Problem unter Unsicherheiten beschrieben werden.
Das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten richtet sich an eine Situation,
bei der es zum Zeitpunkt der Planung eine Menge von Patienten gibt, für die der An-
kunftszeitpunkt und die zu durchlaufenden Behandlungen bekannt sind. Darüber hinaus
können im Planungszeitraum noch weitere Patienten auftreten. Es ist nicht bekannt, wie
viele Patienten zusätzlich auftreten werden. Ebenso sind die Ankunftszeitpunkte und die zu
durchlaufenden Behandlungen ungewiss. Ziel des Krankenhaus Scheduling Problems unter
Unsicherheiten ist es, für die zum Zeitpunkt der Planung sicheren Patienten die Start-
zeitpunkte der Behandlungen so festzulegen, dass diese einerseits für eine möglichst kurze
Aufenthaltsdauer im Krankenhaus verweilen und andererseits der Schedule freie Zeiträume
besitzt, in denen die hinzukommenden zufällig auftretenden Patienten behandelt werden
können. Formal lässt sich das Krankenhaus Scheduling Problem wie folgt beschreiben.

Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten Gegeben sei eine Menge
P = {p1, . . . , pn} von Patienten, die im Krankenhaus behandelt werden möchten. Für jeden
Patienten pi ∈ P gibt es ein Ankunftszeitpunkt Arri. Zum Ankunftszeitpunkt betritt der
Patient das Krankenhaus und steht ab dann für Untersuchungen zur Verfügung. Ein Patient
pi soll im Krankenhaus qi Behandlungen Bi = {bi1, . . . , biqi} bekommen. Zwischen den Be-
handlungen kann es Rangfolgebeziehungen Θi geben, wobei eine Rangfolgebeziehung durch
ein geordnetes Paar von Behandlungen gegeben ist. Eine Rangfolgebeziehung (bij, bik) be-
deutet, dass Behandlung bij vor Behandlung bik statt�nden soll. Eine Behandlung kann
erst dann statt�nden, wenn alle ranghöheren Behandlungen abgeschlossen wurden. Die
Rangfolgebeziehungen können durch einen Behandlungsgraphen D(pi) dargestellt werden,
der gemäÿ der Bedingungen 1.1.1 und 1.1.2 konstruiert wird. Das Krankenhaus hat zur
Behandlung der Patienten die Ressourcen R = {r1, . . . , rm} zur Verfügung, die während
ihrer jeweiligen Ö�nungszeiten zur Behandlung der Patienten genutzt werden können. Für
eine Ressource rk ∈ R sind die Ö�nungszeiten, abhängig vom Wochentag w, durch einen
Ö�nungszeitpunkt ropenk (w) und einen Schlusszeitpunkt rclosek (w) festgelegt. Eine Behand-
lung bij ∈

⋃n
i=1Bi benötigt die Zeit tij und kann nur auf der vorgegebenen Ressource

R(bij) ∈ R durchgeführt werden.
Zu der Menge der bekannten Patienten P gibt es eine weitere Menge von Patienten P ∗, die
im Krankenhaus behandelt werden möchten. Die Menge der Patienten P ∗ sei die Menge
der Notfallpatienten. Die Anzahl n∗ der Notfallpatienten ist genauso wie der Ankunftszeit-
punkt Arr(p∗i ) eines Notfallpatienten p

∗
i ∈ P ∗ = {p∗1, . . . , p∗n∗} ungewiss. Erst bei Ankunft

eines Notfallpatienten p∗i ∈ P ∗ im Krankenhaus wird die Menge seiner Behandlungen B∗i
bekannt.
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Den Behandlungen der Patienten sollen Starttermine zugewiesen werden. Beim Zuweisen
von Terminen zu den Behandlungen muss Folgendes beachtet werden:

( I ) Eine Behandlung kann nicht unterbrochen werden.

( II ) Eine Behandlung muss vollständig in den Ö�nungszeiten der Ressource liegen.

(III) Auf einer Ressource kann zu jedem Zeitpunkt nur eine Behandlung statt�nden.

(IV) Ein Patient kann zu jedem Zeitpunkt nur eine Behandlung bekommen.

Wird jeder Untersuchung b ∈ B =
⋃n
i=1Bi ein Starttermin St(b) zugeordnet, so wird eine

solche Zuordnung S = (St) als Schedule bezeichnet. Ein Schedule ist zulässig, wenn er die
Bedingungen (I)-(IV) erfüllt.
Das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten besteht darin, einen zulässi-
gen Schedule zu �nden, der zum einen die Summe der Aufenthaltszeiten der Patienten P
im Krankenhaus und somit die Entlassungszeitpunkte Ci = maxl∈{1,...,qi}St(bil) + til mini-
miert. Zum anderen soll der Schedule Freiräume beinhalten, so dass die Behandlungen von
Notfallpatienten, die während der Ausführung des Plans auftreten, in diesen Freiräumen
statt�nden können.
Das Einplanen von Freiräumen und die Minimierung von Aufenthaltszeiten widersprechen
sich. Die Aufgabe des Krankenhaus Scheduling Problems unter Unsicherheiten besteht
daher darin, einen geeigneten Kompromiss zwischen den beiden Kriterien zu �nden.

Zur Vereinfachung nehmen wir in dieser Arbeit an, dass alle Ressourcen die gleichen Ö�-
nungszeiten besitzen.

Im nächsten Kapitel möchten wir vorstellen, welche Ansätze es gibt, um Probleme unter
Unsicherheiten zu lösen.

14



Kapitel 2

Optimierung unter Unsicherheiten

Im Falle des Krankenhaus Scheduling Problems unter Unsicherheiten möchten wir den Pa-
tienten Behandlungszeitpunkte mit dem Wissen zuweisen, dass noch weitere Behandlungen
auf den Ressourcen statt�nden müssen. Diese Behandlungen gehören zu Notfallpatienten.
Die Anzahl der Notfallpatienten sowie deren Ankunftszeitpunkt und deren Behandlungen
sind uns nicht bekannt. Wir müssen also eine Entscheidung tre�en, den bekannten Behand-
lungen Startzeiten zuordnen, ohne dass uns sämtliche Informationen vorliegen. Daher ist
es schwer zu beurteilen, wie sich unsere Lösung bei dem Eintreten der Unsicherheiten, also
dem Eintre�en von Notfallpatienten, verhält.

An Probleme wie dieses, die dadurch charakterisiert sind, dass Entscheidungen getro�en
werden müssen, ohne deren komplette Auswirkung zu kennen, richtet sich die Optimierung
unter Unsicherheiten.

Mit der zunehmenden Anwendung der Optimierung auf Probleme aus der Praxis in der
zweiten Hälfte des zwanzigsten Jahrhunderts wurde schnell festgestellt, dass viele dieser
Probleme mit Unsicherheiten behaftet sind. Gerade in Bereichen wie der Produktions-
oder der Transportplanung, deren plangemäÿe Ausführung auf dem Funktionieren von
technologischen Systemen beruht, wurde die Notwendigkeit erkannt, die Unsicherheiten in
das Lösen der Probleme miteinzubeziehen [48].
Angefangen mit der Arbeit von Beale (1955) [9], Bellman (1957) [10], Bellman und Zadeh
(1970 )[11], Charnes und Cooper (1959) [20] und Dantzig (1955) [23] haben die Theorie und
die Algorithmen im Bereich der Optimierung unter Unsicherheiten eine rasante Entwick-
lung durchlaufen [48]. Nach Dantzig ist die Optimierung unter Unsicherheiten bis heute
eines der bedeutendsten ungelösten Probleme der Optimierung [48].
Es gibt eine Vielzahl von Ansätzen, die in Bezug auf die Optimierung unter Unsicherhei-
ten entwickelt wurden, darunter zum einen die Stochastische Optimierung mit Problemen
mit Kompensation oder dem Anwenden von stochastischen Nebenbedingungen und zum
anderen die Robuste Optimierung. Während die Stochastische Optimierung wahrschein-
lich der bekannteste Ansatz zur Lösung von Problemen unter Unsicherheiten ist und seit
der Einführung der Linearen Optimierung untersucht wurde, ist das Feld der Robusten
Optimierung ein Gebiet, dem aktuell viel Aufmerksamkeit gewidmet wird.
In den nächsten beiden Abschnitten möchten wir die Ansätze Stochastische Optimierung
und Robuste Optimierung vorstellen und im letzten Abschnitt den aktuellen Stand der
Optimierung unter Unsicherheiten in Bezug auf Scheduling Probleme schildern.

2.1 Stochastische Optimierung

Deterministische Optimierungsprobleme bilden die Realität nur unzureichend ab, da in
der Realität häu�g nicht alle Daten mit Sicherheit gegeben sind. In der Praxis sind oft
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Kapitel 2 Optimierung unter Unsicherheiten

Entscheidungen gefordert, die unmittelbar und ohne Wissen der Zukunft getro�en werden
müssen. Bei der Stochastischen Optimierung wird davon ausgegangen, dass ein Teil der
Daten mit Unsicherheiten behaftet ist und diese Daten als Zufallsvariablen gegeben sind.

Die Stochastische Optimierung hat ihren Ursprung in Dantzig. Dantzig wurde durch Dis-
kussionen mit A. Ferguson dazu angeregt, das Auftreten von unsicheren Bedarfen für das
Problem der optimalen Zuweisung von einer Menge von Gepäckwagen zu Fluglinien zu
betrachten [23]. Daraufhin führte Dantzig ein Framework für Lineare Optimierung mit
unsicheren Parametern ein. Seitdem wurde auf dieses Feld der Optimierung viel Aufmerk-
samkeit gerichtet.

Wir werden zwei Ansätze der Stochastischen Optimierung betrachten, in denen mit den
Unsicherheiten auf unterschiedliche Weisen umgegangen wird. Zum einen werden wir Pro-
bleme mit Kompensation und zum anderen Probleme mit stochastischen Nebenbedingun-
gen betrachten.

2.1.1 Probleme mit Kompensation

Bei Problemen mit Kompensation müssen Entscheidungen getro�en werden, ohne dass
zum Zeitpunkt der Entscheidung die Realisation aller Zufallsvariablen bekannt ist. Zu
jedem Zeitpunkt, an dem die Realisierung einer Zufallsvariablen bekannt wird, gibt es die
Möglichkeit, die bisherige Entscheidung anzupassen. Das Bekanntwerden von Realisationen
von Zufallsvaraiablen kann nur zu diskreten Zeitpunkten auftreten. Die Zufallsvariablen
werden denjenigen diskreten Zeitpunkten innerhalb des Planungszeitraumes zugeordnet,
an denen die Entscheidungs�ndung statt�ndet.
Werden alle Realisierungen zum gleichen Zeitpunkt bekannt, so spricht man von einem
zweistu�gen stochastischen Problem. In der ersten Stufe wird eine Entscheidung ohne
Kenntnis der Realisationen der zufälligen Variablen getro�en und in der zweiten Stufe
kann, nach Bekanntwerden der Realisationen der Zufallsvariablen, die vorher getro�ene
Entscheidung angepasst werden, um unerwartete Realisationen auszugleichen oder um die
Zulässigkeit zu sichern. Werden die Realisierungen zu mehreren Zeitpunkten bekannt, so
wird von mehrstu�gen stochastischen Problemen mit Kompensation gesprochen. Müssen
zu Beginn des Planungszeitraumes Entscheidungen getro�en werden, die für alle weiteren
Zeitpunkte �xiert sind, so spricht man von einstu�gen Problemen. Bei einstu�gen Proble-
men �ndet keine Kompensation statt.
Die Grundidee stochastischer Probleme mit Kompensation geht auf Dantzig [23] zurück.
Er führte ein Modell ein, um zweistu�ge Optimierungsprobleme zu lösen. Das Konzept
der Kompensation wurde auf die lineare, ganzzahlige und nicht-lineare Optimierung an-
gewendet. Der Ursprung liegt jedoch in der linearen Optimierung. Viele Algorithmen, die
für stochastische lineare Programme entwickelt wurden, können auf den nicht-linearen Fall
übertragen werden[48]. Wir möchten das Konzept daher im Folgenden durch ein zweistu-
�ges Problem für den linearen Fall veranschaulichen.
Gegeben sei ein stochastisches lineares Programm. Eine standardisierte Formulierung [34]
für das zweistu�ge lineare Problem ist gegeben durch

min ctx+ Ew∈Ω[Q(x,w)],

s.t. x ∈ X,
(2.1.1)
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mit

Q(x, ω) = min f(ω)Ty,

s.t. D(ω)y ≥ h(ω) + T (ω)x,

y ∈ Y ,
(2.1.2)

wobei X ⊂ Rp1 und Y ⊂ Rp2 polyedrische Mengen sind und c ∈ Rp1 . Weiter ist ω eine
Zufallsvariable aus dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) mit Ω ⊆ Rq, f : Ω → Rp2 ,
h : Ω→ Rv2 , D : Ω→ Rv2×p2 und T : Ω→ Rv2×p1 .
Das Problem in 2.1.1 beschreibt die erste Stufe. Die Variablen x ∈ X stellen die Entschei-
dungen dar, die im Voraus getro�en werden müssen, bevor die Realisationen der unsicheren
Parameter ω ∈ Ω bekannt werden. Das Problem in 2.1.2 repräsentiert die zweite Stufe. Die
Variablen y ∈ Y beschreiben die Entscheidungen, die getro�en werden können, um uner-
wartete Realisierungen von ω auszugleichen.
Ein bekanntes Beispiel für ein zweistu�ges Problem mit Kompensation entspricht der Be-
stellpolitik eines Unternehmens. Zum Zeitpunkt Null muss entschieden werden, wie viel
Bedarf an Rohsto�en für einen vorgegeben Zeitraum besteht. Es ist zu diesem Zeitpunkt
nicht bekannt, wie groÿ der Absatz der eigenen Produkte in der Zeitspanne sein wird. Zu
einem späteren Zeitpunkt in der Zeitspanne kann nachbestellt werden. Wird zu diesem
Zeitpunkt nachbestellt, so müssen ein zweites Mal Lieferkosten bezahlt werden. Wird zum
ersten Zeitpunkt eine groÿe Menge Rohsto�e bestellt, so müssen hohe Lagerkosten bezahlt
werden. Ziel ist es, stets lieferfähig zu sein und dabei die Kosten möglichst gering zu halten.

2.1.2 Probleme mit stochastischen Bedingungen

Statt die Bedingungen mit absoluter Sicherheit zu erfüllen, kann es vorteilhaft sein, Be-
dingungen nur mit groÿer Wahrscheinlichkeit zu erfüllen. Durch den Verzicht auf absolute
Sicherheit, kann es möglich sein, einen besseren Zielfunktionswert zu erreichen.
Der Ansatz der Einführung stochastischer Nebenbedingungen für stochastische Probleme
geht auf Charnes und Cooper [20] zurück. Es wird die Forderung fallengelassen, dass eine
Lösung für alle Nebenbedingungen und möglichen Szenarien zulässig sein muss. Stattdessen
werden sogenannte stochastische Nebenbedingungen de�niert, die dadurch charakterisiert
sind, dass sie in einem Teil der Szenarien verletzt sein dürfen.

Wir betrachten das klassische Modell der Linearen Optimierung

max cTx,

s.t. Ax ≥ b,

x ≥ 0,

(2.1.3)

wobei c, x ∈ Rg, b ∈ Rh und A eine g × h-Matrix ist. Unter der Annahme, dass es
Unsicherheiten in der Matrix A und im Vektor b gibt und dass das System die Ungleichung
höchstens mit der Wahrscheinlichkeit ε ∈ [0, 1] verletzten darf, kann das stochastische
lineare Optimierungsproblem mit stochastischen Nebenbedingungen wie folgt formuliert
werden:

max cTx,

s.t. P (Ax ≥ b) ≥ 1− ε,
x ≥ 0.

(2.1.4)
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Kapitel 2 Optimierung unter Unsicherheiten

Die Nebenbedingungen müssen nicht mit absoluter Sicherheit erfüllt werden, sondern dür-
fen in ε Prozent der Fälle nicht eingehalten werden. In 2.1.4 muss die Wahrscheinlichkeit,
dass die gesamten Nebenbedingungen erfüllt sind, mindestens 1− ε betragen.
In Modell 2.1.4 wird für alle Nebenbedingungen eine gemeinsame stochastische Ungleichung
betrachtet. Diese gemeinsame stochastische Nebenbedingung wurde von Miller und Wagner
[40] eingeführt. Bei der Einführung von Problemen mit stochastischen Nebenbedingungen
durch Charnes und Cooper wurden Programme betrachtet, in denen jede Nebenbedingung
separat mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit erfüllt werden musste.

Der Ansatz der Stochastischen Optimierung, Probleme mit stochastischen Nebenbedin-
gungen zu formulieren, führt uns in die Richtung der Robusten Optimierung. Auch bei
der Robusten Optimierung muss eine Lösung nicht für alle möglichen Szenarien zulässig
sein. Anders als bei Problemen mit Stochastischen Nebenbedingungen gibt es in der Ro-
busten Optimierung jedoch keinen vorgegebenen Prozentsatz, für den die Zulässigkeit bei
Betrachtung aller Szenarien eingehalten werden muss, sondern die Zulässigkeit muss für
eine ausgewählte Menge von Szenarien zu hundert Prozent gewährleistet sein.

2.2 Robuste Optimierung

Die Robuste Optimierung ist ein in neuerer Zeit entstandener Zweig der Optimierung un-
ter Unsicherheiten. Sie unterscheidet sich von der Stochastischen Optimierung dadurch,
dass die Unsicherheiten nicht in Form von Zufallsvariablen und damit nicht in stocha-
stischer Form gegeben sind, sondern die Unsicherheiten in einer eher deterministischen
Weise, nämlich in Form einer Menge von potentiell eintretenden Szenarien, gegeben sind.
Die Menge der potentiell eintretenden Szenarien wird als Unsicherheitsmenge bezeichnet.
Der Entscheider sucht eine Lösung, die für alle Szenarien der gegebenen Unsicherheitsmen-
ge optimal ist. Die Gröÿe der Unsicherheitsmenge kann als Maÿ der Robustheit gesehen
werden, das gegenüber der Menge aller möglichen Unsicherheiten gefordert wird.
Der Ansatz der Robusten Optimierung kann dadurch motiviert werden, dass die Idee, die
Unsicherheiten in Form von Szenarien zu betrachten, ein interessantes Konzept ist und oft
der Vorstellung von Unsicherheiten in vielen Anwendungen entspricht [17].
In den frühen 1970er Jahren war Soyster [51] einer der ersten, der sich mit dem Gedanken
der Robusten Optimierung beschäftigte und explizite Ansätze für die Robuste Optimie-
rung entwickelte. Soyster betrachtete ein lineares Optimierungsproblem, für das festgelegt
wurde, dass die Spaltenvektoren der Unsicherheits-Matrix in einer konvexen Menge liegen
müssen. Falk[25] folgte ein paar Jahre später. Aber erst in den späten 1990ern wurde die Ro-
buste Optimierung populär, nachdem Ben-Tal and Nemirovski [13] [14] [15] und El Ghaoui
et al. [27] [28] Abhandlungen verö�entlichten, die die Vorteile in der Computertechnolo-
gie und die Entwicklung einer schnellen Interior-Point-Methode für konvexe Optimierung
kombinierten [17].

Da bei der Robusten Optimierung nicht allein die Optimierung der Zielfunktion im Fokus
steht, sondern zudem die Robustheit einer Lösung betrachtet wird, müssen Begri�e wie
zulässige Lösung und optimaler Zielfunktionswert neu de�niert werden. Da die Herkunft
der Robusten Optimierung in der Linearen Optimierung liegt, wollen wir die Begri�e und
Konzepte für Lineare Optimierungsprobleme einführen. Dabei orientieren wir uns vor allem
an Ben-Tal, Ghaoui und Nemirovski [12].

Ein Lineares Programm, in dem die Unsicherheiten durch eine Unsicherheistmenge gegeben
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sind, bezeichnen wir als Unsicheres Lineares Optimierungsproblem. Ein Unsicheres Lineares
Optimierungsproblem ist eine Kollektion Linearer Optimierungsprobleme{

min
x
{cTx : Ax ≤ b} : (c, A, b) ∈ U

}
,

wobei die Daten durch eine Unsicherheitsmenge U ⊂ R(g+1)×(h+1) gegeben sind.

Wir betrachten Unsichere Lineare Opimierungsprobleme mit folgenden Eigenschaften:

( i ) Die Einträge im Entscheidungsvektor x sind First-Stage Entscheidungen, das heiÿt,
alle Entscheidungen müssen getro�en werden, bevor die Realisierung der Daten be-
kannt wird.

( ii ) Liegen die Realisationen der Daten in der Unsicherheitsmenge U, so ist der Entschei-
der für die Auswirkungen seiner Entscheidung verantwortlich.

(iii) Die Nebenbedingungen müssen in allen Realisierungen aus der Unsicherheitsmenge
eingehalten werden.

Durch die Eigenschaften ist gegeben, dass das Lösen eines Unsicheren Linearen Optimie-
rungsproblems eine Absicherung gegen die Unsicherheiten impliziert. Daher wird eine ro-
bust zulässige Lösung wie folgt de�niert.

De�nition 2.2.1. Ein Vektor x ∈ Rh ist eine robuste zulässige Lösung für ein Unsicheres
Lineares Optimierungsproblem, wenn

Ax ≤ b ∀ (c, A, b) ∈ U

gilt, das heiÿt, dass wenn für alle Realisierungen in der Unsicherheitsmenge die Nebenbe-
dingungen eingehalten werden.

Es bleibt die Frage o�en, wann eine Lösung optimal ist. Dazu betrachten wir das Konzept
des Robust Counterparts.

2.2.1 Robust Counterpart

Der Robust Counterpart ist ein Optimierungsproblem mit dem Ziel, eine robuste zulässige
Lösung zu �nden, die den schlecht möglichsten Zielfunktionswert bei dem Eintreten eines
Szenarios aus der Unsicherheitsmenge optimiert.

Der schlechteste Wert der Zielfunktion, der beim Eintreten eines Szenarios aus der Unsi-
cherheitsmenge für eine Lösung erzielt werden kann, wird als robuster Wert bezeichnet.

De�nition 2.2.2. Gegeben sei eine mögliche Lösung x. Dann ist der robuste Wert ĉ(x)
von x gegeben durch

ĉ(x) = sup
(c,A,b)∈U

cTx.

Der robuste Wert entspricht dem schlechtesten Wert der Zielfunktion über allen Realisie-
rungen in der Unsicherheitsmenge U. Man kann den robusten Wert als den Worst-Case-
Wert der Zielfunktion interpretieren. Möchte man eine Lösung mit dem besten robusten
Wert ermitteln, so gelangt man zum Robust Counterpart.
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De�nition 2.2.3. Der Robust Counterpart eines Unsicheren Linearen Optimierungspro-
blems ist das Optimierungsproblem

min
x

{
ĉ(x) = sup

(c,A,b)∈U
cTx : Ax ≤ b ∀ (c, A, b) ∈ U

}
.(2.2.1)

Eine optimale Lösung für den Robust Counterpart heiÿt robuste optimale Lösung und der
optimale Zielfunktionswert ĉ(x) heiÿt robust optimaler Wert.

Beim Robust Counterpart wird eine Lösung gesucht, die gegen alle Szenarien der Unsicher-
heitsmenge abgesichert ist. Mit dem Konzept der Gamma-Robustheit betrachten wir ein
Konzept, in dem es eine Schranke für die Menge der Unsicherheiten gibt, gegen die eine
Lösung abgesichert sein soll. Bei der Vorstellung des Konzepts der Γ-Robustheit beziehen
wir uns vorwiegend auf Bertsimas und Thiele [18].

2.2.2 Γ-Robustheit

Um das Konzept der Gamma-Robustheit vorzustellen, können wir ohne Einschränkung an-
nehmen, dass das Unsichere Lineare Optimierungsproblem eine sichere Zielfunktion besitzt.
Zur Vereinfachung nehmen wir weiter an, dass auch der Vektor b sicher ist. Das Konzept
der Gamma-Robustheit beruht auf der Annahme, dass die Koe�zienten der Matrix A
innerhalb eines symmetrischen Intervalls prognostiziert werden können. Es gilt

aij ∈ [aij − âij, aij + âij],

wobei aij den nominalen Wert und âij die Abweichung bezeichnet. Wenn âij = 0, dann ist
aij = aij sicher.
Sind die Koe�zienten auf die entsprechenden Intervalle begrenzt, so lässt sich die skalierte
Abweichung

zij =
aij − aij
âij

de�nieren. Es gilt zij ∈ [−1, 1].

Wir möchten eine Lösung nicht gegen alle möglichen Szenarien absichern, sondern möchten
die Unsicherheitsmenge auf Szenarien reduzieren, deren Abweichung von den nominalen
Daten beschränkt ist. Diese Reduzierung erreichen wir, indem wir ein maximales Ausmaÿ
der Abweichungen festlegen.

Bezeichnung 2.2.4. Sei die maximal erlaubte Abweichung der Daten innerhalb der Zeile
i der Unsicherheitsmatrix A beschränkt durch Γi durch

h∑
j=1

|zij| ≤ Γi ∀ i.

Dann bezeichnen wir Γi ∈ [0, h] als Unsicherheitsbudget.
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Ist Γi ∈ (0, h) so muss der Entscheider einen Kompromiss zwischen Maÿ des Konservatismus
und Absicherung �nden. Für Γi = 0 wird das Problem für die nominalen Daten gelöst und
für Γi = h muss die Lösung gegen alle möglichen Szenarien abgesichert werden.

De�niert man die Mengen

U = {(aij) : aij = aij + âijzij ∀ i, j, z ∈ Z}

mit

Z =

{
z : |zij| ≤ 1 ∀ i, j,

h∑
j=1

|zij| ≤ Γi, ∀ i

}
,

dann kann der �Robust Counterpart� des Unsicheren Linearen Optimierungsproblems for-
muliert werden als

min cTx,

s.t. aTi x+ max
zi∈Zi

h∑
j=1

âijzijxj ≤ bi ∀i,
(2.2.2)

wobei zi der Vektor ist, dessen j-tes Element zij ist, und Zi durch

Zi =

{
zi : |zij| ≤ 1, ∀ j,

h∑
j=1

|zij| ≤ Γi

}

de�niert ist.

Es ist klar, dass je gröÿer Γi gewählt wird, desto gröÿer ist das Level der Absicherung und
umso schlechter ist der Zielfunktionswert der robust optimalen Lösung. Um den Verlust an
Zielfunktion durch steigende Robustheit messen zu können, wird der prozentuale Anstieg
des optimalen Zielfunktionswertes betrachtet.

De�nition 2.2.5. Mit dem Price of Robustness wird der prozentuale Anstieg des optima-
len Zielfunktionswertes für Γi = k in Bezug zu dem optimalen Zielfunktionswert bei Γi = 0
bezeichnet.

Wir werden sehen, dass auch im Fall des Krankenhaus Scheduling Problems der Zielfunk-
tionswert mit steigendem Level der Absicherung gegen Unsicherheiten schlechter wird. Der
von uns vorgestellte Ansatz wird sowohl das Element von Szenarien als auch die nur zu
einem bestimmten Prozentsatz erfüllbaren Bedingungen enthalten. Bevor wir im Kapitel
3 näher auf unsere Methode zur Lösung des Krankenhaus Scheduling Problems eingehen,
soll im Abschnitt 2.3 vorgestellt werden, welche Ansätze es für Optimierung unter Unsi-
cherheiten im Bezug auf Scheduling Probleme gibt.
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2.3 Optimierung unter Unsicherheiten für Scheduling

Probleme

Mit Scheduling Probleme wird die Gesamtheit aller Probleme bezeichnet, in denen Opera-
tionen Startzeiten auf Maschinen zugeordnet werden müssen, so dass sich die Bearbeitung
von Operationen auf einer Maschine nicht überschneiden. Scheduling Probleme werden im
Allgemeinen in drei Kategorien unterteilt.

Eine Kategorie sind die Job Shop Scheduling Probleme. Für jeden Job gibt es eine feste
Reihenfolge, in der die Operationen bearbeitet werden müssen. Das allgemeine Job Shop
Scheduling Problem wurde bereits in Kapitel 1 vorgestellt. Viel Aufmerksamkeit bekam der
Spezialfall mit nur einer Maschine, das Single Machine Scheduling Problem. Dieses kann in
polynomieller Zeit gelöst werden. Zwei weitere viel untersuchte Variationen des Job Shop
Scheduling Problems sind das Flexible Job Shop und das Parallel Machine Scheduling
Problem. Kann eine Operation auf einer Teilmenge von Maschinen statt�nden, so wird
das Problem als Flexible Job Shop bezeichnet. Dabei kann die Bearbeitungsdauer je nach
Maschine variieren. Kann jede Operation auf jeder Maschine statt�nden, so wird vom
Parallel Machine Scheduling Problem gesprochen. Als weitere Kategorie sind die Flow
Shop Scheduling Probleme zu nennen. Bei Flow Shop Scheduling Problemen müssen alle
Jobs die gleichen Maschinen in der gleichen Reihenfolge durchlaufen. Typische Flow-Shops
�ndet man in der Metallherstellungsindustrie. Die Flow Shop Scheduling Probleme können
als ein spezielles Job Shop Scheduling Problem angesehen werden. Als dritte Kategorie gibt
es die Open Shop Probleme. Die Open Shop Probleme zeichnen sich dadurch aus, dass es
keinerlei Rangfolgebeziehungen zwischen den Operationen eines Jobs gibt.

Scheduling Probleme sind in der Praxis weit verbreitet. Daher wird ihnen ein hohes Inter-
esse entgegengebracht.

Scheduling Problem

Als Scheduling Probleme verstehen wir diejenigen Probleme, deren Ziel es ist, für Opera-
tionen von Jobs Startzeiten auf Maschinen festzulegen, so dass sich die Bearbeitung von
zwei Operationen auf einer Maschine nicht überschneiden.

Gegeben ist eine Menge von Jobs J = {J1, . . . , Jn} und eine Menge von Maschinen M =
{M1, . . . ,Mm}. Jeder Job besteht aus qj Operationen O = {Oj1, . . . , Ojqj}. Eine Lösung ist
ein Schedule, in dem jede Operation auf einer passenden Maschine bearbeitet wird, wobei
gegebenenfalls eine vorgeschriebene Reihenfolge der Operationen eines Jobs beachtet wird
und zu jeder Zeit auf einer Maschine nur eine Behandlung statt�ndet.

In der Regel dürfen die Operationen nicht unterbrochen werden und können nur auf einer
vorgegebenen Teilmenge der Maschinen bearbeitet werden. Es wurden bereits mehrere
Variationen von Scheduling Problemen vorgestellt. Die verschiedenen Probleme können
kombiniert oder um zusätzliche Variablen oder Bedingungen ergänzt werden. So kann es
für einen Job, wie im Fall des Krankenhaus Scheduling Problems, Ankunftszeiten geben,
aber auch Fälligkeitsdaten sind geläu�g. Die Qualität einer Lösung wird anhand einer
Zielfunktion gemessen. Diese kann zum Beispiel, wie beim Job Shop Scheduling Problem,
der Makespan sein oder, wenn die Jobs Fälligkeitsdaten besitzen, auf der Verspätung von
Jobs basieren.
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Optimierung unter Unsicherheiten für Scheduling Probleme

Ziel der Optimierung unter Unsicherheiten für Scheduling Probleme ist es, einen Schedu-
le zu ermitteln, der möglichst wenig von Unsicherheiten beein�usst wird. Man spricht in
diesem Zusammenhang davon, dass ein Schedule möglichst robust gegenüber den Unsi-
cherheiten sein soll, wobei es keine eindeutige De�nition für Robustheit im Kontext von
Scheduling Problemen gibt. Obwohl es umfangreiche Methoden in der Literatur gibt, ist
das Konzept und die De�nition von Robustheit für einen Schedule eine o�ene Frage. In
der bestehenden Literatur ist das Maÿ der Robustheit hauptsächlich in zwei Kategorien
eingeteilt: Quality Robustness und Solution Robustness [32].
Quality Robustness bezieht sich auf die Veränderung des Zielfunktionswertes bei Unsi-
cherheit, während sich Solution Robustness in der Regel auf die Verzögerungen der Start-
oder Endzeit von Operationen bezieht. Die Solution Robustness wird im Allgemeinen auch
als Stabilität eines Schedules bezeichnet. Mit Quality Robustness wird die Fähigkeit eines
Schedules bezeichnet, ein bestimmtes Level an Qulatität der Lösung, gemessen an dem
Zielfunktionswert, zu erhalten. Wird von einem Robusten Schedule gesprochen, so ist in
der Regel gemeint, dass sich die Zielfunktion für den Schedule nicht verschlechtert [56]. Im
Sinne der Solution Robustness ist es schwierig, einen Schedule gegen alle Unsicherheiten
zu wappnen. Daher wird das Augenmerk meist nicht auf die Solution Robustness gerichtet
sondern die Ermittlung eines Schedules mit Quality Robustness in den Fokus gestellt.
Da die Realisierungen der Unsicherheiten ungewiss sind, ist es schwierig die E�ekte der Un-
sicherheiten auf den zugrundeliegenden Schedule einzuschätzen. Eine Möglichkeit ist es, die
Unsicherheiten mittels Szenarien zu simulieren. Dieses kann jedoch sehr rechenaufwendig
sein. Um dieses Problem zu überwinden, werden Maÿe entwickelt, die die Robustheit eines
Schedules approximieren sollen. Es gibt viele Kriterien eines Schedules, die als Grundlage
zur Entwicklung eines Maÿes genutzt werden. Zum einen gibt es Maÿe, die die freie Zeit
der Maschinen in ihr Maÿ einbeziehen und zum anderen Maÿe, die darauf beruhen, in-
wiefern Operationen verschoben werden können, ohne die Startzeiten anderer Operationen
zu beein�ussen. Es gibt eine Vielzahl von Literatur zu Robustheitsmaÿen für Scheduling
Probleme. An dieser Stelle möchten wir auf die Arbeit von Chtourou und Haouari [21]
verweisen. In der Arbeit werden zwölf Robustheitsmaÿe entwickeltet, die die Zeitspannen
messen, um die die Operationen aufgeschoben werden können, ohne den Start einer nach-
folgenden Operation zu beein�ussen.
Ein anderer Ansatz zur Generierung eines robusten Schedules ist, die möglichen Reali-
sationen der Unsicherheiten zu begrenzen. Legt man nahe, dass Informationen über die
Unsicherheiten bekannt sind, so können diese genutzt werden, um einen robusten Schedule
zu generieren. So nutzt Xiong [56] zum Beispiel die Wahrscheinlichkeitsverteilung für das
Eintreten von Maschinenausfällen, um einen Schedule zu generieren, der gegen Maschinen-
ausfälle möglichst gut abgesichert ist.
Je nachdem, inwiefern eine Anpassung des Schedules nach Bekanntwerden der Realisatio-
nen möglich ist, können wir die Verfahren zu Scheduling unter Unsicherheiten nach Aytug
et al. [8] in drei Modelle unterteilen: Predicitve, Predictive-Reactive und Completely Re-
active Scheduling.
Beim Predictive Scheduling wird angenommen, dass alle Informationen, sowohl stochasti-
sche als auch deterministische, im Voraus bekannt sind. Ziel ist es, einen robusten oder
stabilen Schedule zu generieren.
Im Falle von unerwarteten Realisationen wird eine Right-Shift-Strategie angewendet, um
die Zulässigkeit des Schedules zu gewährleisten. Beim Right-Shifting bleibt die Reihen-
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Kapitel 2 Optimierung unter Unsicherheiten

folge der Operationen erhalten, falls notwendig werden die Startzeiten von Operationen
angepasst, indem die Operationen verspätet werden.
Das Predictive-Reactive Modell stellt eine mehr ausgeklügelte, aufwendigere Methoden dar.
Es ist nicht nur ein Right-Shift von Operationen möglich, sondern die zu einem Zeitpunkt
noch nicht bearbeiteten Operationen können zu dem Zeitpunkt neu gescheduled werden.
Werden Operationen neu gescheduled, so bezeichnen wir es als Rescheduling. Ausgehend
von einem Basis-Schedule �ndet Rescheduling statt, wenn unerwartete Realisationen den
Schedule in einer nicht tolerierbaren Weise betre�en. Das Rescheduling der verbleibenden
Operationen ist ein eigenständiges Optimierungsproblem. Meistens ist es eine schwierige
Entscheidung, wann die Rescheduling-Prozedur statt�nden soll. Es muss der zusätzlich
benötigte Rechenaufwand gegen die Verbesserungen in der Zielfunktion abgewogen werden.
Das dritte Modell wird als Completely Reactive bezeichnet. Es werden Entscheidungen
in Echtzeit getro�en. Meistens werden zu diesem Zweck Dispatching-Rules genutzt. Voll-
ständiges Rescheduling ist in der Regel im Vergleich zum Predictive Scheduling wenig
rechenaufwendig und wird typischerweise benutzt, wenn hohe Unsicherheit vorliegt oder
wenn Informationen nur für einen beschränkten Zeithorizont zur Verfügung stehen.
Um einen Schedule im Voraus robust zu machen, können zwei Vorgehensweisen unterschie-
den werden: Bu�ering and Non-Bu�ering [56].
Beim Bu�ering Ansatz werden Freiräume im Schedule erzwungen. Mehrere Studien haben
gezeigt, dass das Einfügen von geeigneten Freizeiten im Voraus e�ektiv ist, um mit Stö-
rungen umgehen zu können. Aber es gibt zwei Schwierigkeiten [5]. Es muss entschieden
werden, an welcher Stelle die Freiräume eingefügt werden sollen und es muss die Anzahl
von Freiräumen beziehungsweise die Dauer bestimmt werden. Eine Anpassung der Startzei-
ten der Operationen kann im Bu�ering Ansatz möglich sein. Bei Non-Bu�ering Ansätzen
wird davon ausgegangen, dass der Schedule beim Eintritt von Unsicherheiten angepasst
werden kann, das heiÿt, mindestens ein Right-Shift statt�nden darf. Es wird ein Schedu-
le ermittelt, für den ein möglichst guter Zielfunktionswert erreicht wird. Die Robustheit
des Schedules wird anhand eines Robustheitsmaÿes gemessen. Das Robustheitsmaÿ �ndet
Berücksichtigung in der Zielfunktion.

Für das Krankenhaus Scheduling Problem werden wir einen Bu�ering Ansatz wählen.
Eine Anpassung des Schedules bei gegebenen Realisationen der Unsicherheiten betrachten
wir nicht. Wir fügen Freiraum in den Schedule ein, um das zusätzliche Einplanen von
Behandlungen zu ermöglichen. Behandlungen von Notfallpatienten können immer dann
statt�nden, wenn im ermittelten Schedule keine Behandlung statt�ndet. Die Robustheit
eines Schedules ermitteln wir mittels eines Robustheitsmaÿes.

Im folgenden Kapitel 3 möchten wir das allgemeine Konzept unserer Vorgehensweise vor-
stellen, bevor wir in Kapitel 4 auf die für das Krankenhaus Scheduling Problem spezi�schen
Elemente eingehen.
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Kapitel 3

Robuste Lokale Suche

Eine Robuste Lokale Suche ist eine Heuristik, die das Konzept der Robusten Optimierung
mit der Metaheuristik Lokale Suche kombiniert. Sie vereint das Modell der Robusten Op-
timierung, nur gegen ein gewisses Maÿ von Unsicherheiten abgesichert zu sein, mit der
Fähigkeit einer Lokalen Suche für nicht in polynomieller Zeit lösbare kombinatorische Op-
timierungsprobleme eine fast optimale Lösung in geringer Zeit zu �nden. Eine Lokale Suche
wird so angepasst, dass Lösungen nicht nur in Bezug auf ihren Zielfunktionswert sondern
auch anhand eines Robustheitsmaÿes bewertet werden. Dieses Kapitel 3 soll dazu dienen,
unser Konzept einer Robusten Lokalen Suche allgemein zu erläutern.

Wie bereits erwähnt, kombiniert die Robuste Lokale Suche die Robuste Optimierung mit
der Metaheuristik Lokale Suche. Daher möchten wir im nächsten Abschnitt 3.1 das Ver-
fahren Lokale Suche vorstellen.

3.1 Lokale Suche

Lokale Suche ist eine Metaheuristik. Als Metaheuristiken werden übergeordnete Algorith-
men bezeichnet, die die Lösungssuche eines oder mehrere abhängiger Algorithmen len-
ken. Sie basieren auf einer Menge von Strategien, die unabhängig vom zugrundeliegenden
Problem und den abhängigen gesteuerten Algorithmen sind. Für die Anwendung einer
Metaheuristik auf ein bestimmtes Problem müssen einzelne Elemente einer Metaheuristik
problemspezi�sch umgesetzt werden. Ziel ist es, den Lösungsraum in einer e�zienten Weise
zu erkunden. Dabei sollen Lösungen gefunden werden, die nah an der optimalen Lösung
sind. Eine mittels Metaheuristik ermittelte Lösung kann jedoch beliebig schlecht im Ver-
gleich zu einer optimalen Lösung sein, da es keine Garantien gibt, dass eine gute Lösung
gefunden wird.
Metaheuristiken werden insbesondere bei schweren kombinatorischen Optimierungsproble-
men eingesetzt, da es für diese in der Regel keine anderen e�zienten Algorithmen gibt. Im
Allgemeinen sind die De�nition und die Implementierung der einzelnen Elemente maÿge-
bend für den Erfolg und die Laufzeit metaheuristischer Verfahren.
Metaheuristiken formen einen bedeutenden Teil der aktuellen globalen Optimierungsal-
gorithmen. Sie arbeiten bemerkenswert schnell und haben viele Vorteile gegenüber tradi-
tionellen, deterministischen Methoden und Algorithmen. Daher wurden sie in fast allen
Gebieten der Wissenschaft, Ingenieurswissenschaft und Industrie angewandt [57].
Der Begri� Metaheuristik wurde erstmals von Glover (1986) [29] benutzt und ist eine
Kombination zweier griechischer Wörter [19]. Heuristik stammt vom griechischen Verb
heuriskein, das so viel bedeutet wie �nden. Das vorangestellte meta bedeutet über etwas
hinaus. Bevor sich der Begri� Metaheuristik verbreitete, wurden diese auch oft als moderne
Heuristiken bezeichnet [46].
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Kapitel 3 Robuste Lokale Suche

Metaheuristiken können in von der Natur inspiriert und in nicht von der Natur inspiriert
unterschieden werden [19]. Die von der Natur inspirierten Algorithmen orientieren sich an
Vorgängen aus der Natur und übertragen diese auf den Lösungsvorgang des Algorithmus.
Zu den von der Natur inspirierten Algorithmen zählt zum Beispiel das Simulated Anne-
aling. Das Simulated Annealing nutzt die Vorgehensweise von Abkühlungsprozessen von
Metallen, um die grundlegende Idee dieser Prozesse mit dem Algorithmus nachzubilden.
Das Simulated Annealing gehört zur Familie der Lokalen Such Algorithmen.

Lokale Such Algorithmen bezeichnen die Menge der Algorithmen, in denen eine gegebe-
ne zulässige Lösung durch eine de�nierte Menge elementarer Operationen in eine andere
zulässige Lösung so transformiert wird, dass diese neue Lösung geringere Kosten besitzt
und der Algorithmus diesen Vorgang solange iterativ wiederholt, bis eine hinreichend gute
Lösung gefunden oder ein Abbruchkriterium erfüllt wurde. Der Name der Lokalen Suche
begründet sich darauf, dass die Transformation einer Lösung mittels elementarer Opera-
tionen auch als lokale Veränderung der Lösung angesehen werden kann. Ein Lokaler Such
Algorithmus hangelt sich somit von einer Lösung zu einer nächsten Lösung, die durch lokale
Veränderungen erreicht werden kann.
Eine Lokale Suche kann auf Optimierungsprobleme angewandt werden, die so formuliert
werden können, dass eine Lösung in einer Menge von möglichen Lösungen gefunden werden
soll, die ein bestimmtes Kriterium optimiert. Diese Probleme bezeichnet man als kombi-
natorische Optimierungsprobleme.

3.1.1 Lokale Suche

Gegeben sei ein kombinatorisches Optimierungsproblem durch das Tupel (L,C), wobei L
die Menge aller möglichen Lösungen und C eine Kostenfunktion C : L → R darstellt.
Es wird eine Lösung L ∈ L gesucht, für die C(L) minimal ist. Für die Lokale Suche
muss eine Funktion de�niert werden, die jeder Lösung in L eine Teilmenge von Lösungen
zuordnet. Diese Funktion wird als Nachbarschaftsfunktion bezeichnet und sei gegeben durch
N : L → Pot(L). Für ein L ∈ L nennen wir die Menge N(L) Nachbarschaft von L. Den
Aufbau einer Lokalen Suche stellt Algorithmus 1 dar.

Data : Kombinatorisches Optimierungsproblem (L,C)
Berechne Startlösung L0 ∈ L.
while Abbruchkriterium nicht erfüllt. do

Wähle L ∈ N(L0) mit C(L) minimal.
Setze L0 := L.

end
Algorithmus 1 : Aufbau einer Lokalen Suche.

Bei einer Lokalen Suche wird, ausgehend von einer Startlösung L0, iterativ eine neue Lösung
aus der Nachbarschaft der aktuellen Lösung mit den geringsten Kosten ausgewählt. Die
neue Lösung bildet die Basis für die nächste Iteration. Der Übergang von einer Lösung
zur nächsten wird als Move bezeichnet. Die Lokale Suche endet, wenn ein vorgegebenes
Abbruchkriterium erfüllt ist.

Gängige Abbruchkriterien sind unter anderem durch eine Zeitschranke, eine maximale An-
zahl von Iterationen, eine vorgegebenen Anzahl von Schritten, in denen keine Verbesserung
auftritt, oder eine vorgegebene Schranke für die Kosten einer Lösung gegeben. Im letzten
Fall bricht der Algorithmus ab, wenn die gefundene Lösung geringere Kosten besitzt als
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durch die Schranke gefordert ist. Um einen Lokalen Such Algorithmus zu beenden, können
auch verschiedene Abbruchkriterien kombiniert werden.

Werden alle Lösungen einer Nachbarschaft betrachtet und die beste Lösung ausgewählt, so
bezeichnet man dieses Vorgehen als Bestensuche. Enthält die Nachbarschaft eines Elements
viele Lösungen, so kann es sinnvoll sein, nicht die gesamte Nachbarschaft auszuwerten. Wird
die Nachbarschaft durchsucht bis die erste verbessernde Lösung gefunden ist, so nennt man
dieses Vorgehen Erstensuche. Darüber hinaus kann auch die Anzahl der Nachbarschaftsele-
mente, die ausgewertet werden sollen, beschränkt werden und unter diesen die beste Lösung
ausgewählt werden. Betrachtet man eine Nachbarschaft, die so lange Elemente auswertet
bis f verbessernde Lösungen gefunden sind, und wählt unter diesen die beste Lösung aus,
so bezeichnet man dieses Vorgehen als f -Erstensuche.

Eine Schwäche der Lokalen Suche ist, dass der Algorithmus in einem lokalen Optimum
endet, egal wie gut oder schlecht dieses lokale Optimum ist. Sind zum Beispiel zwei lokale
Optima gegeben, die in der Nachbarschaft des jeweils anderen liegen, die gleichen Kosten
besitzen und alle anderen Lösungen aus den beiden Nachbarschaften höhere Kosten besit-
zen, dann tendiert ein Lokaler Such Algorithmus dazu, abwechselnd die beiden Lösungen
auszuwählen. Man spricht in diesem Fall davon, dass der Algorithmus kreiselt. Hat der Al-
gorithmus im Laufe der Iterationen mit Kreiseln begonnen, so kann ein globales Optimum
nicht mehr erreicht werden.
Um dieses sogenannte Kreiseln zwischen Lösungen zu vermeiden, sind mehrere Ansätze
entwickelt worden. Ein Ansatz ist es, Lösungen auch mit höheren Kosten auszuwählen,
insofern sie einen zufälligen Akzeptanztest bestehen. Dieser Ansatz wird mit Simulated
Annealing bezeichnet. Mit Hilfe des Zufalls wird versucht, lokale Optima zu verlassen. Ein
weiterer Ansatz ist, Informationen über den bisherigen Suchprozess zu speichern. Erweitert
man den oben beschriebenen Lokale Suche Algorithmus durch eine Liste, in der die Lösun-
gen der letzten Iterationen abgespeichert sind, und sperrt alle Lösungen dieser Liste für die
Auswahl einer neuen Lösung, so wird ein solcher Algorithmus als Tabu Search Algorithmus
bezeichnet.

Wir möchten den Ansatz des Tabu Search für unsere Robuste Lokale Suche nutzen. Daher
möchten wir auf diesen Ansatz der Lokalen Suche im nächsten Abschnitt 3.1.2 genauer
eingehen.

3.1.2 Tabu Search

Wie bereits dargestellt, ist Tabu Search eine Variante der Lokalen Suche, bei der, um Krei-
seln zu vermeiden und um zu den guten Regionen des Lösungsraums zu gelangen, ein Teil
des Suchablaufs mittels einer Liste in Erinnerung behalten wird und so in der weiteren Su-
che verwendet werden kann. Diese Liste kann zum Beispiel die zuletzt besuchten Lösungen
abspeichern oder aber Eigenschaften von den zuletzt besuchten Lösungen enthalten. Die
Lösungen beziehungsweise Eigenschaften auf der Liste dürfen für eine bestimmte Anzahl
nachfolgender Iterationen nicht ausgewählt werden. Daher bezeichnet man diese Liste auch
als Tabuliste.

Tabu Search ist die meist benutzte Metaheuristik für kombinatorische Optimierungspro-
bleme. Die Grundidee wurde von Glover [29] entwickelt [19]. Die Theorie und Anwendung
von Tabu Search wurde durch Glover und Laguna [31] und bei Hertz et al. [1] unter an-
derem durch die Einführung von Anspruchskriterien erheblich verbessert [44]. Durch ein
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Anspruchskriterium kann der Tabu-Status von Tabu-Restriktionen bei Erfüllen des Krite-
riums aufgehoben werden.

Der Aufbau eines Tabu Search Algorithmus gleicht dem eines Lokalen Such Algorithmus.
Ergänzt wird der Algorithmus allerdings um eine Tabuliste. In Algorithmus 2 wird der
Aufbau eines Tabu Search Algorithmus beschrieben, in dem die Tabuliste eine Eigenschaft
der Lösungen speichert. Die Liste verbietet dem Algorithmus eine Lösung auszuwählen,
die die gleiche Ausprägung der Eigenschaft besitzt, wie eine der letzten tmax besuchten
Lösungen. Wird in einer Iteration eine Lösung ausgewählt, so wird eine Eigenschaft dieser
Lösung der Tabuliste hinzugefügt und der älteste Eintrag aus der Liste entfernt.

Data : Kombinatorisches Optimierungsproblem (L,C), Tabuliste T ,
Eigenschaft E einer Lösung

Berechne Startlösung L0 ∈ L.
for t = 1, . . . , tmax do

T [t] = E(L0);
end
while Stoppkriterium nicht erfüllt do

Wähle L ∈ N(L0) mit E(L) /∈ T und C(L) minimal.
for t = 2, . . . , tmax do

T [t] = T [t− 1];
end
T [1] = E(L);
Setze L0 := L.

end
Algorithmus 2 : Aufbau eines Tabu Search Algorithmus.

Die Gröÿe der Tabuliste ist beim Algorithmus von immenser Bedeutung. Wird die Gröÿe
tmax der Tabuliste klein gewählt, so kann es sein, dass der Algorithmus in einem lokalen
Optima endet. Wird die Gröÿe der Tabuliste groÿ gewählt, so kann dies den Algorithmus
behindern. Es kann vorkommen, dass zu einer Lösung keine gültigen Nachbarn existieren,
da alle möglichen Nachbarn durch die Tabuliste verboten werden. Oft werden auf der
Tabuliste sogenannte Undo-Moves gespeichert. Eine Undo-Move eines betrachteten Moves
ist ein Move, der die Veränderungen des Betrachteten rückgängig macht. Nachdem ein
Move durchgeführt wurde, wird der zugehörige Undo-Move der Tabuliste hinzugefügt.

Es gibt keine allgemeinen Regeln, mit der die Gröÿe einer Tabuliste festgelegt werden kann.
In den meisten Fällen wird die Gröÿe der Tabuliste daher experimentell ermittelt.

Jede Implementierung einer Lokalen Suche und damit auch eines Tabu Search ist problem-
spezi�sch und benötigt spezi�sche De�nitionen der grundlegenden Elemente wie Nachbar-
schaft, Abbruchkriterium, Startlösung und Werte für die Parameter wie die Länge der
Tabuliste. Einige grundlegende Elemente werden in Kapitel 4 problemspezi�sch für das
Krankenhaus Scheduling Problem umgesetzt.

Nachdem in diesem Abschnitt die Metaheuristik Lokale Suche vorgestellt wurde, möch-
ten wir im nächsten Abschnitt 3.2 erläutern, wie diese genutzt werden soll, um robuste
Lösungen zu generieren.
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3.2 Konzept einer Robusten Lokalen Suche

Das Verfahren der Robusten Lokalen Suche richtete sich an kombinatorische Optimierungs-
probleme, bei denen ein Teil der Eingabedaten mit Unsicherheiten behaftet ist. Es soll eine
Lösung ermittelt werden, die gegen die Unsicherheiten in einem gewissen Ausmaÿ abgesi-
chert ist.

Gegeben sei ein kombinatorisches Optimierungsproblem durch das Tupel (L,C), wobei L
die Menge aller möglichen Lösungen und C eine Kostenfunktion C : L → R darstellt. Ein
Teil der Eingabedaten sei mit Unsicherheiten behaftet. Ziel einer Robusten Lokalen Suche
ist es, eine Lösung L ∈ L zu ermitteln, die möglichst geringe Kosten besitzt und möglichst
gut gegen potentielle Realisationen der Unsicherheiten abgesichert ist.

Für die Robuste Lokale Suche nehmen wir an, dass Informationen über die Unsicherheiten
bekannt sind, so dass eine MengeSmöglicher Realisationen erzeugt werden kann. Die durch
die Robuste Lokale Suche ermittelte Lösung soll gegen die Menge S in einem gewissen Maÿ
abgesichert sein. Die Menge S möglicher Realisationen bezeichnen wir im Folgenden auch
als Szenarienmenge und eine mögliche Realisation s ∈ S als Szenario.

Wir möchten in der Robusten Lokalen Suche eine Lösung gegen alle Unsicherheiten aus
einer Szenarienmenge S′ ⊆ S zu einem gewissen Maÿ absichern. Um das Ausmaÿ der
Absicherung einer Lösung messen zu können, de�nieren wir ein Funktion R.

De�nition 3.2.1. Sei L die Menge aller möglichen Lösungen. Dann bezeichnen wir eine
Funktion R mit

R : L× Pot(S)→ [0, 1],

die jeder möglichen Lösung L ∈ L und jeder Szenarienteilmenge S′ ⊆ S einen Wert aus
dem Intervall [0, 1] zuordnet, als Robustheitsmaÿ.

Die genaue De�nition eines Robustheitsmaÿes ist abhängig vom zugrundeliegenden Pro-
blem.

Bezeichnung 3.2.2. Den Wert des Robustheitsmaÿes R(L,S′) für eine Lösung L ∈ L
und eine Szenarienteilmenge S′ ⊆ S nennen wir Robustheitswert der Lösung L gegenüber
der Szenarienmenge S′.

Je gröÿer der Robustheitswert einer Lösung ist, umso besser ist die Lösung gegen die
Szenarien aus der Szenarienmenge S′ abgesichert. Besitzt eine Lösung L1 einen gröÿeren
Robustheitswert als eine Lösung L2 gegenüber einer Szenarienmenge S′, so bezeichnen wir
die Lösung L1 als robuster als die Lösung L2 gegenüber der Szenarienmenge S′.

Die Robuste Optimierung zeichnet sich dadurch aus, dass mit zunehmendem Maÿ an Ro-
bustheit die Kosten einer Lösung steigen. Beide Kriterien, sowohl Kostenwert als auch Ro-
bustheitswert, sollen simultan optimiert werden, wobei sich die beiden Kriterien widerspre-
chen. Daher muss ein Trade-O� zwischen den Kriterien getro�en werden. Werden mehrere
Kriterien bei einer Optimierung berücksichtigt, so spricht man von einer Multi-objective
Optimierung. Hat man ein Problem der Robusten Optimierung gegeben, so könnte der
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Zusammenhang zwischen Kostenwert und Robustheitswert ähnlich wie in Abbildung 3.1
aussehen.

R

CC

Abbildung 3.1: Zusammenhang von Robustheits- und Kostenwert.

In Abbildung 3.1 sollen beispielsweise die (R,C)-Kombinationen aller möglichen Lösungen
eines Minimierungsproblems dargestellt sein. Es ist zu sehen, dass für ein Minimierungs-
problem mit zunehmendem Robustheitswert der Kostenwert einer Lösung steigt und mit
abnehmendem Kostenwertwert der Robustheitwert einer Lösung abnimmt.
Ohne die Präferenzen des Entscheiders zu kennen, kann nicht bestimmt werden, welche
(R,C)-Kombinationen für einen Entscheider optimale Lösungen repräsentieren, aber die
Menge der in Frage kommenden Lösungen kann anhand ihrer (R,C)-Kombination einge-
schränkt werden.

De�nition 3.2.3. Eine (R,C) Kombination heiÿt e�zient, wenn keine Lösung L ∈ L
existiert, so dass C(L) < C oder R(L) > R gilt.

Bei einem Minimierungsproblem würde ein Entscheider bei gleichem Robustheitswert zwei-
er Lösungen immer die Lösung mit dem geringeren Kostenwert bevorzugen. Besitzen zwei
Lösungen den gleichen Kostenwert, so zieht der Entscheider die Lösung mit dem gröÿeren
Robustheitswert vor.

Bezeichnung 3.2.4. Die Menge aller e�zienten (R,C)-Kombinationen bezeichnen wir
als E�zienzmenge.

Bezeichnung 3.2.5. Alle Lösungen, die einer (R,C)-Kombination aus der E�zienzmen-
ge entsprechen, heiÿen e�ziente Lösungen.

Ziel einer Robusten Lokalen Suche ist es, eine Lösung zu ermitteln, die einer den Präferen-
zen des Entscheiders am meisten entsprechenden e�zienten Lösung möglichst nahe kommt.
Um dieses Ziel zu erreichen, verfolgen wir zwei Ansätze. Im ersten Fall gibt der Entscheider
eine Untergrenze für den Robustheitswert vor. Im zweiten Fall muss der Entscheider einen
Trade-O� zwischen Zielfunktionswert und Robustheitswert festlegen.
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Robuste Lokale Suche

Ziel der Robusten Lokalen Suche ist es, für ein gegebenes kombinatorisches Optimierungs-
problem, bei dem ein Teil der Eingabedaten mit Unsicherheiten behaftet ist, eine Lösung
L ∈ L zu ermitteln, die einen im Sinne des Entscheiders möglichst guten Trade-O� zwi-
schen den Kosten einer Lösung und dem Level der Absicherung gegen die unsicheren Daten
darstellt.

Gegeben sei ein kombinatorisches Optimierungsproblem durch das Tupel (L,C), wobei ein
Teil der Eingabedaten mit Unsicherheiten behaftet ist. Über die Unsicherheiten sind Infor-
mationen in dem Maÿe bekannt, dass potentielle Realisationen der Unsicherheiten entwe-
der in Form einer Szenarienmenge gegeben sind oder eine Szenarienmenge mit potentiellen
Realisationen erzeugt werden kann. Weiter haben wir ein Robustheitsmaÿ R gegeben, mit
dem ein Robustheitswert einer Lösung in Bezug auf eine Szenarienmenge berechnet wer-
den kann. Wie bei einer Lokalen Suche de�nieren wir eine Nachbarschaftsfunktion N . Die
Nachbarschaftsfunktion N : L → Pot(L) ordnet jeder Lösung L ∈ L eine Nachbarschaft
N(L) ⊆ L zu. Eine Lösung L′ ∈ N(L) wird Nachbar von L genannt.

Das Vorgehen einer Robusten Lokalen Suche ist ähnlich dem einer Lokalen Suche. Wir
möchten eine Lokale Suche so anpassen, dass Lösungen nicht nur anhand ihres Kostenwertes
sondern auch in Bezug auf ihren Robustheitswert ausgewählt werden. Um das Robustheits-
maÿ in die Lokale Suche zu integrieren, verfolgen wir zwei Ansätze. Zum einen betrachten
wir eine Lokale Suche und wählen nur dann eine Lösungen aus der Nachbarschaft, wenn ihr
Robustheitsmaÿ für eine gegebene Szenarienmenge eine bestimmte Schranke erfüllt. Diesen
Ansatz nennen wir Robustheit mittels Akzeptor und stellen ihn in Absatz 3.2.1 vor. Zum
anderen verändern wir den Kostenwert, der grundlegend für die Auswahl einer Lösung aus
einer Nachbarschaft ist. Der zweit genannte Ansatz wird in Abschnitt 3.2.2 erörtert.

3.2.1 Robustheit mittels Akzeptoren

In diesem Ansatz wird das Robustheitsmaÿ in die Lokale Suche integriert, indem beim Such-
prozess nur Lösungen zugelassen werden, deren Robustheitswert eine vorgegebene Schranke
übersteigt. Diese Schranke muss vom Entscheider als der minimale Robustheitswert fest-
gelegt werden, den eine Lösung nach seinen Präferenzen besitzen soll. Im Folgenden werde
dieser Wert Robustheitsschranke genannt und mit a bezeichnet. Da die Robustheitsschran-
ke eine Schranke für den Robustheitswert einer Lösung sein soll und der Robustheitswert
auf das Intervall [0, 1] normiert ist, sollte die Robustheitschranke a ∈ [0, 1] gewählt werden.

De�nition 3.2.6. Sei R ein Robustheitsmaÿ und S eine Szenarienmenge. Ein Akzeptor
ist eine Funktion A mit

A : [0, 1]× [0, 1]→ {0, 1},

wobei

(a,R(L,S)) 7−→

{
0 falls α > R(L,S),

1 sonst

für eine Lösung L ∈ L und eine Robustheitsschranke a.
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Für eine gegebene Lösung L, eine Szenarienmenge S und ein Robustheitsmaÿ R wird
mittels Akzeptor bestimmt, ob die Lösung L aus der Nachbarschaft ausgewählt werden
kann. Eine Lösung kann ausgewählt werden, wenn

A(a,R(L,S)) = 1

gilt. Die Lösung L wird in diesem Fall akzeptiert. Eine Lösung L ∈ L kann nicht ausgewählt
werden, wenn

A(a,R(L,S)) = 0

gilt. In diesem Fall spricht man davon, dass die Lösung verworfen wird. Der Akzeptor
dient dazu, dass nur Lösungen ausgewählt werden, deren Robustheitswert oberhalb der
vom Entscheider bestimmten Schranke liegt.

In der Robusten Lokalen Suche mit Akzeptor wird ausgehend von einer Startlösung iterativ
eine Lösung mit dem besten Kostenwert aus der Nachbarschaft des Vorgängers gewählt,
insofern die Lösung von dem Akzeptor akzeptiert wird. Gibt es keine akzeptierte Lösung,
so wird die Lösung mit dem besten Robustheitswert gewählt. Ist ein Robustheitsmaÿ R,
eine Robustheitsschranke a und eine Szenarienmenge S gegeben, so ergibt sich die Robuste
Lokale Suche mit Akzeptor wie in Algorithmus 3 dargestellt.

Data : Kombinatorisches Optimierungsproblem (L,C), Tabuliste T , a ,R, S
Berechne Startlösung L0 ∈ L.
for t = 1, . . . , tmax do

T [t] = L0;
end
while Abbruchkriterium nicht erfüllt. do

Wähle L ∈ N(L0) mit A(a,R(L,S)) > 0 und C(L) minimal.
for t = 2, . . . , tmax do

T [t] = T [t− 1];
end
T [1] = L;
Setze L0 := L.

end
Algorithmus 3 : Tabu Search mit Akzeptor.

Die Iteration bricht ab, sobald ein vorgegebenes Abbruchkriterium erfüllt ist. Mögliche
Abbruchkriterien wurden bereits in Abschnitt 3.1.1 vorgestellt.

Je gröÿer die Robustheitsschranke a gewählt wird, desto robuster müssen die Lösungen
sein, um ausgewählt werden zu können. Im Fall a = 0 akzeptiert der Akzeptor jede Lösung
einer Nachbarschaft. Somit gleicht in diesem Fall die Robuste Lokale Suche einer Loka-
len Suche. Für a = 1 kommen nur Lösungen in Frage, die zu hundert Prozent gegen die
gegebene Szenarienmenge abgesichert sind. Es muss aufgepasst werden, dass falls die Ro-
bustheitsschranke a groÿ gewählt wird, es vorkommen kann, dass keine Lösung zugelassen
wird.

Durch den Akzeptor wird der Bereich, der bei der Robusten Lokalen Suche infrage kom-
menden Lösungen, eingeschränkt. Dieses ist in Abbildung 3.2 beispielhaft für den Zusam-
menhang vom Robustheits- und Kostenwert aus Abbildung 3.1 dargestellt.
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R

C

a

Abbildung 3.2: Zusammenhang von Robustheits- und Kostenwert mit Akzeptor.

In Abbildung 3.2 sind alle (R,C)-Kombinationen eingezeichnet, für die R > a gilt. Ziel ist
es, eine Lösung mit bestem Kostenwert unter den entsprechenden Lösungen zu �nden.

Mittels des Akzeptors wird für eine gegebene Robustheitsschranke versucht, eine Lösung zu
ermitteln, deren Robustheitswert die Schranke übersteigt und die einen bestmöglichen Ko-
stenwert besitzt. Auf Grund des gegenläu�gen Zusammenhangs zwischen Robustheitswert
und Kostenwert, wird der Robustheitswert in der Regel die Robustheitsschranke annehmen
oder die Robustheitsschranke weitestgehend annähern. Führt man das Verfahren für hin-
reichend viele verschiedene Robustheitsschranken aus, so lässt sich eine Kurve annähern,
die den Zusammenhang zwischen Robustheitswert und Kostenwertwert für das gegebene
Problem zu der betrachteten Szenarienmenge widerspiegelt.

Ein Vorteil dieses Ansatzes ist, dass die Methode einfach anwendbar ist. Der Entscheider
muss sich nicht die Frage stellen, wie viel Verbesserung im Kostenwert ihm ein Verlust an
Robustheit bringen muss, damit eine Lösung seinen Präferenzen nach als besser angesehen
wird. Die starre Robustheitsschranke kann jedoch auch als Nachteil dieser Vorgehensweise
gesehen werden. Es kann sein, dass eine kleine Veränderung der Schranke bereits zu groÿen
Änderungen in Bezug auf den Kostenwert führt.

In welchem Maÿ sich die Veränderung der Robustheitsschranke auf den Kostenwert aus-
wirkt, kann durch den Price of Robustness berechnet werden.

De�nition 3.2.7. Der Price of Robustness ist der prozentuale Anstieg des Kostenwertes
für eine Robustheitsschranke a ∈ [0, 1] im Vergleich zum Kostenwert bei Robustheitsschran-
ke a = 0 bei Betrachtung derselben Szenarienmenge S.

Einen Price of Robustness haben wir bereits in Abschnitt 2.2.2 im Zusammenhang mit
der Robusten Optimierung kennengelernt. Dort musste die Lösung zu hundert Prozent
gegen eine Menge von Szenarien abgesichert sein. Der Price of Robustness variierte mit der
Menge der Szenarien. Je gröÿer die Abweichung von gegebenen nominalen Daten in den
Szenarien erlaubt war, desto gröÿer war der Price of Robustness. In unserem Modell eines
Optimierungsproblems unter Unsicherheiten haben wir keine nominalen Daten gegeben.
Wir betrachten den Price of Robustness daher für eine feste Szenarienmenge. Der Price of
Robustness variiert in unserem Fall mit dem Wert für die Robustheitsschranke.
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Während in dem Ansatz einer Robusten Lokalen Suche dieses Abschnittes eine möglichst
gute Lösung in Bezug auf den Kostenwert bei einer gegebenen Robustheitsschranke ermit-
telt werden sollte und dazu nur geringe Kenntnis über die Präferenzen des Entscheiders
bekannt sein musste, betrachten wir im nächsten Abschnitt 3.2.2 einen zweiten Ansatz, für
den genauere Kenntnis über die Präferenzen des Entscheiders benötigt wird.

3.2.2 Robustheit durch Konvexkombination von Kostenfunktion

und Robustheitswert

In diesem Ansatz wird das Robustheitsmaÿ in die Lokale Suche integriert, indem Lösungen
anhand einer Konvexkombination aus dem Robustheitswert und dem Kostenwert ausge-
wählt werden. Der Entscheider muss dazu bestimmen, wie seinen Präferenzen nach, das
Verhältnis zwischen Robustheitswert und Kostenwert aussehen sollte.

Gegeben sei ein kombinatorisches Optimierungsproblem (L,C), wobei ein Teil der Einga-
bedaten mit Unsicherheiten behaftet ist. Sei weiter R ein Robustheitsmaÿ. Dann de�nieren
wir eine neue Kostenfunktion C′, die aus einer Konvexkombination der beiden Funktionen
C und R gebildet wird. Damit die beiden Werte bei gleicher Gewichtung in etwa gleich
in die Kostenfunktion C′ zählen, ermitteln wir einen Richtwert K für den Kostenwert ei-
ner Lösung. Als Richtwert K kann eine obere Schranke für das gegebene Problem genutzt
werden. Den Richtwert multiplizieren wir mit dem Robustheitsmaÿ.

Sei K ein Richtwert für die Kostenfunktion C. Dann de�nieren wir eine neue Kostenfunktion
C′ für unsere Robuste Lokale Suche durch

C′(L) := (1− d) C(L) + d R(L,S) K,(3.2.1)

wobei d ∈ [0, 1] durch die Präferenzen des Entscheiders gegeben ist. Den Wert d bezeichnen
wir im Folgenden auch als Robustheitsfaktor und die Kostenfunktion C′ als kombinierte
Kostenfunktion.

Der Robustheitsfaktor d dient zur Regulierung des Verhältnisses von Robustheitswert und
Kostenwert. Der Robustheitsfaktor muss den Präferenzen des Entscheiders entsprechend
festgelegt werden.

In der Robusten Lokalen Suche mit Konvexkombination der beiden Kriterien wird ausge-
hend von einer Startlösung iterativ eine Lösung mit dem besten Kostenwert C′ aus der
Nachbarschaft des Vorgängers gewählt. Der Algorithmus für die Robuste Lokale Suche ist
durch Algorithmus 4 gegeben.
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Data : Kombinatorisches Optimierungsproblem (L,C), Tabuliste T , d ,R, S.
Berechne Startlösung L0 ∈ L.
for t = 1, . . . , tmax do

T [t] = L0;
end
while Abbruchkriterium nicht erfüllt. do

Wähle L ∈ N(L0) mit C′(L) minimal.
for t = 2, . . . , tmax do

T [t] = T [t− 1];
end
T [1] = L;
Setze L0 := L.

end
Algorithmus 4 : Tabu Search mit gemischter Kostenfunktion.

Die Iteration bricht ab, sobald ein vorgegebenes Abbruchkriterium erfüllt ist. Mögliche
Abbruchkriterien wurden bereits in Abschnitt 3.1.1 vorgestellt.

Wählt man den Robustheitsfaktor d = 0, so entspricht die Robuste Lokale Suche einer
Lokalen Suche. Wird der Robustheitsfaktor d = 1 gewählt, so spielt die ursprüngliche
Kostenfunktion des kombinatorischen Optimierungsproblems keine Rolle mehr, sondern
eine Lösung wird allein anhand ihres Robustheitswertes ausgewählt.

Der Robustheitsfaktor d muss vom Entscheider nach seinen persönlichen Präferenzen ge-
wählt werden. Es kann vorkommen, dass mehrere Lösungen den gleichen Kostenwert unter
der Kostenfunktion C′ besitzen. Zwischen diesen Lösungen ist der Entscheider indi�erent.
Da es sich bei der Funktion C′ um eine Konvexkombination von Robustheitswert und Ko-
stenwert handelt, können für den Entscheider gleichwertige Lösungen mittels einer Geraden
in ein (R,C)-Diagramm eingezeichnet werden.

De�nition 3.2.8. Eine Gerade im (R,C)-Diagramm, auf denen alle Kombinationen unter
der Kostenfunktion C′ gleichwertig sind, wird Isopräferenzlinie genannt.

Die Steigung der Geraden ist abhängig vom Robustheitsfaktor d. In Abbildung 3.3 sind
beispielhaft zwei Isopräferenzlinien eingezeichnet.

R

CC

(a)

R

CC

(b)

Abbildung 3.3: Zusammenhang von Robustheits- und Kostenwert mit Isopräferenzlinie.
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Die Abbildung 3.3 zeigt eine Isopräferenzlinie im (R,C)-Diagramm. Während die Steigung
der Isopräferenzlinie durch den Robustheitsfaktor d festgelegt ist, kann die Isopräferenzlinie
entlang der R-Achse verschoben werden. Eine Isopräferenzlinie repräsentiert alle Lösun-
gen, die denselben Kostenwert C′ besitzen. Verschiebt man die Isopräferenzlinie entlang
der R-Achse so, dass der Robustheitswert des R-Achsen-Abschnitts zunimmt, so nimmt
der Kostenfunktionswert C′ zu. Die Lösungen, deren (R,C)-Kombination eher der Isoprä-
ferenzlinie aus Abbildung 3.3b entsprechen, besitzen somit einen höheren Kostenwert C′

als die Lösungen, deren (R,C)-Kombination näher an der Isopräferenzlinie aus Abbildung
3.3a sind.

Ziel der Robusten Lokalen Suche mit Konvexkombination von Robustheitsmaÿ und Kosten-
funktion ist es, eine Lösung zu ermitteln, deren (R,C)-Kombination einer Isopräferenzlinie
nahe kommt, deren R-Achsen-Abschnitt möglichst groÿ ist. Eine solche Lösung entspricht
den Präferenzen des Entscheiders am meisten.

In den beiden präsentierten Ansätzen für eine Robuste Lokale Suche, wird der Lösungs-
raum in unterschiedlicher Weise durchsucht, um zu einer präferierten Lösung zu gelangen.
In Kapitel 5 werden wir untersuchen, ob eine der beiden Methoden zu besseren (R,C)-
Kombinationen führt.
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Kapitel 4

Robuste Lokale Suche für das

Krankenhaus Scheduling Problem

Das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten haben wir bereits in Abschnitt
1.2 eingeführt. Es erweitert das Krankenhaus Scheduling Problem um den Fall, dass Not-
fallpatienten zu unbekannten Zeitpunkten eintre�en und im Laufe des Tages behandelt
werden müssen. Um eine Robuste Lokale Suche auf das Krankenhaus Scheduling Problem
unter Unsicherheiten anwenden zu können, müssen die problemspezi�schen Elemente einer
Robusten Lokalen Suche für das Problem de�niert werden. Zu den problemspezi�schen
Elementen zählt zum einen die De�nition einer geeigneten Nachbarschaft und zum an-
deren muss ein geeignetes Robustheitsmaÿ de�niert werden. Weiter muss eine zulässige
Startlösung generiert werden.

In Abschnitt 4.1 möchten wir zunächst die problemspezi�schen Elemente einer Lokalen
Suche für das Krankenhaus Scheduling Problem beschreiben, bevor wir in Abschnitt 4.2
die Lokale Suche anpassen und sie zu einer Robusten Lokalen Suche für das Krankenhaus
Scheduling Problem erweitern.

4.1 Lokale Suche für das Krankenhaus Scheduling

Problem

In diesem Abschnitt 4.1 möchten wir eine Lokale Suche für das Krankenhaus Scheduling
Problem spezi�zieren. Dazu müssen die grundlegenden Elemente einer Lokalen Suche pro-
blemspezi�sch umgesetzt werden. Zu den grundlegenden Elementen zählt unter anderem
die Generierung einer Startlösung sowie das De�nieren einer geeigneten Nachbarschaft.

Als erstes stellen wir in Abschnitt 4.1.1 eine alternative Repräsentation einer Lösung zum
Gantt Chart vor. Auf Basis dieser Repräsentation möchten wir in Abschnitt 4.1.2 einen
Algorithmus vorstellen, mit dem eine zulässige Startlösung generiert werden kann. Im An-
schluss de�nieren wir in Abschnitt 4.1.3 eine Nachbarschaft zu einer gegebenen Lösung.

4.1.1 Lösungsrepräsentation für das Krankenhaus Scheduling

Problem

Eine Lösung für das Krankenhaus Scheduling Problem ist durch einen zulässigen Schedule
gegeben. Ein zulässiger Schedule ordnet jeder Behandlung eine Startzeit zu, so dass die
Bedingungen (I)-(IV) aus Abschnitt 1.1.1 erfüllt sind.
Eine ähnliche De�nition für einen zulässigen Schedule existiert für das Job Shop Scheduling
Problem. In Abschnitt 1.1.2 haben wir gesehen, dass für jedes Job Shop Scheduling Problem
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ein optimaler Schedule existiert, der mittels eines gerichteten Disjunctive Graph Modells
dargestellt werden kann. Dies beruht auf der Tatsache, dass es immer eine optimale Lösung
gibt, in der keine Behandlung früher starten kann, ohne die Reihenfolge der Operationen
auf einer Maschine zu ändern [54]. Einen solchen Schedule nennt man linksgerichtet.

De�nition 4.1.1. Ein zulässiger Schedule heiÿt linksgerichtet, wenn keine Operation vor-
verlegt werden kann, ohne die Reihenfolge der Operationen auf einer Maschine zu ändern.

In Abschnitt 1.1.2 haben wir eine Maschinenreihenfolge als eine Permutation
πk = (πk(1), . . . , πk(yk)) de�niert, wobei πk(i) die Operation bezeichnet, die als i-tes auf
Maschinemk ∈M bearbeitet wird. Eine Permutation πk(i) kann als eine bijektive Funktion
mit

πk : {1, . . . ,mk} −→Mk

interpretiert werden. Mittels der Umkehrfunktion π−1
k kann zu einer Operation o ∈ Mk

ermittelt werden, als wievieltes die Operation in der betrachteten Reihenfolge auf der
Maschine statt�ndet.
Für gegebene zulässige Reihenfolgen π1, . . . , πm der Operationen auf den Maschinen, kann
ein linksgerichteter Schedule erzeugt werden, in dem jeder Operation die frühestmögliche
Startzeit mittels der Formel

St(oi,j) = max{St(oi,j−1), St(πl
(
π−1
l (oi,j)− 1

)
)}(4.1.1)

zugeordnet wird, wobei l so gewählt ist, dass M(oi,j) = ml gilt, und die Startzeiten gemäÿ

St(o) =

{
0, falls o = πj(1) für ein j = 1, . . . ,m,

inf , sonst,

initialisiert werden.

Für ein Scheduling Problem existiert immer ein optimaler Schedule, der linksgerichtet ist,
wenn durch das Optimierungskriterium impliziert wird, dass es optimal ist, einen Job so
früh wie möglich zu starten beziehungsweise abzuschlieÿen. Dies ist gegeben, wenn das
Optimierungskriterium eine mit den Fertigstellungsdaten der Jobs steigende Funktion ist
[39]. In diesem Fall bezeichnet man das Optimierungskriterium als regulär.

De�nition 4.1.2. Ein Optimierungskriterium heiÿt regulär, wenn es eine steigende Funk-
tion in Bezug auf die Fertigstellungsdaten der Jobs ist.

Da das Optimierungskriterium des Krankenhaus Scheduling Problems die Minimierung der
Summe der Fertigstellungsdaten ist, haben wir beim Krankenhaus Scheduling Problem ein
reguläres Optimierungskriterium gegeben.

De�nition 4.1.3. Eine lineare Reihenfolge der Behandlungen Bi = {bi1, . . . , biqi} eines
Patienten pi ∈ P ist eine Permutation µi = (µi(1), . . . , µi(qi)), wobei

µi(k) ∈ Bi ∀ k = 1, . . . , qi

und

µi(k) 6= µi(l) für k 6= l, k, l ∈ {1, . . . , qi}

gelten.
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Weil beim Krankenhaus Scheduling Problem ein Behandlungsgraph eines Patienten kein
zusammenhängender linearer Graph sein muss, kann es sein, dass durch die Rangfolgebe-
ziehungen der Behandlungen eines Patienten keine lineare Reihenfolge der Behandlungen
festgelegt ist. Besitzt ein Patient zum Beispiel zwei Behandlungen, zwischen denen es kei-
ne Rangfolgebeziehung gibt, so ist nicht vorgeschrieben, welche Behandlung ein Patient
als erstes erhalten soll. Um einen eindeutigen linksgerichteten Schedule zu erzeugen, ist es
notwendig, eine lineare Reihenfolge der Behandlungen festzulegen.

De�nition 4.1.4. Ist für die Behandlungen eines Patienten eine lineare Reihenfolge ge-
geben, so bezeichnen wir diese als total geordnete Behandlungsrangfolge des Patienten.

De�nition 4.1.5. Eine total geordnete Behandlungsrangfolge für einen Patienten pi heiÿt
zulässig, wenn diese, den im Problem gegebenen Rangfolgebeziehungen Θi zwischen den
Behandlungen des Patienten pi, nicht widerspricht.

Eine zulässige total geordnete Behandlungsrangfolge eines Patienten kann mittels eines
azyklischen Graphen dargestellt werden. Sei µi eine zulässige total geordnete Behandlungs-
rangfolge für einen Patienten pi ∈ P , dann kann der Behandlungsgraph D(pi) zu einem
total geordneten Behandlungsgraphen D′(pi) erweitert werden, indem Bogen entsprechend
der Permutation µi eingefügt werden, so dass für den total geordneten Behandlungsgraphen

µi(k)µi(k + 1) ∈ E(D′(pi)) für k = 1, . . . , qi − 1

gilt, wobei E(D′(pi)) die Bogenmenge des Graphen D′(pi) bezeichnet. Wir bezeichnen
diesen Vorgang als Vervollständigung eines Behandlungsgraphen.

Die Vervollständigung eines Behandlungsgraphen ist meist auf mehrere Weisen möglich.
Im nachfolgenden Beispiel 4.1.6 sind drei Vervollständigungen eines Behandlungsgraphen
dargestellt.

Beispiel 4.1.6. Fortsetzung Beispiel 1.1.1.

b31

b32

b33

(a)

b31

b32

b33

(b)

b31

b32

b33

(c)

Abbildung 4.1: Mögliche Vervollständigungen des Behandlungsgraphen für Patient p3

aus Beispiel 1.1.1.

In Abbildung 4.1 sind alle Möglichkeiten dargestellt, wie der Behandlungsgraph von Patient
p3 aus Beispiel 1.1.1 vervollständigt werden kann, um einen zulässigen total geordneten
Behandlungsgraphen zu erzeugen.

Ein n-Tupel µ = (µ1, . . . , µn), bei dem die i-te Komponente durch eine zulässige total
geordnete Behandlungsrangfolge des Patienten pi, i = 1, . . . , n, gegeben ist, bezeichnen wir
im Folgenden als Patientenrangfolge.
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Sei Rk = {b ∈ B : R(b) = rk} mit |Rk| =: xk die Menge der Behandlungen, die auf Res-
source rk ∈ R statt�nden sollen. Dann ist eine Behandlungsreihenfolge für eine Ressource
rk ∈ R durch eine Permutation πk = (πk(1), . . . , πk(xk)) der Behandlungen Rk de�niert,
wobei πk(l) das Element von Rk bezeichnet, das als l-tes auf der Ressource rk statt�ndet.
Ein m-Tupel π = (π1, . . . , πm), dessen i-te Komponente einer Behandlungsreihenfolge der
Ressource ri entspricht, werde als Ressourcenreihenfolge bezeichnet.

Um eine Formel ähnlich 4.1.1 für das Krankenhaus Scheduling Problem anwenden zu kön-
nen, muss zu einer Patientenrangfolge eine zulässige Ressourcenreihenfolge gegeben sein.
Daher wollen wir uns im Folgenden der Frage widmen, wann eine Ressourcenreihenfolge
zulässig ist.

Für das Job Shop Scheduling Problem haben wir in Abschnitt 1.1.2 das Disjunctive Graph
Modell kennengelernt. Eine Bearbeitungsreihenfolge für das Job Shop Scheduling Problem
ist zulässig, wenn das der Bearbeitungsreihenfolge entsprechende gerichtete Disjunctive
Graph Modell azyklisch ist. Auch im Fall des Krankenhaus Scheduling Problems wollen
wir einen Graphen de�nieren, der einer Ressourcenreihenfolgen entspricht und mit dessen
Kreisfreiheit die Zulässigkeit der Ressourcenreihenfolge äquivalent ist.

Das Disjunctive Graph Modell für das Krankenhaus Scheduling Problem
Sei eine Ressourcenreihenfolge π = (π1, . . . , πm) und eine Patientenrangfolge µ mit µ =
(µ1, . . . , µn) gegeben. Dann kann ein gerichteter Disjunctive Graph D′(π, µ) mit Knoten-
menge V (D′(π, µ)) und Kantenmenge E(D′(π, µ)) für das Krankenhaus Scheduling Pro-
blem wie folgt erstellt werden:

Für jede Behandlung bij ∈ B enthalte der Graph D′(π, µ) einen Knoten vij. Es gilt

vij ∈ V (D′(π, µ))⇔ bij ∈ B.

Weiter enthalte der Graph eine Quelle s ∈ V (D′(π, µ)) und für jeden Patienten pi mit
i = 1, . . . , n eine Senke ti ∈ V (D′(π, µ)).
Für die Rangfolgebeziehungen der Behandlungen werden Bogen entsprechend

µi(l)µi(l + 1) ∈ E(D′(π, µ)) für l = 1, . . . , qi − 1

und für die Reihenfolgebeziehungen auf den Ressourcen Bogen gemäÿ

πk(l)πk(l + 1) ∈ E(D′(π, µ)) für l = 1, . . . , |Rk| − 1

eingefügt. Weiter enthalte der Graph D′(π, µ) einen Bogen von der Quelle s zu der gemäÿ
der total geordneten Rangfolge ersten Behandlung eines Patienten. Es gilt

sµi(1) ∈ E(D′(π, µ)) für i = 1, . . . , n.

Schlieÿlich besitze der Graph einen Bogen von der gemäÿ der total geordneten Behand-
lungsrangfolge eines Patienten pi letzten Behandlung zu der Senke ti, so dass

µi(qi)ti ∈ E(D′(π, µ)) für i = 1, . . . , n

gilt.

Ein Beispiel für einen gerichteten Disjunctive Graph für das Krankenhaus Scheduling Pro-
blem ist in Beispiel 4.1.7 dargestellt.
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Beispiel 4.1.7. Gegeben seien die Patientenrangfolge und die Ressourcenreihenfolge ge-
mäÿ der Lösung 1.3 zur Instanz aus Beispiel 1.1.1. Dann ergibt sich der nachfolgende
gerichtete Disjunctive Graph.

b11 b12b13

b21 b22

b31 b32b33

b41 b42 b43

b53b51b52

s

t1

t2

t3

t4

t5

Abbildung 4.2: Gerichteter Disjunctive Graph zur Lösung 1.3.

In Abbildung 4.2 ist der gerichtete Disjunctive Graph zu der Lösung 1.3 der Krankenhaus
Scheduling Instanz aus Beispiel 1.1.1 dargestellt. Die grauen Bogen stellen die Behand-
lungsreihenfolgen auf den Ressourcen dar, wohingegen die schwarzen Bogen die Behand-
lungsrangfolgen repräsentieren.

Ist der auf diese Weise erzeugte Graph D′(π, µ) azyklisch, so ist die Ressourcenreihenfolge
π bei gegebener Patientenrangfolge µ zulässig.

De�nition 4.1.8. Gegeben sei eine Patientenrangfolge µ. Dann ist eine Ressourcenrei-
henfolge π zulässig, wenn der gerichtete Disjunctive Graph D′(π, µ) azyklisch ist.

Ist zu einer Patientenrangfolge eine zulässige Ressourcenreihenfolge gegeben, so können die
Startzeiten eines Schedules gemäÿ der nachfolgenden Formel 4.1.2 bestimmt werden.

Für gegebene total geordnete Behandlungsrangfolgen µ1, . . . , µn und zugehörige zulässige
Behandlungsreihenfolgen π1, . . . , πm auf den Ressourcen können wir die Startzeiten der
Behandlungen gemäÿ der Formel

St(bi,j) = max{St(bi,µi(µ−1
i (bi,j)+1)), St(π

−1
l (πl(bi,j)− 1))}(4.1.2)

unter Beachtung der Ö�nungszeiten bestimmen, wobei l so gewählt ist, dass R(bi,j) = rl
gilt, und die Startzeiten entsprechend

St(b) =

{
Arri, falls ∃ j ∈ {1, . . . ,m} mit b = πj(1) und b ∈ Bi,

inf , sonst,

initialisiert werden.

Durch die Festlegung einer Patientenrangfolge und zugehöriger zulässiger Ressourcenrei-
henfolgen ist mit 4.1.2 ein eindeutiger linksgerichteter Schedule gegeben.

Da es für jedes Scheduling Problem mit regulärem Optimierungskriterium immer eine links-
gerichtete optimale Lösung gibt und es zu jedem linksgerichteten Schedule eine Kombina-
tion, bestehend aus einer Ressourcenreihenfolge und einer Patientenrangfolge, gibt, mittels
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der der Schedule gemäÿ Formel 4.1.2 erzeugt werden kann, reicht es, um einen optimalen
Schedule für ein Krankenhaus Scheduling Problem zu �nden, alle möglichen Kombinationen
von Patientenrangfolgen mit zugehörigen zulässigen Ressourcenreihenfolgen zu betrachten.

Im nächsten Abschnitt 4.1.2 möchten wir eine Startlösung mittels einer Greedy-Heuristik
ermitteln. In der Greedy-Heuristik gehen wir in zwei Schritten vor. Als erstes vervollstän-
digen wir die Patientengraphen. Zu den total geordneten Patientengraphen ermitteln wir
dann in einem zweiten Schritt zulässige Behandlungsreihenfolgen.

4.1.2 Ermittlung einer Startlösung

Aufgrund der Formel 4.1.2 zur Ermittlung der Startzeiten ist ein Schedule eindeutig durch
eine Patientenrangfolge und eine dafür zulässige Ressourcenreihenfolge gegeben. Daher
genügt es, die Patientengraphen zu vervollständigen und für die resultierenden total ge-
ordneten Patientengraphen eine zulässige Ressourcenreihenfolge zu ermitteln. In diesem
Abschnitt 4.1.2 möchten wir daher eine Startlösung generieren, indem wir zunächst die
Patientengraphen vervollständigen und anschlieÿend eine zulässige Ressourcenreihenfolge
für die gegebene Patientenrangfolge erzeugen.

Vervollständigung der Behandlungsrangfolge eines Patienten

Für unsere Formel 4.1.2 zur Berechnung der Startzeiten benötigen wir eine Patientenrang-
folge. Wir ergänzen daher die gegebenen Behandlungsrangfolgen so, dass wir zulässige total
geordnete Behandlungsrangfolgen erhalten. Dabei gehen wir wie folgt vor:

Für einen Patienten pi ∈ P betrachten wir seinen BehandlungsgraphenD(pi). Wir möchten
eine total geordnete Rangfolge µi erzeugen. Dazu besetzen wir iterativ die Positionen der
Rangfolge µi. Wir wählen zufällig einen Knoten des Graphen mit Eingangsgrad Null aus
und setzen diesen Knoten an die nächste freie Position unserer Ordnung µi, entfernen den
Knoten aus dem Graphen und gehen für den resultierenden Graphen analog vor, bis die
Knotenmenge des resultierenden Graphen leer ist. Diese Vorgehensweise ist in Algorithmus
5 dargestellt. Im folgenden Algorithmus wird für einen Graphen D die Knotenmenge mit
V (D) und der Eingangsgrad eines Knoten v ∈ V (D) mit d−D(v) bezeichnet.

Data : Patientengraph D(pi).
Result : Total geordnete Behandlungsrangfolge µi von Patient pi.
D = D(pi);
pos = 1;
while V (D) 6= ∅ do

W = {v ∈ V (D) : d−D(v) = 0}
Wähle v′ ∈ W .
µi(pos) = v′;
pos = pos+ 1;
D = D \ v′;

end
Algorithmus 5 : Ermittlung einer total geordneten Behandlungsrangfolge.

Mittels des Algorithmus 5 vervollständigen wir die Patientengraphen eines jeden Patienten
pi ∈ P auf zufällige Weise.

Eine Vervollständigung der Behandlungsgraphen aus Beispiel 1.1.1 ist in 4.1.9 zu sehen.
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Beispiel 4.1.9. Fortsetzung zu Beispiel 1.1.1.

b11

b12

b13

(a)

b21 b22

(b)

b31

b32

b33

(c)

b41 b42 b43

(d)

b53

b51

b52

(e)

Abbildung 4.3: Total geordnete Behandlungsgraphen der Patienten p1, . . . p5 aus der
Instanz 1.1.

In der Abbildung 4.3 sind total geordnete Behandlungsgraphen für die Patienten aus In-
stanz 1.1 dargestellt. Die Ordnungsrelationen, die durch die Vervollständigung zu den Pa-
tientengraphen hinzugefügt wurden, werden durch gestrichelte Bogen repräsentiert.

Um zu einer eindeutigen Startlösung zu gelangen, muss zu den total geordneten Behand-
lungsrangfolgen eine zulässige Ressourcenreihenfolge bestimmt werden. Unsere Verfahrens-
weise zur Generierung einer zulässigen Ressourcenreihenfolge beschreiben wir im nächsten
Abschnitt.

Zulässige Behandlungsreihenfolgen auf den Ressourcen

Um einen zulässigen Schedule auf die von uns präferierte Weise erzeugen zu können, müssen
wir zu den total geordneten Behandlungsrangfolgen eine zulässige Ressourcenreihenfolge
festlegen. Dabei gehen wir wie folgt vor:

Zu Beginn sortieren wir die Patienten aufsteigend nach ihrem Ankunftszeitpunkt. Besit-
zen zwei Patienten denselben Ankunftszeitpunkt, so sortieren wir diese Patienten zufällig.
Anschlieÿend wählen wir die Patienten entsprechend der Sortierung nacheinander aus. Für
jeden Patienten gehen wir seine Behandlungen entsprechend der gegebenen total geordne-
ten Behandlungsrangfolge durch und weisen einer Behandlung die nächste freie Position
auf der für die Behandlung vorgesehenen Ressource zu.

Ohne Einschränkung seien p1, p2, . . . , pn die Patienten sortiert nach ihrem Ankunftszeit-
punkt. Weiter bezeichne πrk die Behandlungsreihenfolge von Ressource rk für k = 1, . . . ,m.
Dann kann der oben beschriebene Algorithmus wie folgt formalisiert werden.

43



Kapitel 4 Robuste Lokale Suche für das Krankenhaus Scheduling Problem

Data : Patienten sortiert nach Ankunftszeitpunkt p1, . . . , pn, Patientenrangfolge
µ = (µ1, . . . , µn).

Result : Behandlungsreihenfolgen auf den Ressourcen πr1 , . . . πrm .
pos(rk) = 0 ∀ k = 1, . . .m;
for i = 1, . . . , n do

for k = 1, . . . , qi do
b = µi(k)
r = R(b);
πr(pos(r)) = b;
pos(r) = pos(r) + 1;

end
end
Algorithmus 6 : Ermittlung einer zulässigen Ressourcenreihenfolge zu der Patienten-
rangfolge µ.

Ist eine Patientenrangfolge und für diese eine zulässige Ressourcenreihenfolge gegeben, so
kann mit dem Algorithmus 7 ein zulässiger Schedule erzeugt werden.

Data : Patientenrangfolge µ, in Bezug auf µ zulässige Ressourcenreihenfolge π.
Result : Zulässiger Schedule S.
nextr[rj] = 1 ∀ j = 1, . . . ,m;
nextp[pi] = 1 ∀ i = 1, . . . , n;
A1 = {b ∈ B : ∃ j ∈ {1, . . . ,m} mit πj(nextr[rj]) = b};
A2 = {b ∈ B : ∃ i ∈ {1, . . . , n} mit µi(nextp[pi]) = b};
A = A1 ∩ A2;
while A 6= ∅ do

for b ∈ A do
Setze St(b) gemäÿ 4.1.2;
nextr[R(b)] = nextr[R(b)] + 1;
nextp[P (b)] = nextp[P (b)] + 1;

end
Aktualisiere A1, A2, A;

end
Algorithmus 7 : Startzeiten

Der mittels Algorithmus 7 erzeugte Schedule kann als Startlösung für die Lokale Suche
genutzt werden. Für die Lokale Suche benötigen wir darüber hinaus eine geeignete Nach-
barschaftsde�nition. Diese möchten wir im nächsten Abschnitt 4.1.3 vorstellen.

4.1.3 Eine Nachbarschaftsfunktion für das Krankenhaus

Scheduling Problem

Eine Nachbarschaftsfunktion ordnet jeder Lösung eine Teilmenge von zulässigen Lösungen,
die sogenannte Nachbarschaft, zu. In der Lokalen Suche wird in jedem Iterationsschritt eine
Lösung aus der Nachbarschaft des Vorgängers mit dem Ziel ausgewählt, zu einer möglichst
guten Lösung zu gelangen. Die Wahl einer geeigneten Nachbarschaft und damit einer ge-
eigneten Nachbarschaftsfunktion ist von groÿer Bedeutung für eine Lokale Suche aber oft
schwierig. Es muss ein Kompromiss in Bezug auf die Kardinalität der Nachbarschaft getrof-
fen werden [54]. Ist die Kardinalität der Nachbarschaft groÿ, kann die Wahrscheinlichkeit
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höher sein, einen guten Nachbarn zu �nden. Allerdings wird auch mehr Zeit benötigt, um
eine Nachbarschaft zu durchsuchen.

Eine Nachbarschaft wird mittels einer Menge von Moves generiert. Ein Move ist eine Zu-
ordnungsvorschrift, die eine zulässige Lösung in eine andere zulässige Lösung überführt.

De�nition 4.1.10. Ein Move ist eine Funktion M : L→ L, die eine zulässige Lösung in
eine andere zulässige Lösung überführt.

Durch unsere Lösungsrepräsentation ist ein Schedule eindeutig durch eine Patientenrangfol-
ge und eine zugehörige zulässige Ressourcenreihenfolgen gegeben. Eine Lösung kann somit
in eine andere Lösung überführt werden, indem entweder die Rangfolge der Behandlungen
eines Patienten oder die Reihenfolge der Behandlungen auf einer Ressource variiert wird.
Ein Move sollte daher entweder die Rangfolge der Behandlungen eines Patienten oder die
Reihenfolge der Behandlungen auf einer Ressourcen verändern.

Zunächst möchten wir die Änderung der Reihenfolge der Behandlungen auf einer Ressource
betrachten.

Änderung der Behandlungsreihenfolge auf einer Ressource

Wir möchten durch die Veränderung der Reihenfolge der Behandlungen auf einer Ressource
zu einer neuen zulässigen Lösung gelangen.

In Abschnitt 4.1.3 haben wir das Job Shop Scheduling Problem kennengelernt. Bei diesem
kann eine linksgerichtete Lösung eindeutig mittels einer Bearbeitungsreihenfolge repräsen-
tiert werden. Da das Job Shop Scheduling Problem ein viel untersuchtes Problem ist, wur-
den hierfür bereits eine Vielzahl von Nachbarschaften entwickelt. Diese beruhen meist auf
der Vertauschung der Reihenfolge von aufeinanderfolgenden oder nicht-aufeinanderfolgenden
Behandlungen. In �Job Shop Scheduling by Local Search�[54] werden einige Nachbarschafts-
funktionen für das Job Shop Scheduling Problem vorgestellt. Eine Nachbarschaft, die auf
das Krankenhaus Scheduling Problem übertragen werden kann, möchten wir im Folgenden
vorstellen.

Die grundlegende Idee der Nachbarschaft ist es, nur Vertauschungen von Operationen zu
betrachten, die einen Ein�uss auf den Makespan der aktuellen Lösung haben. In Abschnitt
4.1.3 haben wir das gerichtete Disjunctive Graph Modell kennengelernt. Der Makespan
einer Lösung entspricht der Länge eines längsten Weges von der Quelle s zur Senke t im
zugehörigen gerichteten Disjunctive Graph Modell. Den Makespan zu reduzieren kommt
somit der Reduktion aller längsten Wege im gerichteten Disjunctive Graph Modell gleich.
Einen längsten Weg von der Quelle s zur Senke t bezeichnen wir im Folgenden auch als
kritischen Pfad. Ein kritischer Pfad lässt sich in Blöcke unterteilen. Ein Block ist eine
maximale zusammenhängende Abfolge von Behandlungen auf einer Ressource auf einem
kritischen Pfad. Eine viel angewendete Nachbarschaft wurde von Laarhoven et al. [55]
entwickelt. Die Nachbarschaft setzt sich aus Moves zusammen, die einen Tausch zweier
aufeinanderfolgender Operationen eines Blocks bewirken. Diese Nachbarschaft bringt die
folgenden zwei Vorteile mit sich. Zum einen können durch die betrachteten Moves keine
unzulässigen Reihenfolgen auf den Maschinen entstehen unter der Annahme, dass zwei
aufeinanderfolgende Operationen eines Jobs auf unterschiedlichen Maschinen statt�nden.
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Lemma 4.1.11. (Laarhoven [55]) Durch die Vertauschung zweier aufeinanderfolgender
Operationen eines kritischen Blocks kann keine unzulässige Bearbeitungsreihenfolge entste-
hen.

Beweis. Sei D′(L) der gerichtete Disjunctive Graph zu einer gegebenen Lösung L. Sei P
der längste Weg von s nach t in D′(L) mit P = (s, v1, . . . , vk, t). Angenommen, es existiert
ein Bogen (vi, vi+1), i ∈ {1, . . . , k}, so dass D := D′(L) \ (vi, vi+1) ∪ (vi+1, vi) einen Kreis
enthält. Dann muss es einen Weg von vi nach vi+1 geben. Diesen Weg gab es aber auch
schon in D′ und der Weg wäre länger als der Bogen (vi, vi+1). Dies stünde im Widerspruch
dazu, dass (vi, vi+1) auf dem längsten Weg von s nach t in D′(L) liegt. Damit kann D
keinen Kreis enthalten. �

Zum anderen wird durch die Nachbarschaft die Zusammenhangseigenschaft gewährleistet.
Diese besagt, dass eine optimale Lösung erreicht werden kann, egal von welcher Startlösung
die Lokale Suche begonnen wird [39].

Satz 4.1.12. (Mati [39]) Für jede zulässige Lösung L ∈ L gibt es eine endliche Sequenz
von Vertauschungen, die zu einer optimalen Lösung führt.

Beweis. Sei L /∈ Lopt und L∗ ∈ Lopt. Sei weiter D′(L) der gerichtete Disjunctive Graph
zu L und D′(L∗) der gerichtete Disjunctive Graph zu L∗. Da L nicht optimal ist, existiert
mindestens eine Kante, die auf einem kritischen Pfad in D′(L) liegt und nicht auf einem
kritischen Pfad in D′(L∗). Da der Bogen auf einem kritischen Pfad liegt, kann die Kante
umgekehrt werden, ohne dass ein Kreis im neuen Graphen entsteht. Wiederholt man dies
für alle Bogen auf einem kritischen Pfad, die nicht in D(L∗) sind, so gelangt man zu einer
Lösung mit denselben kritischen Pfaden wie in D(L∗). �

Die Zusammenhangseigenschaft ist eine wichtige Eigenschaft einer Nachbarschaft, da sie
gewährleistet, dass eine optimale Lösung erreicht werden kann.

Im Folgenden soll die vorgestellte Nachbarschaft auf das Krankenhaus Scheduling Problem
übertragen werden.

In Abschnitt 4.1.1 haben wir bereits ein gerichtetes Disjunctive Graph Modell für das
Krankenhaus Scheduling Problem eingeführt. Die Patientenrangfolge und die Ressourcen-
reihenfolge einer linksgerichteten Lösung können mittels des gerichteten Disjunctive Graph
Modells dargestellt werden. Mit Hilfe dieses Modells kann zudem ermittelt werden, welche
Vertauschungen von Behandlungen zur Verbesserung des Optimierungskriteriums führen
können. Eine Verbesserung kann erzielt werden, wenn die Vertauschung eine Verschiebung
des Fertigstellungsdatums eines Patienten bewirkt. Daher wird für jeden Patienten ein so-
genannter kritischer Pfad ermittelt. Ein kritischer Pfad kann für einen Patienten wie folgt
bestimmt werden.
Zu gegebener Patientenrangfolge µ und zugehöriger zulässiger Ressourcenreihenfolge π
wird der Graph D′(π, µ) erstellt. Für jede Senke ti eines Patienten pi ∈ P können wir den
Weg zurückverfolgen, der für den Fertigstellungszeitpunkt des Patienten verantwortlich ist.
Gegeben sei ein Schedule S mit zugehörigem gerichteten Disjunctive Graph D′(π, µ). Dann
ermittelt man für Patient pi ∈ P den kritischen Pfad Pi, indem man ausgehend von der
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Senke ti solange eine Vorgängerbehandlung auswählt, die am spätesten beendet wurde, bis
man bei der Quelle s angelangt ist.

Sei Pi = (v0, . . . , vl) mit v0 = ti und v1 = µ(qi). Dann gilt

vx+1 = max
y∈N−(vx)

St(B(y)),

wobei vl = s ist und N−(v) die Menge aller Vorgängerknoten von v und B(y) die Behand-
lung, die durch den Knoten y repräsentiert wird, bezeichnet.

Ein Block ist für einen gegebenen kritischen Pfad analog zu oben als eine maximale Sequenz
aufeinanderfolgender Behandlungen auf einer Ressource de�niert. Vertauscht man aufein-
anderfolgende Behandlungen eines Blocks des Pfades Pi, so kann wegen Lemma 4.1.11 kein
Kreis entstehen, es sei denn die Behandlungen gehören zu demselben Patienten.

Betrachtet man zwei aufeinanderfolgende Behandlungen desselben Patienten pi ∈ P , so
muss als erstes geprüft werden, ob durch die gegebenen Rangfolgebeziehungen der Behand-
lungen Θi eine Änderung der Behandlungsreihenfolge zulässig wäre. Ist die Vertauschung
zulässig, so muss sowohl die Behandlungsreihenfolge als auch die Behandlungsrangfolge des
zugehörigen Patienten angepasst werden.

Für einen Patienten wird kein kritischer Pfad ermittelt, wenn der Fertigstellungszeitpunkt
bereits frühestmöglich ist, das heiÿt dem Ankunftszeitpunkt plus der Summe der Behand-
lungsdauern entspricht.

Die gerade beschriebene Nachbarschaft besteht aus allen zulässigen Vertauschungen zweier
aufeinanderfolgender Behandlungen eines Blocks eines kritischen Pfades eines Patienten.
Eine Lösung kann aber zudem verändert werden, wenn die total geordnete Behandlungs-
rangfolge eines Patienten verändert wird. Daher möchten wir im Folgenden Moves be-
trachten, die die Veränderung der total geordneten Behandlungsrangfolge eines Patienten
bewirken.

Änderung der Behandlungsrangfolge eines Patienten

Die Veränderung einer total geordneten Behandlungsrangfolge eines Patienten kann groÿe
Auswirkungen auf den zugehörigen Schedule haben. Wir beschränken uns darauf, nur dann
Behandlungen eines Patienten zu vertauschen, wenn sie auf einem kritischen Pfad eines
Patienten unmittelbar aufeinander folgen. Hierbei sind insbesondere auch Vertauschun-
gen zweier Behandlungen möglich, die nicht auf derselben Ressource statt�nden. Es ist
darauf zu achten, dass Vertauschungen nur durchgeführt werden, wenn sie den gegebenen
Rangfolgebeziehungen der Behandlungen eines Patienten nicht widersprechen.

Mit der beschriebenen Nachbarschaft und dem Erzeugen einer Startlösung sind die grund-
legenden Elemente einer Lokalen Suche für das Krankenhaus Scheduling Problem de�niert.
Auf problemspezi�sche Parameter wie die Gröÿe der Tabu-Liste möchten wir an dieser Stel-
le nicht näher eingehen, sondern diese erst im Zusammenhang mit der Robusten Lokalen
Suche erläutern. Der nächste Abschnitt 4.2 widmet sich der Anpassung der Lokalen Suche
zu einer Robusten Lokalen Suche für das Krankenhaus Scheduling Problem.
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4.2 Robuste Lokale Suche für das Krankenhaus

Scheduling Problem unter Unsicherheiten

Mittels Robuster Lokaler Suche möchten wir in diesem Abschnitt 4.2 eine Lösung für das
Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten generieren. In der Lösung soll in
einem vorgegebenem Maÿ berücksichtigt werden, dass zusätzliche Patienten im Laufe eines
Krankenhaustages eintre�en können. Das heiÿt, wir möchten einen Schedule generieren,
in dem nicht einzig die Minimierung der Kostenfunktion im Vordergrund steht, sondern
einen Schedule, in dem Freiräume für das Einplanen zusätzlich auftretender Patienten
gescha�en werden. Unser Ziel ist es, mittels unserer Ansätze einer Robusten Lokalen Suche
einen Schedule zu �nden, der eine gute Kompromisslösung zwischen optimalem Kostenwert
und maximalem Robustheitswert darstellt.
Dazu muss die Lokale Suche aus dem vorherigen Abschnitt 4.1 so angepasst werden, dass
sie bei Bedarf Freiräume zum Einplanen der zusätzlich auftretenden Patienten in den Sche-
dule integriert. Im folgenden Abschnitt 4.2.1 wird beschrieben, welche Anpassungen an die
Lokale Suche dazu notwendig sind. Um zu messen, wie gut zusätzlich auftretende Pati-
enten in einen Schedule mit eingeplant werden können, muss ein geeignetes Robustheits-
maÿ de�niert werden. In Abschnitt 4.2.2 werden zwei mögliche Robustheitsmaÿe für das
Krankenhaus Scheduling Problem de�niert. Für den Ansatz einer Lokalen Suche über eine
Konvexkombination des Kosten- und Robustheitswertes benötigen wir einen Richtwert, um
die beiden Werte gleichwertig zu machen. Einen Vorschlag für einen Richtwert stellen wir
in Abschnitt 4.2.3 vor.

4.2.1 Anpassung der Lokalen Suche

In Abschnitt 2.3 haben wir bereits erwähnt, dass es zwei Vorgehensweisen gibt, einen
Schedule robust gegenüber Unsicherheiten zu machen. Wir wählen einen Bu�ering-Ansatz,
das heiÿt wir möchten in unserem Schedule Freiräume scha�en beziehungsweise erzwingen,
um die Notfallpatienten mit einplanen zu können.
Eine Schwierigkeit bei Bu�ering-Ansätzen ist, dass entschieden werden muss, zu welchen
Zeitpunkten Freiräume eingefügt werden sollen. Diese Frage soll die Lokale Suche im Zuge
des Durchsuchens der Nachbarschaften lösen.
Um der Lokalen Suche zu ermöglichen, Freiräume in den Schedule einzuplanen, fügen wir
sogenannte Timeslots ein. Ein Timeslot beschreibt ein Zeitintervall auf einer Ressource
von festgelegter Dauer tTS zu einem festen Zeitpunkt. Ein Timeslot besitzt zwei mögliche
Kon�gurationen. Ist der Timeslot angeschaltet, so kann zu dem Zeitraum, in dem sich
der Timeslot be�ndet, auf der entsprechenden Ressource keine Behandlung statt�nden. Ist
der Timeslot ausgeschaltet, so hat der Timeslot keine Konsequenzen für die Planung der
Startzeiten von Behandlungen.
Alle Ressourcen sind während ihrer Ö�nungszeiten vollständig mit Timeslots überdeckt.
Für jede Ressource ist der Zeitraum von dem ersten Ankunftsdatum eines gegebenen Pa-
tienten bis zum Ende der Ö�nungszeiten des letzten Tages, an dem das Auftreten von
Notfallpatienten möglich ist, mit Timeslots überdeckt, wobei jeder Zeitpunkt von genau
einem Timeslot überdeckt wird.
Der Timeslot soll als Platzhalter für die Behandlungen der Notfallpatienten dienen. Durch
angeschaltete Timeslots sollen Freiräume gescha�en oder bestehende Freiräume vergröÿert
werden, so dass die Möglichkeit besteht, Behandlungen eines Notfallpatienten einzuplanen.
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Wir haben den Ansatz von festen Timeslots gewählt, da in diesem Fall ein Freiraum auch
bei Veränderung der Reihenfolge der Behandlungen auf den Ressourcen zur gleichen Zeit
bestehen bleibt, da der Freiraum durch den Timeslot eindeutig festgelegt ist.
Eine Schwierigkeit bei dem Gebrauch von Timeslots ist es, eine geeignete Gröÿe der Ti-
meslots festzulegen. Je kleiner man die Dauer tTS wählt, umso präziser können Freiräume
gescha�en werden. Allerdings steigt auch die Anzahl der Timeslots.

Durch das Einführen von Timeslots müssen die grundlegenden Elemente einer Lokalen
Suche angepasst werden.

Repräsentation einer Lösung

Die Repräsentation einer Lösung aus Abschnitt 4.1.1 muss um die Timeslots ergänzt wer-
den. In der Zeit, in der angeschaltete Timeslots liegen, dürfen keine Behandlungen statt-
�nden. Das heiÿt, dass die angeschalteten Timeslots elementar für die Ermittlung einer
Lösung sind. Um Startzeiten für Behandlungen zu berechnen, ist es notwendig zu wissen,
welche Timeslots angeschaltet sind. Mit einer Formel analog zu 4.1.2 können unter Beach-
tung der angeschalteten Timeslots weiterhin die Startzeiten der Behandlungen berechnet
werden. Sei T die Menge der angeschalteten Timeslots. Dann kann eine linksgerichtete
Lösung für das Krankenhaus Scheduling Problem eindeutig durch eine Patientenrangfolge
µ, eine zugehörige zulässige Ressourcenreihenfolge π und die Menge der angeschalteten
Timeslots T ermittelt werden.

Ermitteln einer Startlösung

Da ein linksgerichteter Schedule eindeutig durch eine Patientenrangfolge µ, Ressourcenrei-
henfolgen π und die Menge der angeschalteten Timeslots T gegeben ist, muss neben der
Vervollständigung der Behandlungsrangfolgen und der Festlegung einer zugehörigen zu-
lässigen Ressourcenreihenfolge entschieden werden, welche Timeslots in einer Startlösung
angeschaltet seien sollen. Die Vervollständigung der Behandlungsrangfolge und die Fest-
legung einer Ressourcenreihenfolge kann mittels Algorithmus 5 und Algorithmus 6 vor-
genommen werden. Eine Menge von angeschalteten Timeslots kann zum Beispiel zufällig
ermittelt werden. Sind Informationen über die Notfallpatienten bekannt, so können diese
zum Anschalten geeigneter Timeslots genutzt werden. Sind beispielsweise Szenarien gege-
ben, die das Eintre�en von Notfallpatienten simulieren, so können Timeslots ausgewählt
werden, zu deren Zeitraum in den Szenarien besonders häu�g Notfallpatienten auftreten.
Es sei bemerkt, dass die Entscheidung, welche Timeslots am besten angeschaltet werden
sollten, unter anderem vom Robustheitsmaÿ abhängig ist.

Anpassen der Nachbarschaft

Ein linksgerichteter Schedule für das Krankenhaus Scheduling Problem ist eindeutig durch
das Tripel (µ, π,T) gegeben. Variiert man eine der drei Komponenten, so verändert sich
die Lösung.
In der Lokalen Suche für das Krankenhaus Scheduling Problem haben wir bereits zwei
Arten von Moves kennengelernt, wobei die eine Art eine Veränderung der Ressourcen-
reihenfolge π und die andere eine Veränderung der Patientenrangfolge µ bewirkte. Diese
beiden Arten von Moves können für das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicher-
heiten übernommen werden. Darüber hinaus kann eine Lösung verändert werden, indem
die Menge der angeschalteten Timeslots T variiert wird. Dazu betrachteten wir Moves, die
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die Kon�guration eines Timeslots ändern. Die in der betrachteten Lösung angeschalteten
Timeslots können ausgeschaltet oder ausgeschaltete Timeslots angeschaltet werden. Wäh-
rend die Moves aus der Lokalen Suche für das Krankenhaus Scheduling Problem auf die
Verbesserung der Kostenfunktion abzielen sollen, dienen die Moves zur Veränderung der
Kon�guration eines Timeslots dazu, den Robustheitswert eines Schedules zu steigern.

In diesem Abschnitt 4.2.1 haben wir die elementaren Elemente einer Lokalen Suche so
angepasst, dass robustere Lösungen mittels einer Lokalen Suche gefunden werden können.
Damit diese Lösungen aber auch wirklich vom Lokalen Such Algorithmus ermittelt werden,
verfolgen wir die beiden Ansätze, die in Abschnitt 3.2 allgemein beschrieben wurden. In
den Ansätzen werden Lösungen mittels eines Robustheitsmaÿes bewertet. Daher sollen
im nächsten Abschnitt 4.2.2 mögliche Robustheitsmaÿe für das Krankenhaus Scheduling
Problem vorgestellt werden.

4.2.2 Robustheitsmaÿ für das Krankenhaus Scheduling Problem

In diesem Abschnitt 4.2.2 möchten wir Robustheitsmaÿe für das Krankenhaus Scheduling
Problem vorstellen, die für einen Schedule messen, wie groÿ das Ausmaÿ der Absicherung
eines Schedules gegenüber dem Auftreten von Notfallpatienten ist.

In Abschnitt 3.2 wurde bereits eine allgemeine De�nition für ein Robustheitsmaÿ einge-
führt. Ein Robustheitsmaÿ ist eine FunktionR : (L, Pot(S))→ [0, 1], die für eine Lösung L
und eine gegebene Szenarienmenge S einen Wert ermittelt, der beschreiben soll, wie robust
die Lösung L in Bezug auf eine Szenarienmenge S′ ⊆ S′ ist. Der ermittelte Wert ist dabei
umso näher an eins, je besser die Lösung in Bezug auf die Szenarienmenge S′ gemessen
am Robustheitsmaÿ abgesichert ist. Um Robustheitsmaÿe für das Krankenhaus Schedu-
ling Problem unter Unsicherheiten entwickeln zu können, müssen wir zunächst de�nieren,
wodurch ein Szenario charakterisiert ist.

Ein Szenario für das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten ist durch eine
Menge von Notfallpatienten P ∗ = (p∗1, . . . , p

∗
n∗) gegeben. Für jeden Notfallpatienten p∗ ∈ P ∗

gibt es einen AnkunftszeitpunktArr(p∗), zu dem bekannt wird, welche BehandlungenB(p∗)
der Notfallpatient durchlaufen muss. Für die Behandlungen eines Notfallpatienten ist eine
feste Abfolge gegeben. Seien B(p∗i ) = (b∗i1, . . . , b

∗
iq∗i

) die Behandlungen von Patient p∗i mit i ∈
{1, . . . , n∗}. Dann muss Behandlung b∗i,j−1 beendet sein, bevor Behandlung b∗ij statt�nden
kann für alle j = 2, . . . , q∗i . Für jede Behandlung b

∗
ij mit j ∈ {1, . . . , q∗i } und i ∈ {1, . . . , n∗}

gibt es eine eindeutige Ressource R(b∗ij) ∈ R, auf der die Behandlung statt�nden kann.
Des Weiteren besitzt jede Behandlung b∗ij mit j ∈ {1, . . . , q∗i } und i ∈ {1, . . . , n∗} eine feste
Behandlungsdauer t(b∗ij).

Wir möchten in diesem Abschnitt Robustheitsmaÿe vorstellen, die einen Robustheitswert
eines Schedules in Bezug auf ein einzelnes Szenario ermitteln. Die vorgestellten Robust-
heitsmaÿe können einfach auf Szenarienmengen angewandt werden, indem zum Beispiel
der Mittelwert

R(L,S) =
1

|S|
∑
s∈S

R(L, s)

gebildet wird.

Bei unseren Robustheitsmaÿen nehmen wir an, dass der gegebene Schedule bei dem Auf-
treten der Unsicherheiten nicht angepasst werden kann. Das heiÿt, jede Behandlung �ndet
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zu dem Zeitpunkt statt, an dem sie geplant wurde und kann nicht verschoben werden. Für
die hinzukommenden Behandlungen bedeutet dies, dass sie gegebenenfalls in die Freiräu-
me des Schedules eingeplant werden können. Eine Behandlung eines Notfallpatienten kann
zu einem Zeitpunkt nur dann statt�nden, wenn im Schedule zum betrachteten Zeitpunkt
ein Freiraum besteht und der Freiraum noch mindestens für die Dauer der Behandlung
andauert.
Sei F (S) eine Menge, die alle maximal zusammenhängenden Freiräume im Schedule S
beinhaltet.

De�nition 4.2.1. Sei s ein Szenario und S ein zulässiger Schedule. Dann kann einer
Behandlung b∗ij ∈ B(s) eine zulässige Startzeit St(b∗ij) in F (S) zugeordnet werden, wenn
ein Freiraum f ∈ F (S) existiert, so dass

( i ) St(b∗ij) ∈ f ,

( ii ) (St(b
∗
ij) + t(b∗ij)) ∈ f ,

(iii) R(b∗ij) = R(f),

( iv ) St(b∗ij) ≥ (St(b
∗
i,j−1) + t(b∗i,j−1)) falls j > 1 oder St(b∗i1) ≥ Arr(p∗i ).

Bei dem Einplanen der Behandlungen in die Freiräume eines gegebenen Schedules ist darauf
zu achten, dass verschiedene Behandlungen aus einem Szenario nicht zur selben Zeit statt-
�nden können. Nachdem für eine Behandlung eine zulässige Startzeit ausgewählt wurde,
muss die Menge der Freiräume daher entsprechend angepasst werden. Es ist denkbar, dass
ein Freiraum besser ausgefüllt ist, wenn zum Beispiel zwei Behandlungen kurzer Dauer in
dem Freiraum anstelle einer Behandlung längerer Dauer statt�nden. Damit das Einplanen
von Notfallpatienten kein eigenes Optimierungsproblem darstellt, verfolgen wir die Strate-
gie, dass wenn ein Patient ankommt, seinen Behandlungen die nächst freie zur Verfügung
stehende Zeit auf den entsprechenden Ressourcen zugewiesen wird. Diese Vorgehensweise
kann auch theoretisch fundiert werden. Zum Zeitpunkt des Eintritt eines Notfallpatienten
ist nicht bekannt, wann der nächste Notfallpatient eintreten wird und welche Behand-
lungen dieser zu durchlaufen hat. Daher werden einem Notfallpatienten die nächsten zur
Verfügung stehenden Termine zugewiesen.

Wir werden im Folgenden zwei Robustheitsmaÿe betrachten, die sich beide auf die Warte-
zeiten eines Patienten beziehen. Dabei entspricht die Wartezeit eines Patienten, der Zeit-
dauer zwischen Ankunfts- und Fertigstellungszeitpunkt abzüglich der Summe der Dauer
seiner Behandlungen.

De�nition 4.2.2. Die Wartezeit eines Patienten p∗i ∈ P ∗ werde mit W (p∗i ) bezeichnet und
sei durch

W (p∗i ) = C(p∗i )− Arr(p∗i )−
q∗i∑
k=1

t(b∗ik)

gegeben.
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Die Wartezeit eines Patienten entspricht somit seiner Aufenthaltsdauer im Krankenhaus,
abzüglich der Zeitdauer, in der er behandelt wird.

Im ersten Robustheitsmaÿ werden wir bestrafen, wenn die Wartezeiten für einen Patienten
länger als eine vorgegebene Zeitdauer ist. Im zweiten Robustheitsmaÿ wird die Länge der
Wartezeiten der Patienten bestraft. Je länger die Patienten zwischen ihren Behandlungen
warten müssen, umso negativer wirkt sich dies auf das Robustheitsmaÿ aus.

Das erste Robustheitsmaÿ soll im nachfolgenden Abschnitt vorgstellt werden. Wir bezeich-
nen das Robustheitsmaÿ als Fit-Into-Robustheitsmaÿ.

Fit-Into-Robustheitsmaÿ

Beim Fit-Into-Robustheitsmaÿ ist eine Zeitdauer vorgegeben, die die maximal erlaubte
Wartezeit eines Patienten darstellen soll. Nur wenn die realisierte Wartezeit eines Pati-
enten kürzer als die maximal erlaubte Wartezeit ist, gilt der Patient als in annehmbarer
Zeit behandelt. Die Behandlungen der Notfallpatienten können nur in den Freiräumen des
Schedules und nur während der Ö�nungszeiten der jeweiligen Ressource statt�nden. Kann
nicht allen Behandlungen eines Patienten ein Termin im Laufe der Ö�nungszeiten der ent-
sprechenden Ressource am Ankunftstag zugewiesen werden, so gilt der Patient als in nicht
annehmbarer Zeit behandelt. Es wird nicht betrachtet, dass Behandlungen eines Notfallpa-
tienten auch noch am Folgetag nach seinem Eintre�en statt�nden können. Entweder wird
einer Behandlung eine zulässige Startzeit in einem Freiraum des entsprechenden Tages
zugeordnet oder es wird keine Startzeit für die Behandlung festgelegt.
Wird die maximal erlaubte Wartezeit äquivalent zu der Länge der Ö�nungszeiten gewählt,
so wird betrachtet, dass alle Behandlungen eines Notfallpatienten am Tag seines Eintre�ens
statt�nden sollen. Da beim Fit-Into-Robustheitsmaÿ alle Behandlungen eines Notfallpati-
enten am Tag seiner Ankunft statt�nden sollen, ist eine gröÿere Wahl für die erlaubte
Wartezeit nicht sinnvoll.

Als Robustheitskriterium dient beim Fit-Into-Robustheitsmaÿ die prozentuale Anzahl an
in annehmbarer Zeit behandelten Patienten.

Um das Robustheitsmaÿ zu ermitteln, muss die Anzahl der Patienten bestimmt werden,
deren Behandlungen in den Schedule im Rahmen der vorgegebenen maximalen Wartezeit
eingeplant werden können. Dazu werden zunächst die Freiräume auf den Ressourcen ermit-
telt. Die Patienten aus dem Szenario werden nach ihrem Ankunftszeitpunkt sortiert und
entsprechend dieser Reihenfolge durchgegangen. Für jeden Patienten werden die Behand-
lungen in der gegebenen Behandlungsrangfolge durchlaufen und einer Behandlung jeweils
der nächstmögliche zulässige freie Zeitraum auf der Ressource zugeordnet. Kann allen Be-
handlungen ein Starttermin innerhalb der Ö�nungszeiten zugewiesen werden, so kann im
Anschluss die Wartezeit des Patienten berechnet und somit geprüft werden, ob der Patient
in annehmbarer Zeit behandelt wurde.

Sei die Zeitspanne, in der Behandlungen eines Notfallpatienten nach seinem Eintre�en
statt�nden sollen, gegeben durch TFI . Seien weiter P ∗ = (p∗1, . . . , p

∗
n∗) die Notfallpatienten

aus Szenario s sortiert nach ihrem Ankunftszeitpunkt und F (S) die Freiräume im Sche-
dule S. Dann kann die Anzahl der in annehmbarer Zeit behandelten Patienten gemäÿ des
folgenden Algorithmus berechnet werden.
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Data : P ∗, F (S), TFI.
Result : Anzahl Patienten nFit, die in annehmbarer Zeit behandelt werden.
nFit = 0;
F = F (S);
for i = 1, . . . , n∗ do

for j = 1, . . . , q∗i do
if Es ex. keine zulässige Startzeit in F (S) für b∗ij. then

break;
end
Setze Startzeit für b∗ij;
Reduziere F um das Zeitintervall [St(b

∗
ij), St(b

∗
ij) + t(b∗ij)].

end
if Es wurde keine zulässige Startzeit für bi,q∗i ermittelt. then

continue;
end
Ermittle die Wartezeit W (p∗i );
if W (p∗i ) ≤ TFI then

nFit = nFit+ 1;
end

end
Algorithmus 8 : Ermitteln der Anzahl der in annehmbarer Zeit behandelten Patienten.

Der Algorithmus 8 gibt die Anzahl der Patienten zurück, die nach unserer De�nition in
annehmbarer Zeit, das heiÿt mit einer Wartezeit kürzer gleich dem gegebenen Zeitraum TFI
statt�nden können. Hat man die Anzahl gegeben, so kann das Robustheitsmaÿ de�niert
werden als

R(L, s) =
nFit
|P (s)|

,(4.2.1)

wobei P (s) die Menge der Notfallpatienten des Szenarios s bezeichnet.

Ist TFI = 0, so wird geprüft, ob jede Behandlung eines Patienten aus dem Szenario zum
frühestmöglichen Zeitpunkt statt�nden kann. Für den Fall dass jeder Notfallpatient nur
eine Behandlung besitzt, kann dieser Fall als eine Absicherung gegen zufällige Ressourcen-
ausfälle interpretiert werden.

Als zweites mögliches Robustheitsmaÿ betrachten wir das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ.
Beim Schedule-Into-Robustheitsmaÿ wird eine Funktion betrachtet, mit der die Wartezei-
ten der Patienten gewichtet werden. Die gewichteten Wartezeiten dienen dem Schedule-
Into-Robustheitsmaÿ als Grundlage zur Bewertung eines Schedules.

Schedule-Into-Robustheitsmaÿ

Bei dem Schedule-Into-Robustheitsmaÿ ist die Dauer der Wartezeiten der Patienten grund-
legend für das Robustheitsmaÿ. Je gröÿer die Wartezeit eines Patienten ist, desto negativer
wirkt sich dies auf den Robustheitswert aus. Die Dauer der Wartezeit eines Patienten wird
mittels einer monoton steigenden Funktion

ω : R≥0 −→ R≥0, ω(0) = (0)
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gewichtet. Wird ω = id gewählt, so �ieÿen die Wartezeiten entsprechend ihrer Dauer
in das Robustheitsmaÿ ein. Die Funktion ω ermöglicht es, Wartezeiten mit zunehmender
Dauer überproportional im Robustheitsmaÿ zu berücksichtigen. Mittels stückweise stetiger
Funktionen, können verschiedene Levels für die Berücksichtigung von Wartezeiten de�niert
werden. Der Bereich, der möglichen Dauer von Wartezeiten, wird in Intervalle eingeteilt,
wobei jeder Dauer eines Intervalls von ω derselbe Wert zugeordnet wird. Die Wartezeit eines
Patienten �ieÿt entsprechend dem Wert zu dem Intervall, in dem die Dauer der Wartezeit
liegt, in das Robustheitsmaÿ ein.

Für das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ nehmen wir an, dass die Behandlungen eines Not-
fallpatienten auch auÿerhalb der Ö�nungszeiten einer Ressource statt�nden können. Rei-
chen die Freiräume auf den Ressourcen nicht aus, um sämtliche Behandlungen der Notfall-
patienten in den Freiräumen durchzuführen, so können die Behandlungen auch noch nach
dem Ende der Ö�nungszeiten statt�nden. Wurde jeder Behandlung eine zulässige Start-
zeit innerhalb der Freiräume oder nach Ende der Ö�nungszeiten zugeordnet, so kann für
jeden Patienten die zugehörige Wartezeit berechnet werden. Bestimmt man die Summe der
gewichteten Wartezeiten und normiert diese auf das Intervall [0, 1], so gelangt man zum
Schedule-Into-Robustheitsmaÿ.

Beim Schedule-Into-Robustheitsmaÿ wird die Summe der gewichteten Wartezeiten mittels
der maximalen Summe der gewichteten Wartezeiten normiert.

Um die maximale Summe der gewichteten Wartezeiten zu ermitteln, müssen wir berechnen,
wie groÿ die gewichtete Summe der Wartezeiten maximal werden kann. Dazu nehmen wir
an, dass alle Behandlungen der Notfallpatienten nach Ende der Ö�nungszeiten statt�nden
müssen und berechnen für diesen Fall die Summe der gewichteten Ö�nungszeiten.

Ist ein Szenario s gegeben, so sortieren wir die Notfallpatienten aufsteigend nach ihren
Ankunftszeitpunkten. Ohne Einschränkung seien P ∗ = (p∗1, . . . , p

∗
n∗) die Notfallpatienten

aus Szenario s aufsteigend sortiert nach ihrem Ankunftszeitpunkt. Sei F eine Menge mit
Freiräumen, die Freiräume entsprechend den Zeiträumen auÿerhalb der Ö�nungszeiten der
Ressourcen bis zu dem Datum enthält, an dem das Auftreten von Notfallpatienten nicht
mehr betrachtet wird. Dann kann die maximale Summe der gewichteten WartezeitenWmax

gew

mittels Algorithmus 9 berechnet werden.

Data : P ∗, F , ω.
Result : Summe der gewichteten Wartezeit Wmax

gew .
Wmax
gew = 0.

for i = 1, . . . , n∗ do
for j = 1, . . . , qi do

Ermittle die frühestmögliche Startzeit für b∗ij in F ;
Reduziere F um den Zeitraum, zu dem die Behandlung b∗ij
statt�ndet.

end
Ermittle die gewichtete Wartezeit ω(W (p∗i ));
Wmax
gew + = ω(W (p∗i ));

end
Algorithmus 9 : Ermitteln der maximalen Summe der gewichteten Wartezeit.

Sei F (S) die Menge der Freiräume im Schedule S. Fügen wir F (S) Freiräume, die dem
Zeitraum zwischen Ende der Ö�nungszeiten eines Tages und Beginn der Ö�nungszeiten
des darau�olgenden Tages entsprechen, bis zu dem Tag hinzu, an dem das Auftreten von
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Notfallpatienten nicht mehr betrachtet wird, dann kann mittels des Algorithmus 10 die
Summe der gewichteten Wartezeiten aller Patienten bestimmt werden.

Data : P ∗, F (S), ω.
Result : Gewichtete Wartezeit Wgew.
Wgew = 0.
F = F (S);
for i = 1, . . . , n∗ do

for j = 1, . . . , qi do
Setze Startzeit für b∗ij;
Reduziere F um das Zeitintervall [St(b

∗
ij), St(b

∗
ij) + t(b∗ij)].

end
Ermittle die gewichtete Wartezeit ω(W (p∗i ));
Wgew+ = ω(W (p∗i ));

end
Algorithmus 10 : Ermitteln der Summe der gewichteten Wartezeit.

Ist die Summe der gewichteten Wartezeiten und die maximale Summe der gewichteten
Wartezeiten berechnet, so kann der Schedule-Into-Robustheitswert mittels

R(L, s) =
Wmax
gew −Wgew

Wmax
gew

(4.2.2)

bestimmt werden.

Möchten wir die Robuste Lokale Suche auf das Krankenhaus Scheduling Problem anwen-
den, so sind für den Fall einer Robusten Lokalen Suche mit Akzeptor alle wichtigen Ele-
mente geklärt. Möchten wir aber eine Robuste Lokale Suche mit Konvexkombination von
Kosten- und Robustheitswert durchführen, so müssen wir noch einen Richtwert für den
Kostenwert einer Instanz bestimmen, um die beiden Werte gleichwertig zu machen. Einen
möglichen Richtwert möchten wir im folgenden Abschnitt 4.2.3 bestimmen.

4.2.3 Richtwert bezüglich der Kostenfunktion

Für die Robuste Lokale Suche mit Konvexkombination aus Robustheits- und Kostenwert
benötigen wir einen Richtwert für den Kostenwert des Problems, um den Robustheits- und
den Kostenwert gleichwertig zu machen.
Der Richtwert sollte in etwa dem Kostenwert einer Lösung entsprechen, tendenziell aber
eher gröÿer gewählt sein. Daher wollen wir eine obere Schranke für das Krankenhaus Sche-
duling Problem wählen, die wir aufgrund möglicherweise auftretender Notfallpatienten an-
passen.

Obere Schranke für das Krankenhaus Scheduling Problem

Obere Schranken für das Krankenhaus Scheduling Problem können ermittelt werden, indem
ein zulässiger Schedule generiert und der zugehörige Kostenwert des Schedules berechnet
wird.
Um einen zulässigen Schedule in kurzer Zeit zu generieren, wird dieser meist zunächst
mittels Dispatching Rules erstellt. Dispatching Rules stellen einfache Regeln dar, mit de-
ren Hilfe zum Beispiel im Falle des Krankenhaus Scheduling Problems entschieden wer-
den kann, welcher Patient als nächstes bearbeitet oder welcher Behandlung als nächstes
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ein Starttermin zugewiesen werden soll. Eine bekannte Dispatching Rule für Scheduling
Probleme ist die First-In-First-Out-Regel. Sie beschreibt, dass immer einem Job, der am
frühestmöglichen zur Verfügung stand, eine Startzeit zugewiesen werden soll.
In einem zweiten Schritt kann die so ermittelte Lösung verbessert werden.

Ist eine obere Schranke für das Krankenhaus Scheduling Problem gegeben, so kann die
Schranke genutzt werden, um eine obere Schranke für das Krankenhaus Scheduling Problem
unter Unsicherheiten zu erhalten.

Obere Schranke für das Krankenhaus Scheduling Problem unter
Unsicherheiten

Wir nehmen an, dass eine obere Schranke für das Krankenhaus Scheduling Problem ge-
geben ist. Da wir beim Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten in dem
Schedule Freiräume zum Einplanen von Notfallpatienten mittels der Timeslots erzeugen,
möchten wir diese Schranke für das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten
anpassen.
Es ist klar, dass je gröÿer der Ein�uss des Robustheitsmaÿes bei der Robusten Lokalen Su-
che ist, das heiÿt umso gröÿer der Robustheitsfaktor d gewählt wird, desto mehr Freiräume
enthält der resultierende Schedule.
Soll ein Schedule bestmöglich gegen das Auftreten von Notfallpatienten abgesichert sein, so
kann dies dadurch gewährleistet werden, dass der gesamte Zeitraum, in dem Notfallpatien-
ten auftreten beziehungsweise behandelt können, mit angeschalteten Timeslots überdeckt
ist. Möchte man eine obere Schranke für das Krankenhaus Scheduling Problem unter Un-
sicherheiten generieren, so müssen den Behandlungen Startzeiten zugewiesen werden, die
nach dem Zeitpunkt liegen, an dem Behandlungen von Notfallpatienten statt�nden können.

Die so ermittelte obere Schranke kann als Richtwert für die Robuste Lokale Suche mit
Konvexkombination genutzt werden.

Richtwert für den Kostenwert des Krankenhaus Scheduling Problems unter
Unsicherheiten

Als Richtwert für die Robuste Lokale Suche mit Konvexkombination kann die oben vorge-
stellte obere Schranke genutzt werden.

Kann die gesamte Behandlungsdauer der Notfallpatienten abgeschätzt werden, so kann ein
besserer Richtwert für das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten für die
folgenden zwei Fälle bestimmt werden:

• für Schedule-Into-Robustheitsmaÿ.

• für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ für den Fall, dass TFI so gewählt wird, dass Behand-
lungen eines Patienten innerhalb der gesamten Ö�nungszeiten statt�nden können und
der Patient als in zulässiger Zeit behandelt gilt.

Kann die hinzukommende Behandlungsdauer pro Tag für eine Szenarienmenge S durch
TS abgeschätzt werden, das heiÿt, wenn die Gleichung∑

b∈B(s)

t(b) ≤ TS ∀ s ∈ S
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erfüllt ist, so kann ein Schedule mittels Dispatching Rules generiert werden, bei dessen
Erzeugung das Ende der Ö�nungszeiten als um TS vorverlegt betrachtet wird.

Bezieht man den Robustheitsfaktor d mit ein, so kann der Richtwert weiter verbessert wer-
den, in dem ein Schedule generiert wird, bei dessen Erzeugung das Ende der Ö�nungszeiten
als um d · TS vorverlegt betrachtet wird.

Der auf diese Weise ermittelte Richtwert muss keine obere Schranke sein, da durch das
Einfügen von Timeslots mehr Freiraum gescha�en werden kann als die gesamte Behand-
lungsdauer in einem Szenario beträgt. Betrachten wir dazu das folgende Beispiel.

Beispiel 4.2.3. Sei die hinzukommende Behandlungsdauer pro Tag für alle Szenarien s ∈
S aus einer gegebenen Szenarienmenge S durch T beschränkt.
Angenommen, für ein Szenario s ∈ S, sei die Behandlungsdauer aller hinzukommender
Behandlungen b ∈ B(s) durch t(b) = ts und die Anzahl der hinzukommenden Behandlungen
durch k gegeben. Dann gilt

k ≤
⌊
T

ts

⌋
.

Sei weiter die Gröÿe eines Timeslots auf tTS = 2ts − ε, mit ε > 0 sehr klein, festgelegt.
Plant der Algorithmus für jede Behandlung einen angeschalteten Timeslot ein, so kann
annähernd

k ∗ tTS ≤
⌊
T

ts

⌋
∗ (2ts − ε) ≤ 2T

Freiraum am betrachteten Tag entstehen. Da ein angeschalteter Timeslot den Fertigstel-
lungszeitpunkt aller Patienten beein�ussen könnte, kann sich der Kostenwert um bis zu
2nT steigern.

Im nachfolgenden Kapitel 5 möchten wir die Robuste Lokale Suche für das Krankenhaus
Scheduling Problem testen.
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Kapitel 5

Auswertung

In diesem Kapitel 5 möchten wir die von uns entwickelten Ansätze für eine Robuste Lokale
Suche für das Krankenhaus Scheduling Problem testen.

Im ersten Abschnitt 5.1 wird beschrieben, wie Instanzen zum Testen unseres Verfahrens
generiert werden können. Im zweiten Abschnitt legen wir dar, wie zu einer Instanz Szenarien
erzeugt werden können. Im dritten Abschnitt werden die Experimente erläutert, welche wir
zum Testen unserer Verfahren durchführen sowie die zugehörigen Ergebnisse diskutiert.

5.1 Generierung von Instanzen

Um die Robuste Lokale Suche zu testen, benötigen wir geeignete Instanzen. Um eine Instanz
zu generieren, müssen folgende Parameter festgelegt werden:

• Es muss die Anzahl der Patienten n festgelegt werden.

• Es muss die Anzahl der Ressourcen m festgelegt werden.

• Es muss die maximale Anzahl von Behandlungen pro Patient qmax festgelegt werden.

• Es muss festgelegt werden, wie häu�g im Mittel ein Patient ankommen soll λ.

Sind diese Parameter gegeben, so wird eine Instanz wie folgt erzeugt.

Erzeugen von Ressourcen

Für die vorgegebene Anzahl m werden Ressourcen generiert.

Erzeugen von Behandlungstypen

Wurden die Ressourcen generiert, so folgen als nächstes die Behandlungstypen. Ein Be-
handlungstyp ist eine Kombination einer Ressource mit einer Zeitdauer. Ein Behandlungs-
typ soll eine spezielle Behandlung für eine Ressource darstellen. Für ein Röntgengerät
kann das Röntgen eines speziellen Körperteils als ein Behandlungstyp gesehen werden. Es
benötigt weniger Zeit einen Finger zu röntgen als einen Rücken.
Mittels Poissionverteilung wird die Gesamtzahl an Behandlungstypen bestimmt. Der Pa-
rameter der Poissionverteilung ist festgelegt durch die dreifache Anzahl der Ressourcen.
Anschlieÿend werden, mittels einer weiteren Poissionverteilung mit Parameter zehn, für
die ermittelte Anzahl von Behandlungstypen Behandlungsdauern bestimmt. Es werden
dabei nur Behandlungsdauern zugelassen, die gröÿer als null sind. Gibt es mehr als eine
Ressource, so wird zu einer Behandlungsdauer mittels einer Gleichverteilung eine Ressour-
ce ermittelt. Für die gegebene Anzahl von Behandlungstypen wird so zunächst mittels
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Poissionverteilung eine Behandlungsdauer und anschlieÿend mittels Gleichverteilung eine
Ressource bestimmt.

Generieren von Patienten

Wurden die Behandlungstypen erzeugt, so werden als nächstes die Patienten generiert.
Für die gegebene Anzahl von Patienten n werden zunächst die Ankunftszeiten mittels
einer Exponentialverteilung mit dem Parameter 1/λ ermittelt. Der Parameter λ entspricht
der mittleren Dauer zwischen den Ankünften zweier aufeinanderfolgender Notfallpatienten
in Minuten. In der Praxis ist es üblich, Wartezeiten mittels einer Exponentialverteilung zu
simulieren. Die Patienten können nur innerhalb der Ö�nungszeiten auftreten.
Für jeden Patienten wird des Weiteren ein azyklischer Behandlungsgraph erzeugt. Nach-
dem mittels Gleichverteilung über {1, . . . , qmax} die Anzahl der Behandlungen für einen
betrachteten Patienten bestimmt wird, wird ein zufälliger azyklischer gerichteter Graph er-
stellt, der als Knotenmenge die Menge der Behandlungstypen besitzt. Es wird ein Teilgraph
mit der vorgegebenen Anzahl von Behandlungen zufällig ausgewählt. Dieser so ermittelte
Teilgraph wird als Behandlungsgraph des Patienten gewählt. Die Rangfolgebeziehungen
zwischen Behandlungen eines Patienten sind durch seinen Behandlungsgraphen gegeben.

Erzeugung von Instanzen

Sind die Parameter festgelegt, so kann eine Instanz wie oben beschrieben generiert werden.

In dem Namen einer Instanz spiegeln sich die ausgewählten Parameter wider. Eine Instanz
ist durch den Namen

Inst_n=n_q=qmax_m=m_l=λ

gekennzeichnet.

5.2 Szenariengenerierung

Um einen Schedule gegenüber dem Auftreten von Notfallpatienten abzusichern, benötigen
wir für unsere Ansätze einer Robusten Lokalen Suche Szenarien, die das zufällige Auftreten
von Notfallpatienten simulieren. Daher soll in diesem Abschnitt beschrieben werden, wie
solche Szenarien generiert werden können.

Zu einer Instanz soll eine passende Szenarienmenge generiert werden. Dazu müssen folgende
Parameter festgelegt werden:

• die Anzahl der Szenarien |S|.

• eine Dauer λs in Minuten, die angibt, wie häu�g im Mittel eine Behandlung auf einer
Ressource hinzukommen soll.

• ein Endzeitpunkt Tmax, bis wann das Auftreten von Notfallpatienten betrachtet wer-
den soll.

• die maximale Anzahl q∗max von Behandlungen pro Patient.
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Entsprechend der gewünschten Anzahl von Szenarien werden Szenarios generiert. Die Ge-
nerierung eines Szenarios ähnelt der Generierung einer Instanz. Bei dem Erstellen eines
Szenarios wird eine Menge von Patienten generiert. Die Behandlungstypen entsprechen
der in der Instanz gegebenen Behandlungstypen. Ein Unterschied zur Generierung einer
Instanz liegt darin, dass keine feste Anzahl von Patienten geben ist, sondern ein Zeitpunkt,
bis wann Notfallpatienten auftreten können.

Für eine gegeben Instanz ermitteln wir diesen Zeitpunkt Tmax wie folgt:

Ermittlung eines spätesten Zeitpunktes, bis zu dem das Eintre�ens von
Notfallpatienten möglich ist

Wir möchten Szenarien so generieren, dass die auftretenden Notfallpatienten den Ablauf
des ermittelten Schedules stören können. Dazu müssen zum Zeitpunkt des Auftretens ei-
nes Notfallpatienten Behandlungen im Schedule beziehungsweise im Anschluss an diesen
Zeitpunkt statt�nden. Daher ermitteln wir zunächst eine untere Schranke in Bezug auf das
Fertigstellungsdatum der am spätesten statt�ndenden Behandlung. Sei im Folgenden T ∗max
das Fertigstellungsdatum der am spätesten statt�ndenden Behandlung.

Wird die Menge der Patienten betrachtet, so liegt das frühste Fertigstellungsdatum eines
Patienten nicht nach dem Fertigstellungsdatum der am spätesten statt�ndenden Behand-
lung. Es gilt

T ∗max ≥ ς1 = max
pi∈P

{
Arri +

∑
b∈Bi

t(b)

}
.

Darüber hinaus kann das Fertigstellungsdatum der am spätesten statt�ndenden Behand-
lung nicht vor dem Zeitpunkt liegen, an dem eine Ressource bei vollständiger Auslastung
am frühestmöglichen alle Behandlungen abgeschlossen hat. Somit gilt

T ∗max ≥ ς2 = max
rj∈R

Arrmin +
∑

b∈B : R(b)=rj

t(b)

 ,

wobei Arrmin das früheste Ankunftsdatum eines Patienten der betrachteten Instanz be-
zeichnet. Bestimmen wir den späteren der beiden ermittelten Zeitpunkte

T ∗max ≥ max ς1, ς2,

so wählen wir das Ende der Ö�nungszeiten der Ressourcen des Vortages als spätest mög-
liches Ankunftsdatum Tmax der Notfallpatienten.

Durch diese Wahl von Tmax ist garantiert, dass alle Notfallpatienten für das erzeugen eines
robusten Schedules relevant sind.

Erzeugen von Szenarien

Wir möchten Szenarien generieren, die das Auftreten von Notfallpatienten simulieren. Diese
Szenarien sollen aus gegebenen Informationen erstellt werden.

Wir gehen davon aus, dass aus historischen Daten bekannt ist, wann und wie oft eine
Behandlung auf einer Ressource im Schnitt statt�ndet. Es ist aber nicht bekannt, welche
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Behandlungen zu demselben Patienten gehören. Daher erzeugen wir Szenarien, in denen
verschiedene Behandlungen keine Beziehungen aufweisen. Dies bewerkstelligen wir, indem
wir Patient erzeugen, die nur eine Behandlung besitzen.

Für den gegebenen Parameter λs erzeugen wir Patienten, deren Ankunftszeiten mittels
einer Exponentialverteilung mit Parameter

m

λs

bestimmt werden. Dabei ist die Anzahl der Behandlungen eines Patienten auf eins festge-
legt. Für die Behandlung des Patienten wird ein Behandlungstyp mittels Gleichverteilung
über der Menge der aus der Instanz gegebenen Behandlungstypen ausgewählt.

Gegen die auf diese Weise erstellten Szenarien möchten wir einen Schedule im Laufe des
Algorithmus absichern. Da Behandlungen in den Szenarien zueinander in keiner Beziehung
stehen, bezeichnen wir diese Szenarien auch als unkorreliert.

Um zu testen, wie sich der gegen unkorrelierte Szenarien abgesicherte Schedule, bei dem
Auftreten von Notfallpatienten verhält, erzeugen wir eine zweite Menge von Szenarien.
In der zweiten Menge von Szenarien sind in einem Szenario Notfallpatienten gegeben,
die mehrere Behandlungen besitzen. Daher bezeichnen wir diese Szenarienmenge auch als
korrelierte Szenarien.

Die Patienten werden ähnlich zu den Patienten der gegebenen Instanz erzeugt. Die maxi-
male Anzahl von Behandlungen ist durch die maximale Behandlungsanzahl der Patienten
aus der Instanz gegeben und wird mittels einer Gleichverteilung über {1, . . . , qmax} be-
stimmt. Auch können die Patienten während der gesamten Ö�nungszeiten auftreten. Nur
in der Ermittlung der Ankunftszeitpunkte und der Patientengraphen unterscheidet sich die
Erzeugung eines Szenarios.

Damit die Summe der Behandlungen aller Notfallpatienten in etwa der Anzahl der Be-
handlungen aus den unkorrelierten Szenarien entspricht, wird als Parameter für die Expo-
nentialverteilung

m

λs ∗ E[q̃]

gewählt, wobei q̃ ∼ U({1, . . . , qmax}) und U eine diskrete Gleichverteilung auf der gegebe-
nen Menge ist.

Die Patientengraphen sind für die Notfallpatienten nicht nur azyklische Graphen, sondern
sogar linear. Dies sichert eine eindeutige Reihenfolge der Behandlungen für einen Patienten.

Festlegung des Mittleren Ankunftsdatums

In unseren Experimenten werden wir uns auf die Betrachtung von Szenarienmengen be-
schränken, bei denen im Mittel alle 30 Minuten eine Behandlung statt�nden soll. Dement-
sprechend ist λs = 30 gewählt.

Anzahl der Szenarien Für beide Arten von Szenarien erzeugen wir hundert Stück.
Während bei der Absicherung meist nicht alle Szenarien berücksichtigt werden, testen wir
die Robustheit eines ermittelten Schedules anhand der hundert erzeugten Szenarien.
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5.3 Implementierung

Bemerkung 5.2.1. Für eine Schranke Tmax kann die mittlere Anzahl von Notfallpatien-

ten, die im Zeitraum [0, Tmax] auftreten, ermittelt werden als
Topen
λ

, wobei Topen die Ö�-

nungsdauer im Zeitraum ist und λ die mittlere Zahl der Ankünfte von Notfallpatienten
bezeichnet.

Die Ankunftszeitpunkte der Patienten werden mittels einer Exponentialverteilung zum Pa-
rameter 1/λ ermittelt. Dabei sei der Zeitpunkt, zu dem der erste Patient eintritt, gegeben
durch X1, der Zeitpunkt, an dem der zweite Patient eintritt, gegeben durch X1 + X2 und
so weiter, wobei Xi ∼ exp(1/λ) und die Xi stochastisch unabhängig sind. Wir de�nieren
Si =

∑i
k=1Xi als den Zeitpunkt, an dem der i-te Patient eintri�t. Um zu bestimmen, wie

viele Patienten im Mittel bis zum Zeitpunkt Tmax eintreten, betrachten wir die Zufallsva-
riable

N(Topen) :=
∞∑
l=1

1(Sl ≤ Topen), t ≥ 0.

Die Zufallsvariable N(Topen) repräsentiert die zufällige Anzahl von Patienten, die bis ein-
schlieÿlich zum Zeitpunkt Topen aufgetreten sind.
Wir möchten den Erwartungswert von N(Topen) bestimmen. Für den Erwartungswert gilt

EN(Topen) =
∞∑
k=1

P (N(Topen) ≥ k)
Def N

=
∞∑
k=1

P (Sk ≤ Topen).

Da Xi ∼ exp(1/λ) ∼ Γ(1, 1/λ) ist, gilt mit den Faltungseigenschaften der Gammaverteilung
für n ∈ N, dass Sn ∼ Γ(n, 1/λ) ist. Die Verteilungsfunktion von Sn ist somit gegeben durch

F Sn(x) = 1− exp
−x
λ

n−1∑
j=0

(x
λ

)j
j!

, x > 0

und für Topen > 0 gilt

EN(Topen) =
∞∑
k=1

∫ Topen

0

1/λk

(k − 1)!
xk−1 exp

−x
λ
dx

Fubini
=

∫ Topen

0

1

λ
exp
−x
λ

∞∑
k=1

(x
λ

)k−1

(k − 1)!︸ ︷︷ ︸
exp

(x
λ

)
dx =

Topen
λ

.

5.3 Implementierung

Wir haben unsere Ansätze in Java implementiert. Für die Robuste Lokale Suche benut-
zen wir das Framework Optaplanner [24]. Optaplanner ist ein einbettbares Programm, das
Planungsprobleme optimiert. Das Programm soll Java-Programmierern helfen, Constraint
Satisfaction Probleme e�zient zu lösen, indem es Optimierungsheuristiken und Metaheu-
ristiken mit einer sehr e�zienten Score-Berechnung kombiniert.
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5.4 Experimente

In diesem Abschnitt möchten wir die vorgestellten Ansätze einer Robusten Lokalen Suche
für das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten testen und vergleichen. Als
erstes wird ermittelt, welche Kosten- und Robustheitswerte für eine Robuste Lokale Suche
mit Akzeptor für die beiden Robustheitsmaÿe erreicht werden. Im Anschluss verfahren wir
für die Robuste Lokale Suche mit Konvexkombination analog. Daran anschlieÿend werden
wir die Ergebnisse der beiden Ansätze vergleichen.

Um unseren Algorithmus geeignet testen zu können, müssen geeignete Werte für die Grö-
ÿe der Tabuliste und die Gröÿe der Timeslots ermittelt werden. Des Weiteren muss ein
Abbruchkriterium festgelegt werden.

Ermitteln einer geeigneten Länge der Tabuliste

Die Länge der Tabuliste hat groÿe Auswirkungen auf den Lokalen Such Algorithmus. Die
falsche Wahl der Länge der Tabuliste kann bewirken, dass ein Algorithmus ine�zient ist.

In �Design and Evaluation of Tabu Search Algorithms for Multiprocessor Scheduling� [53]
gibt Thesen einen Überblick über bestehende Ansätze für die geeignete Wahl der Länge
einer Tabuliste für Tabu Search Algorithmen für Scheduling Probleme. Werden Undo-
Moves auf der Tabuliste gespeichert, so ist nach Glover [30] sieben ein geeigneter Wert
für die Länge der Tabuliste. Anderson et al. [6] beschreiben, dass beim Betrachten von
Undo-Moves eine Länge der Tabuliste zwischen sieben und fünfzehn für Path Assignment
Probleme gut funktioniert. Løkketangen [38] beschreibt einen Fall, in dem der e�zienteste
Algorithmus mehr als 200 Lösungen in der Tabuliste beinhaltet. Morton und Pentico [41]
sind der Meinung, dass es für Scheduling Probleme am besten ist, alle Lösungen in die
Tabuliste aufzunehmen. Neben festen Werten für die Länge einer Tabuliste, kann diese
auch im Laufe eines Algorithmus variiert werden. Taillard [52] verwendet erfolgreich eine
Tabuliste, deren Länge zu bestimmten Zeitpunkten zufällig geändert wird.

Es gibt keine allgemeine Regel zur Festlegung der Länge der Tabuliste, da sie anscheinend
vom betrachteten Problem selbst und dem verwendeten Algorithmus abhängt.

Wir orientieren uns für die Ermittlung einer geeigneten Tabulänge an den oben vorge-
schlagenen Werten. Wir möchten Undo-Moves auf der Tabuliste speichern. Daher könnte
die Wahl zwischen sieben und fünfzehn geeignet sein. Da das Krankenhaus Scheduling
Problem von einem Scheduling Problem vor allem aufgrund des Einfügens von Timeslots
abweicht und dadurch die Kardinalität einer Nachbarschaft vergröÿert wird, testen wir zu-
dem gröÿere Werte für die Länge der Tabuliste. Wir möchten die Gröÿen einer Tabuliste
entsprechend der Tabelle 5.1 testen.

Parameter Werte

LTabu {7, 10, 15, 25, 50, 100}

Tabelle 5.1: Werte für die Länge der Tabuliste.
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Ermitteln einer geeigneten Gröÿe der Timeslots

Wir nehmen an, dass sich die Qualität einer Lösung mit Variation der Gröÿe der Time-
slots verändert. Wählt man die Gröÿe der Timeslots klein, so können Freiräume präziser
geplant werden. Allerdings nimmt die Kardinalität einer Nachbarschaft mit Minimierung
der Gröÿe der Timeslots zu. Somit wird für das Durchsuchen einer Nachbarschaft mehr Zeit
benötigt. Daher möchten wir testen, wie sich eine ermittelte Lösung und die benötigte Zeit
bei Variation der Gröÿe der Timeslots verändert. Dazu betrachten wir die Ausprägungen
entsprechend Tabelle 5.2.

Parameter Werte

TTS {5, 10, 20, 30}

Tabelle 5.2: Werte für die Gröÿe der Timeslots in Minuten.

Festlegen eines Abbruchkriteriums

Bevor wir unseren Algorithmus testen können, müssen wir ein Abbruchkriterium bestim-
men.

In der Literatur sind verschiedene Abbruchkriterien bei Lokaler Suche für das Job Shop
Scheduling Problem vertreten. In Mati et al. [39] wird ein Zeitlimit von 18 Sekunden
betrachtet. In dieser Zeit sind bei dem betrachteten Algorithmus bis zu zwei Millionen
Auswertungen möglich. Bei dem Ansatz von Armentano und Scrich [7] wird für einen Tabu
Search Algorithmus die maximal erlaubte Anzahl von Iterationen auf 250 beschränkt. Auch
eine Kombination verschiedener Abbruchkriterien ist denkbar. Bei Pezzella und Merelli [44]
stoppt der Tabu Search Algorithmus, wenn eine untere Schranke oder die maximal erlaubte
Anzahl von Iterationen erreicht wurde. Die maximal erlaubte Anzahl von Iterationen ist
auf 100n begrenzt, wobei n ∈ [10, 30] die Anzahl der Jobs bezeichnet.

Wir verwenden zwei verschiedene Abbruchkriterien. Diese variieren je nach Testfall. Be-
trachtet man zum Beispiel verschiedene Timeslotgröÿen, so legen wir eine maximale Anzahl
Iterationen fest. In anderen Tests verwenden wir ein Zeitlimit von zehn Minuten.

Da die Untersuchung unserer Ansätze viel Zeit benötigt, führen wir unsere Untersuchungen
an einer Instanz Inst_n=100_q=5_m=3_l=10 durch.

In den nachfolgenden Tests beschränken wir uns darauf, im Fit-Into-Robustheitsmaÿ den
Wert TFI entsprechend einer Dauer von acht Stunden zu setzen, wobei die Dauer der
Ö�nungszeiten jeder Ressource pro Wochentag acht Stunden beträgt. Werden die Behand-
lungen eines Notfallpatienten innerhalb der Ö�nungszeiten am Tag seiner Ankunft einge-
plant, so gilt der Patient somit als in annehmbarer Zeit behandelt. Für das Schedule-Into-
Robustheitsmaÿ betrachten wir ausschlieÿlich den Fall, dass die Wartezeiten entsprechend
ihrer Dauer im Maÿ berücksichtigt werden.

Im nachfolgenden Abschnitt betrachten wir die Tests für eine Robuste Lokale Suche mit
Akzeptor. Wir sichern die Lösungen zunächst in jeder Iteration gegen ein festes Szenario
mit λs = 30 ab.
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5.4.1 Robuste Lokale Suche mit Akzeptor

Bei der Robusten Lokalen Suche mit Akzeptor möchten wir einen Schedule erzeugen, der
eine gegebene Robustheitsschranke erfüllt. Um den Algorithmus nach Möglichkeit von einer
vom Akzeptor akzeptierten Startlösung zu beginnen, benutzen wir den oben vorgestellten
Startalgorithmus, modi�zieren die Ö�nungszeiten aber so, dass der Algorithmus nur in den
ersten 100− a Prozent eines Tages Behandlungen einplanen darf. In den letzten a Prozent
des Tages werden die Timeslots angeschaltet. Unter der Voraussetzung, dass die maximale
Dauer hinzukommender Behandlungen höchstens gleich der Dauer der Ö�nungszeiten eines
Tages ist und die Notfallpatienten gleichmäÿig über den Tag verteilt auftreten, sollte auf
diese Weise in den meisten Fällen der Robustheitswert einer Startlösung gröÿer gleich der
Robustheitsschranke sein.

Ermittlung einer geeigneten Tabulänge

Um eine geeignete Tabulänge zu ermitteln, möchten wir die Instanz für den mittleren Wert
einer Robustheitsschranke von a = 50 bei einer Gröÿe der Timeslots von 20 Minuten testen.
Für die betrachtete Instanz erzielen wir bei zehn Durchläufen die in Tabelle 5.3 und Tabelle
5.4 dargestellten Kostenwerte für eine Laufzeit von zehn Minuten pro Durchlauf.

LTabu 7 10 15 25 50 100

Durchlauf 1 243530 247203 245557 246727 247292 247307
Durchlauf 2 244875 248681 244878 237091 246156 246819
Durchlauf 3 248679 246488 246617 246511 246494 245360
Durchlauf 4 243156 244171 245461 246469 247341 242388
Durchlauf 5 243778 243196 245461 246511 246156 244799
Durchlauf 6 247119 244078 245598 244084 246156 247307
Durchlauf 7 244875 247342 246617 247567 247343 246819
Durchlauf 8 243156 243196 245557 237091 247341 247307
Durchlauf 9 247119 244078 246479 247307 246156 244799
Durchlauf 10 245452 247322 246833 246469 243902 244870

Mittelwert 245173.9 245575.5 245905.8 244582.7 246433.7 245777.5

Tabelle 5.3: Kostenwerte bei möglichen Tabulängen für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ.

In Tabelle 5.3 sind die Kostenwerte für zehn Durchläufe sowie deren Mittelwerte dargestellt.
Der beste Kostenwert wurde für eine Länge der Tabuliste von 25 erzielt. In diesem Fall ist
auch der Mittelwert am geringsten. Allerdings lässt sich kein klarer Trend erkennen. Die
Länge der Tabuliste von 15 und 50 liefern die beiden schlechtesten Mittelwerte, wohingegen
im Vergleich zu diesen die Mittelwerte für eine Länge der Tabuliste von 7 oder 100 bessere
Werte darstellen.
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LTabu 7 10 15 25 50 100

Durchlauf 1 155716 219750 210242 194423 220938 214707
Durchlauf 2 214602 201019 212874 205895 212880 216194
Durchlauf 3 212440 206579 213771 206715 192611 220254
Durchlauf 4 183264 168457 211218 207014 192611 214707
Durchlauf 5 209308 212931 211218 207014 192611 157837
Durchlauf 6 223468 203812 211218 221263 192611 214707
Durchlauf 7 205810 210962 200301 212832 192611 191069
Durchlauf 8 214602 214593 194595 212832 220249 157837
Durchlauf 9 184671 201019 205549 207014 221805 220254
Durchlauf 10 214602 206579 214728 205895 192611 212352

Mittelwert 201848.3 204570.1 208571.4 208089.7 203153.8 201991.8

Tabelle 5.4: Kostenwerte für mögliche Tabulängen bei Betrachtung des Schedule-Into-
Robustheitsmaÿes.

In Tabelle 5.4 sind die Kostenwerte für die zehn Durchläufe und ihre Mittelwerte für das
Schedule-Into-Robustheitsmaÿ gegeben. Auch hier kann kein eindeutiger Trend in Bezug
auf die Mittelwerte festgelegt werden. Die Mittelwerte für eine Länge der Tabuliste von 7
und 100 sind die besten erzielten Mittelwerte, wohingegen für die Länge der Tabuliste 15
der schlechteste Wert erzielt wurde.

Sowohl bei dem Fit-Into-Robustheitsmaÿ als auch dem Schedule-Into-Robustheitsmaÿ lässt
sich kein klarer Trend erkennen, welche Gröÿe für die Länge der Tabuliste am besten
geeignet ist. Während beim Fit-Into-Robustheitsmaÿ die mittleren Kostenwerte nur gering
voneinander abweichen, werden beim Schedule-Into-Robustheitsmaÿ die besten mittleren
Kostenwerte für eine Timeslotgröÿe von 7 beziehungsweise 100 erreicht.

Da sich mit den ermittelten Werten nicht feststellen lässt, welche Tabulänge für unseren
Algorithmus am besten geeignet ist, beim Fit-Into-Robustheitswert der beste Mittelwert
für die Tabulänge 25 und für das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ die Tabulänge 100 einen
guten Mittelwert geliefert hat, werden wir im Folgenden 50 als Länge der Tabuliste wählen.

Ermitteln einer geeigneten Timeslotgröÿe

Um eine geeignete Timeslotgröÿe zu ermitteln, testen wir die Werte entsprechend der Ta-
belle 5.2 für eine festgelegte Anzahl von 2000 Iterationen. Wir vergleichen im Anschluss,
wie viel Zeit der Algorithmus für die betrachteten Timeslotgröÿen bei 2000 Iterationen
benötigt hat. Auÿerdem betrachten wir den besten ermittelten Kostenwert und die Anzahl
der benötigten Iterationen, bis die beste Lösung gefunden wurde. Erneut testen wir den
Algorithmus mit einer Robustheitsschranke a = 50 und führen zehn Durchläufe aus.

Für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ ist der Zusammenhang des erzielten Kostenwertes in
Abhängigkeit von der Gröÿe der Timeslots in Abbildung 5.1 dargestellt.
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Abbildung 5.1: Bester Kostenwert bei gegebener Timeslotgröÿe für 2000 Iterationen.

In Abbildung 5.1 ist zu erkennen, dass im Schnitt bei einer Timeslotgröÿe von 10 die besten
Kostenwerte erreicht werden. Bei einer Timeslotgröÿe von 20 unterliegt der Kostenwert den
geringsten Schwankungen.

Die nachfolgende Abbildung 5.2 zeigt, wie viele Iterationen benötigt wurden, um im Falle
des Fit-Into-Robustheitsmaÿes bis zur besten ermittelten Lösung zu gelangen.
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Abbildung 5.2: Anzahl benötigter Iterationen bis zur besten gefundenen Lösung bei ma-
ximal 2000 Iterationen.

In Abbildung 5.2 ist veranschaulicht, dass für eine kleinere Gröÿe der Timeslots mehr
Iterationen benötigt werden, um zu der besten ermittelten Lösung zu gelangen. Es ist zu
erkennen, dass für die Timeslotgröÿen 5 und 10 nahezu immer in den letzten Iterationen
noch eine verbessernde Lösung gefunden wurde. Möchte man die Timeslotgröÿe 5 oder 10
betrachten, so sollte eine höhere Anzahl von Iterationen gewählt werden.
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Für das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ liefern die Tests ähnliche Ergebnisse.

In Abbildung 5.3 ist der Zusammenhang zwischen erzieltem Kostenwert und Gröÿe der
Timeslots für das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ dargestellt.
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Abbildung 5.3: Bester Kostenwert bei gegebener Timeslotgröÿe für 2000 Iterationen.

Anhand der Abbildung 5.3 sieht man, dass beim Schedule-Into-Robustheitsmaÿ für eine
Timeslotgröÿe von 10 im Schnitt die besten Kostenwerte erreicht wurden. Betrachtet man
die nachfolgende Abbildung 5.2, die die Anzahl der benötigten Iteration bis zur besten
ermittelten Lösung dargestellt, so hätte auch in diesem Fall die Anzahl der Iterationen im
Fall einer Timeslotgröÿe von 5 oder 10 gröÿer sein dürfen, da dies die Kostenwerte weiter
verbessern könnte.
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Abbildung 5.4: Anzahl benötigter Iterationen bis zur besten gefundenen Lösung bei ma-
ximal 2000 Iterationen.
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Aus den obigen Abbildungen geht hervor, dass mit einer kleineren Gröÿe der Timeslots
eventuell bessere Lösungen gefunden werden können, dazu allerdings mehr Iterationen
benötigt werden.

Da bei kleineren Werten für die Gröÿe der Timeslots die Kardinalität einer Nachbarschaft
einer Lösung wächst, möchten wir in unsere Entscheidung mit einbeziehen, wie viel Zeit der
Algorithmus bei gegebener Timeslotgröÿe für 2000 Iterationen benötigt. Die ermittelten
Werte sind in Tabelle 5.5 dargestellt.

TTS Anzahl Timeslots Benötigte Zeit für 2000
pro Tag Steps in Minuten

5 96 22.0832
10 32 12.4479
20 24 8.2043
30 16 6.8467

Tabelle 5.5: Benötigte Zeit für 2000 Steps bei Variation der Gröÿe der Timeslots.

Die Tabelle 5.5 zeigt, dass mit kleiner werdender Gröÿe der Timeslots die Zeit für das
Durchsuchen einer Nachbarschaft steigt.

Da für die Timeslotgröÿe 20 annähernd so gute Kostenwerte wie bei einer Timeslotgröÿe
von 10 Minuten erzielt wurden, der Algorithmus in diesem Fall aber deutlich weniger
Iterationen benötigt und innerhalb von zehn Minuten zu der besten gefundenen Lösung
gelangt, wählen wir im Folgenden 20 Minuten für die Gröÿe der Timeslots.

Nachdem wir nun eine Gröÿe für die Tabuliste und die Timeslots festgelegt haben, möchten
wir ermitteln, wie sich das Verhältnis von Robustheits- und Kostenwert bei Variation der
Robustheitsschranke verändert.

Zusammenhang von Robustheitsschranke und Kostenwert

Um zu ermitteln, wie sich das Verhältnis von Robustheits- und Kostenwert bei Variation
der Robustheitsschranke verändert, betrachten wir die in Tabelle 5.6 gegebenen Werte für
die Robustheitsschranke.

Parameter Werte

a {0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}

Tabelle 5.6: Werte für die Robustheitsschranke.
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Wir testen den Algorithmus für eine Timeslotgröÿe von 20 Minuten bei einem Zeitlimit
von 10 Minuten und führen zehn Durchläufe durch.

In Abbildung 5.5 und Abbildung 5.6 ist der erzielte Kostenwert in Abhängigkeit von der
Robustheitsschranke einmal für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ und einmal für das Schedule-
Into-Robustheitsmaÿ dargestellt.
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Abbildung 5.5: Zusammenhang zwischen Kostenwert und Robustheitsschranke für das
Fit-Into-Robustheitsmaÿ.
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Abbildung 5.6: Zusammenhang zwischen Kostenwert und Robustheitsschranke für das
Schedule-Into-Robustheitsmaÿ.

In den Abbildungen ist zu erkennen, dass der Kostenwert mit gröÿer werdender Robust-
heitsschranke steigt. Dieses entspricht unseren Erwartungen. Je besser eine Lösung gegen
das Auftreten von Notfallpatienten abgesichert ist, desto schlechter wird der Kostenwert.
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Für das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ sind die Kostenwerte bei hoher Robustheitsschran-
ke deutlich schlechter als für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ. Dies liegt daran, dass beim
Schedule-Into-Robustheitsmaÿ eine Lösung zu hundert Prozent robust ist, wenn kein Pa-
tient auf den Beginn einer Behandlung warten muss. Beim Fit-Into-Robustheitsmaÿ gilt
eine Lösung hingegen bereits als hundert Prozent robust, wenn alle Behandlungen eines
Patienten im Laufe der Ö�nungszeiten seines Ankunftstages statt�nden können. In diesem
Fall darf der Patient zwischen zwei Behandlungen warten, insofern er bis zum Ende der
Ö�nungszeiten alle Behandlungen erhalten hat.

Im Laufe des Algorithmus wird ein Schedule mit Hilfe eines unkorrelierten Szenarios abge-
sichert. Wir möchten nun testen, wie robust ein Schedule, der zu einer gegebenen Robust-
heitsschranke ermittelt wurde, in Bezug auf korrelierte Szenarien ist. Für die verschiedenen
Robustheitsschranken testen wir einen ermittelten Schedule gegen 100 korrelierte Szenari-
en. Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.7 und Abbildung 5.8 dargestellt.
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Abbildung 5.7: Zusammenhang zwischen Robustheitsschranke und -wert für das Fit-
Into-Robustheitsmaÿ.

Die Abbildung 5.7 zeigt, welche Robustheitswerte für einen Schedule, der zu einer ge-
gebenen Robustheitsschranke ermittelt wurde, für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ für die
betrachtete korrelierte Szenarienmenge erzielt wurden.

In Abbildung 5.8 ist dieselbe Beziehung für das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ dargestellt.

72



5.4 Experimente

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  20  40  60  80  100

R
o
b
u
st

h
e
it

sw
e
rt

Robustheitsschranke

ScheduleInto

Abbildung 5.8: Zusammenhang zwischen Robustheitsschranke und -wert für das
Schedule-Into-Robustheitsmaÿ.

In Abbildung 5.7 und Abbildung 5.8 ist zu erkennen, dass die Robustheit des Schedules
für eine gröÿere Robustheitsschranke zunimmt. Allerdings liegen die ermittelten Robust-
heitswerte deutlich unter der Robustheitsschranke, die beim Testen gegen unkorrelierte
Szenarien erzielt wurden. Durch die Beziehungen der Behandlungen in den korrelierten
Szenarien ist es schwieriger diese in die Freiräume eines Schedules einzuplanen.

Price of Robustness

Für die Robuste Lokale Suche mit Akzeptor haben wir in Abschnitt 3.2.1 den Price of
Robustness de�niert. Daher möchten wir diesen im Folgenden für die Mittelwerte der Ko-
stenwerte aus dem obigen Test bestimmen.

FitInto ScheduleInto
Robustheits- Mittelwert Price of Mittelwert Price of
faktor Robustness Robustness

0 100842 0 100194 0
10 107278 6.38 102890 2.69
20 106594 5.7 126184 25.94
30 122829 21.8 118634 18.4
40 178501 77.01 169191 68.86
50 246300 144.24 208579 108.18
60 283557 181.19 256609 156.11
70 350560 247.63 321413 220.79
80 480882 376.87 541194 440.14
90 563968 459.56 905889 804.13
100 673412 567.79 1248270 1145.85

Tabelle 5.7: Price of Robustness gemessen an den Mittelwerten.
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In Tabelle 5.7 ist der Price of Robustness für die beiden Robustheitsmaÿe in Bezug zur
Robustheitsschranke angegeben. Mit zunehmender Robustheitsschranke, ab einem Wert
von 40, steigt der Wert des Price of Robustness an.

5.4.2 Robuste Lokale Suche mit Konvexkombination

Um die Vergleichbarkeit der Ergebnisse von Robuster Lokaler Suche mit Akzeptor und mit
Konvexkombination zu gewährleisten, beginnen wir die Robuste Lokale Suche mit derselben
Startlösung wie die Robuste Lokale Suche mit Akzeptor.

Um die Robuste Lokale Suche mit Konvexkombination anwenden zu können, benötigen wir
einen Richtwert. Für unsere Tests ermitteln wird den Richtwert ähnlich zur Startlösung.
Wir bestimmen eine Lösung, in der wir die letzten d Prozent der Ö�nungszeiten eines
Arbeitstages frei lassen, und wählen deren Kostenwert als Richtwert. Allerdings weisen
wir bei der Ermittlung der Startzeiten immer einer Behandlung eine Startzeit zu, die zum
aktuellen Stand der Zuweisung am frühestmöglichen statt�nden kann.

Um die Robuste Lokale Suche geeignet testen zu können, testen wir den Algorithmus für
unterschiedliche Tabulängen.

Ermittlung einer geeigneten Tabulänge

Wir testen die betrachtete Instanz für eine Robustheitsschranke von d = 50 und ein Zeit-
limit von 10 Minuten für eine Timeslotgröÿe von 20 Minuten. Die Kostenwerte der kombi-
nierten Zielfunktion sind für zehn Durchläufe sowie deren Mittelwerte in der nachfolgenden
Tabellen 5.8 und 5.9 angegeben.

LTabu 7 10 15 25 50 100

Durchlauf 1 313021 308569 305032 310868 317561 319323
Durchlauf 2 313029 285338 292383 291613 303772 294704
Durchlauf 3 313543 289507 289342 307474 308349 319793
Durchlauf 4 312297 306539 308695 307805 312051 307125
Durchlauf 5 318928 337008 308965 282254 304998 281011
Durchlauf 6 315328 304135 308947 337050 284949 278301
Durchlauf 7 318139 304727 313027 305163 278552 278658
Durchlauf 8 289259 305694 303817 325783 315728 303471
Durchlauf 9 312115 336580 319086 336057 330362 325540
Durchlauf 10 342139 319782 334218 306151 330085 307051

Mittelwert 3147798 3097879 3083512 3110218 3086407 3014977

Tabelle 5.8: Kostenwerte bei mögliche Tabulängen für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ.

Für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ wird der beste Mittelwert im Fall einer Tabulänge von
100 erzielt. Der beste erreichte Kostenwert unter allen ermittelten Kostenwerten wurde bei
einer Tabuliste der Länge 25 erreicht.
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LTabu 7 10 15 25 50 100

Durchlauf 1 323160 311804 319000 454556 309826 331228
Durchlauf 2 290702 348355 346187 298344 322108 329520
Durchlauf 3 323575 317348 345649 348298 296423 319952
Durchlauf 4 322475 319881 337762 292491 330530 329756
Durchlauf 5 340668 303238 300998 337543 330183 345856
Durchlauf 6 322921 279182 297786 279133 330930 309894
Durchlauf 7 341022 333027 329565 321941 272624 344329
Durchlauf 8 331795 297377 373328 361995 306879 378067
Durchlauf 9 322882 335425 343562 362095 328458 300364
Durchlauf 10 332204 340688 284820 346798 318720 295804

Mittelwert 3251404 3186325 3278657 3403194 3146681 3284770

Tabelle 5.9: Kostenwerte bei mögliche Tabulängen bei Betrachtung des Schedule-Into-
Robustheitsmaÿes.

Bei Betrachtung des Schedule-Into-Robustheitsmaÿes wurden sowohl der beste Mittelwert
als auch der beste Kostenwert bei einer Tabulänge von 50 erreicht.

Sowohl bei dem Fit-Into-Robustheitsmaÿ als auch bei dem Schedule-Into-Robustheitsmaÿ
lässt sich kein klarer Trend erkennen. Die Mittelwerte schwanken mit gröÿer werdender
Länge der Tabuliste. Daher lässt sich mit den ermittelten Werten nicht feststellen, welche
Tabulänge für unseren Algorithmus am besten geeignet ist. Anhand der ermittelten Werte
entscheiden wir uns im Folgenden für eine Tabuliste, die 50 Undo-Moves beinhaltet.

Ermitteln einer geeigneten Timeslotgröÿe

Da wir die Ergebnisse der Robusten Lokalen Suche mit Konvexkombination im Anschluss
an diesen Abschnitt mit der Robusten Lokalen Suche mit Akzeptor vergleichen möchten,
wählen wir die Gröÿe der Timeslots äquivalent zu unseren Untersuchungen im Fall der
Robusten Lokalen Suche mit Akzeptor. Daher betrachten wir im Folgenden Timeslots mit
einer Dauer von 20 Minuten.

Nachdem wir eine Gröÿe für die Tabuliste und die Timeslots festgelegt haben, möchten
wir ermitteln, wie sich das Verhältnis von Robustheits- und Kostenwert bei Variation des
Robustheitsfaktors verändert.

Zusammenhang von Robustheitsfaktor und Kostenwert

Um zu ermitteln, wie sich das Verhältnis von Robustheits- und Kostenwert bei Variation
des Robustheitsfaktors verändert, betrachten wir die in Tabelle 5.10 gegebenen Werte für
die Robustheitsschranke.

Parameter Werte

d {0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}

Tabelle 5.10: Werte für den Robustheitsfaktor.
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Wir testen die Robustheitsfaktoren entsprechend der Tabelle 5.10 für die betrachtete In-
stanz bei einem Zeitlimit von zehn Minuten und führen zehn Durchläufe aus.

Die kombinierte Kostenfunktion, anhand der gemessen wird, wie gut eine Lösung ist, setzt
sich aus einer Kombination von Robustheitswert und Kostenwert der Lösung zusammen.
Daher betrachten wir, wie sich zum einen der Kostenwert und zum anderen der Robust-
heitswert bei Variation des Robustheitsfaktors verändert.

In Abbildung 5.9 und Abbildung 5.10 ist der Zusammenhang zwischen Robustheitsfaktor
und Kostenwert graphisch dargestellt.
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Abbildung 5.9: Zusammnehang von Robustheitsfaktor und Kostenwert einer Lösung für
das Fit-Into-Robustheitsmaÿ.
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Abbildung 5.10: Zusammenhang von Robustheitsfaktor und Kostenwert für das
Schedule-Into-Robustheitsmaÿ.
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Die Abbildungen 5.9 und 5.10 veranschaulichen, dass der Kostenwert, entsprechend un-
serer Erwartungen, bei steigendem Robustheitsfaktor zunimmt. Ähnlich verhält sich der
Robustheitswert.

In Abbildung 5.11 und Abbildung 5.12 ist der Zusammenhang zwischen Robustheitsfaktor
und Robustheitswert einer Lösung veranschaulicht.

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  20  40  60  80  100

R
o
b
u
st

h
e
it

sw
e
rt

Robustheitsfaktor

FitInto

Abbildung 5.11: Zusammenhang von Robustheitsfaktor und -wert für das Fit-Into-
Robustheitsmaÿ.
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Abbildung 5.12: Zusammenhang von Robustheitsfaktor und -wert für das Schedule-Into-
Robustheitsmaÿ.

Die Abbildungen 5.11 und 5.12 zeigen, dass mit zunehmendem Robustheitsfaktor der Ro-
bustheitswert einer Lösung zunimmt. Darüber hinaus ist zu erkennen, dass ein hoher Ro-
bustheitswert bereits bei einem Robustheitsfaktor von 60 erreicht wird. Dies deutet darauf

77



Kapitel 5 Auswertung

hin, dass der Robustheitswert überproportional in die kombinierte Kostenfunktion einbezo-
gen wird und der Richtwert für diese Robustheitsfaktoren kleiner gewählt werden könnte.

Die gerade betrachteten Robustheitswerte sind die Werten bei der Absicherung gegen ein
unkorreliertes Szenario im Algorithmus. Wie sich eine auf solche Weise ermittelte Lösung
bei einem Test gegen korrelierte Szenarien verhält, ist beispielsweise für eine zu einem
Robustheitsfaktor ermittelten Lösung in den nachfolgenden Abbildungen 5.13 und 5.14
dargestellt.
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Abbildung 5.13: Zusammenhang von Robustheitsfaktor und -wert für das Fit-Into-
Robustheitsmaÿ.
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Abbildung 5.14: Zusammenhang von Robustheitsfaktor und -wert für das Schedule-Into-
Robustheitsmaÿ.

In den Abbildungen ist zu erkennen, dass für korrelierte Szenarien schlechtere Robustheits-
werte erzielt wurden als beim betrachteten unkorrelierten Szenario.
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Kommen wir nun zum Vergleich der beiden Verfahren.

5.4.3 Vergleich der beiden Ansätze einer Robusten Lokalen Suche

für das Krankenhaus Scheduling Problem unter

Unsicherheiten

Um die beiden Verfahren zu vergleichen, betrachten wir alle Kombinationen des Robustheits-
und Kostenwertes, die für unterschiedliche Robustheitsschranken beziehungsweise -faktoren
für die gegebene Instanz bei einem Zeitlimit von 10 Minuten und einer Timeslotgröÿe von
20 Minuten aufgetreten sind.

In Abbildung 5.15 sind die Robustheits-Kostenwert-Kombinationen für das Fit-Into-Robust-
heitsmaÿ dargestellt.
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Abbildung 5.15: Wert für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ im Zusammenhang mit dem Ko-
stenwert einer besten ermittelten Lösung.

Anhand Abbildung 5.15 ist zu erkennen, dass egal welcher Ansatz gewählt wurde, ähnliche
Kombinationen erreicht werden. Es kann daher nicht gesagt werden, dass ein Ansatz im
Vergleich zum anderen zu besseren Kombinationen gelangt.

In Abbildung 5.16 sind die Robustheits-Kostenwert-Kombinationen für das Schedule-Into-
Robustheitsmaÿ dargestellt.
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Abbildung 5.16: Wert für das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ im Zusammenhang mit
dem Kostenwert einer besten ermittelten Lösung.

In der Abbildung 5.16 ist zu erkennen, dass die Kostenwerte bei einer gegebenen Robust-
heitsschranke für die Robuste Lokale Suche mit Akzeptor stark variieren können. Die Ro-
buste Lokale Suche mit Konvexkombination scheint für das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ
der Robusten Lokalen Suche mit Akzeptor überlegen zu sein.

5.4.4 Weiterführende Experimente

In den oben beschriebenen Experimenten wurde die Robustheit einer Lösung in jeder Ite-
ration nur anhand eines unkorrelierten Szenarios bewertet. Daher widmen wir uns der
Frage, ob eine Lösung robuster wird, wenn sie in jeder Iteration gegen eine Menge von
unkorrelierten Szenarien absichert wird.

Level der Absicherung

Wir möchten den Robustheitswert einer Lösung in jeder Iteration gegenüber einer gegebe-
nen Menge von unkorrelierten Szenarien bestimmen. Dazu ermitteln wir für jedes Szenario
den Robustheitswert entsprechend dem gegebenen Robustheitsmaÿ und bilden den Mit-
telwert über diese Werte. In unserem Test betrachten wir verschieden Kardinalitäten für
die Menge der Szenarien, gegen die die Lösung abgesichert werden soll. Die betrachteten
Anzahlen der Szenarien in einer Menge, im Folgenden auch Absicherungslevel genannt,
sind in Tabelle 5.11 aufgelistet.

Parameter Werte

Absicherungslevel {1, 25, 50, 100}

Tabelle 5.11: Anzahl von Szenarien in verschiedenen Absicherungsleveln.
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Wir führen für jedes Absicherungslevel aus der Tabelle 5.11 einen Durchlauf mit einer auf
1200 festgelegten Anzahl von Iterationen bei einer Timeslotgröÿe von 20 Minuten aus. Wir
beschränken uns bei dieser Untersuchung auf die Betrachtung der Robusten Lokalen Suche
mit Akzeptor.

Bei der Absicherung einer Lösung gegen mehrere Szenarien nimmt die Zeit zu, die zu dem
Durchsuchen einer Nachbarschaft benötigt wird. Die benötigten Zeiten für 1200 Iterationen
für die betrachteten Absicherungslevel sind in Tabelle 5.12 gegeben.

Absicherungslevel Benötigte Zeit für 1200
Iterationen in Minuten

1 4.9394
25 52.7961
50 104.5638
100 205.9866

Tabelle 5.12: Benötigte Zeit für 1200 Iterationen bei Variation des Absicherungslevels.

Die Werte der Tabelle 5.11 machen deutlich, dass die Dauer für die Durchführung von 1200
Iterationen mit gröÿer werdendem Absicherungslevel stark ansteigt.

In den nachfolgenden Abbildungen 5.17 und 5.18 ist dargestellt, wie sich die Lösung, die zu
einer gegebenen Robustheitsschranke für eine Szenarienmenge entsprechend des betrachte-
ten Absicherungslevels abgesichert wurde, beim Testen gegenüber 100 korrelierte Szenarien
schlägt.
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Abbildung 5.17: Robustheit bei verschiedenen Absicherungsleveln für das Fit-Into-
Robustheitsmaÿ.

In Abbildung 5.17 ist zu erkennen, dass für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ der durchschnitt-
liche Robustheitswert bei der Absicherung gegen 25 Szenarien im Vergleich zu der Absiche-
rung gegen ein Szenario steigt, wohingegen eine Absicherung gegen eine Szenarienmenge
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mit mehr als 25 Elementen im Vergleich zu dem erreichten Absicherungslevel bei Betrach-
tung von 25 Szenarien keine Verbesserung des durchschnittlichen Robustheitswertes mit
sich bringt.

ScheduleInto
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Abbildung 5.18: Robustheit bei verschiedenen Absicherungsleveln für das Schedule-Into-
Robustheitsmaÿ.

Beim Schedule-Into-Robustheitsmaÿ hat das Level der Absicherung, wie in Abbildung 5.18
zu erkennen ist, bei einer Robustheitsschranke von 50 groÿe Auswirkungen auf den durch-
schnittlichen Robustheitswert. Ähnlich wie beim Fit-Into-Robustheitsmaÿ gibt es einen
groÿen Sprung der Robustheit zwischen den Absicherungsleveln 1 und 25. Für gröÿere Ab-
sicherungslevel verbessert sich der durchschnittliche Robustheitswert nicht mehr. Bei einer
Robustheitsschranke von 90 sind die Auswirkungen der verschiedenen Level der Absiche-
rung hingegen gering. Dies kann daran liegen, dass sich bei einer Robustheitsschranke von
90 bereits so groÿe Lücken in dem Schedule be�nden, dass sich die genauen Ankunftszeit-
punkte von Patienten nicht auf den Robustheitswert auswirken.

Wir haben gesehen, dass bis zu einem gewissen Maÿ mit einem gröÿeren Level der Ab-
sicherung die Robustheit einer Lösung gesteigert werden kann. Im vorherigen Abschnitt
haben wir festgestellt, dass ein steigender Robustheitswert mit einem steigenden Kosten-
wert einhergeht. Daher möchten wir betrachten wie sich der Kostenwert der Lösungen bei
unterschiedlichen Absicherungsleveln verändert hat.

FitInto ScheduleInto
Absicherunslevel a = 50 a = 90 a = 50 a = 90

1 247341 588520 214704 1073507
25 229791 993750 231610 1009252
50 258240 875946 205434 990890
100 220353 993855 198560 1098615

Tabelle 5.13: Veränderung des Kostenwertes bei Variation des Absicherungslevels.
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In Tabelle 5.13 sind die Kostenwerte der ermittelten Schedules für eine Robustheitsschranke
von 50 und 90 für die betrachteten Absicherungslevel für beide Robustheitsmaÿe angege-
ben. Nur im Fall des Fit-Into-Robustheitsmaÿes bei einer Robustheitsschranke von 90 ist
eine deutliche Steigerung des Kostenwertes bei zunehmender Robustheit zu erkennen. In
den anderen Fällen schwanken die Kostenwerte im üblichen Rahmen. Es kann also gesagt
werden, dass die Absicherung gegen mehrere Szenarien zu robusteren Schedules führt, ohne
dass sich der Kostenwert der Schedules steigert. Auch gibt es anscheinend eine Grenze für
das Absicherungslevel, ab der eine Steigerung des Absicherungslevel nicht mehr zu einer
Verbesserung der Robustheit eines Schedules führt.

Als weiteres Experiment möchten wir testen, wie sich bei Variation der maximalen Anzahl
von Behandlungen eines Notfallpatienten der Robustheitswert eines Schedules gegenüber
dem Auftreten solcher Notfallpatienten verändert.

Variation der maximalen Behandlungszahl der Notfallpatienten

Wir beschränken unsere Betrachtungen auf den Fall einer Robusten Lokalen Suche mit
Akzeptor. Zudem betrachten wir ausschlieÿlich das Fit-Into-Robustheitsmaÿ, da wir für
dieses schlechte Robustheitswerte beim Testen gegen 100 Szenarien mit Notfallpatienten
mit bis zu fünf Behandlungen erhalten haben.

Für Robustheitsschranken gemäÿ Tabelle 5.6 ermitteln wir einen Schedule, der im An-
schluss gegen jeweils 100 Szenarien mit unterschiedlicher maximaler Behandlungsanzahl
pro Patient getestet wird. Das Zeitlimit ist auf 10 Minuten beschränkt und die Gröÿe der
Timeslots auf 20 Minuten festgelegt. Wir beschränken uns auf die Absicherung gegenüber
einem Szenario.

Wir testen einen Schedule gegen fünf verschiedene Szenarienmengen. In der ersten Menge
dürfen Notfallpatienten nur eine Behandlungen besitzen, in der zweiten Szenarienmenge
dürfen Notfallpatienten maximal zwei Behandlungen besitzen in der dritten drei, in der
vierten vier und die fünfte Szenarienmenge entspricht der in den vorherigen Experimenten
betrachteten Szenarienmenge, in der ein Notfallpatient bis zu fünf Behandlungen besitzen
darf. Die Szenarien werden, wie in Abschnitt 5.2 beschrieben, erzeugt.

Testen wir die ermittelten Schedules gegen die Szenarienmengen, so sind die erzielten Ro-
bustheitswerte in den nachfolgenden Abbildungen dargestellt.
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Abbildung 5.19: Notfallpatienten besitzen eine Behandlung.
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Abbildung 5.20: Notfallpatienten besitzen maximal zwei Behandlungen.
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Abbildung 5.21: Notfallpatienten besitzen maximal drei Behandlungen.
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Abbildung 5.22: Notfallpatienten besitzen maximal vier Behandlungen.
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Abbildung 5.23: Notfallpatienten besitzen maximal fünf Behandlungen.

Vergleicht man die Abbildungen 5.19 bis 5.23 so ist zu erkennen, dass der Robustheitswert
einer Lösung gegenüber einer Szenarienmenge von der maximalen Anzahl der Behandlun-
gen eines Patienten abhängig ist. Dies erweckt den Eindruck, dass die Absicherung gegen
unabhängige Behandlungen nicht ausreicht, um sich gegen das Auftreten von Notfallpati-
enten mit mehreren Behandlungen abzusichern.
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Fazit und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war das Entwickeln eines Algorithmus, der Behandlungen einer Menge
gegebener Patienten so Behandlungszeitpunkte auf Ressourcen zuweist, dass Behandlungen
von Notfallpatienten zu einem gewissen Maÿ spontan in den ermittelten Zeitplan eingefügt
werden können.

Im Rahmen dieser Arbeit haben wir einen solchen Algorithmus konstruiert. Dazu wurde
zunächst das betrachtete Problem in Form des Krankenhaus Scheduling Problems unter
Unsicherheiten de�niert. Darau�olgend wurden bestehende Ansätze zur Lösung von Opti-
mierungsproblemen unter Unsicherheiten resümiert. Um das Krankenhaus Scheduling Pro-
blem unter Unsicherheiten e�zient lösen zu können, schien ein Lokaler Such Algorithmus
eine gute Wahl darzustellen. Daher haben wir als Grundlage für unseren Algorithmus eine
Lokale Suche gewählt. Damit in einer Lokalen Suche robuste Lösungen ausgewählt werden,
haben wir zunächst allgemein zwei Ansätze vorgestellt. Für diese Ansätze wird eine Sze-
narienmenge benötigt, die das Auftreten der Unsicherheiten repräsentiert. Anschlieÿend
haben wir diese Ansätze auf das Krankenhaus Scheduling Problem unter Unsicherheiten
angewendet. Dazu haben wir als erstes die problemspezi�schen Elemente einer Lokalen
Suche für das Krankenhaus Scheduling Problem umgesetzt. Im Anschluss haben wir die
Lokale Suche so erweitert, dass das Erzeugen von Freiräumen in einem Schedule mög-
lich ist. Um das Ausmaÿ der Absicherung eines Schedules gegenüber dem Auftreten von
Notfallpatienten messen zu können, haben wir zwei Robustheitsmaÿe de�niert. Mit den
Robustheitsmaÿen wird für einen Schedule für eine Szenarienmenge, die das Auftreten von
Notfallpatienten darstellen soll, ein Robustheitswert ermittelt. Bei der Auswahl des näch-
sten Schedules im Rahmen einer Iteration der Lokalen Suche, wird mittels einer festen
Szenarienmenge der Robustheitswert aller Nachbarn bestimmt. Zum Schluss haben wir die
entwickelten Ansätze für die beiden Robustheitsmaÿe getestet.

Für beide Ansätze hat sich unsere Vermutung bestätigt, dass sich mit steigendem Ro-
bustheitswert eines Schedules der Kostenwert verschlechtert. Auch haben wir gezeigt, dass
die Kardinalität der betrachteten Szenarienmenge Auswirkungen auf die Robustheit ei-
nes ermittelten Schedules hat. Eine Gegenüberstellung der beiden entwickelten Ansätze
in Form eines Vergleichs der erzielten Kosten-Robustheitswert-Kombinationen lieferte das
folgende Ergebnis. Während sich für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ die beiden Ansätze in
der Ermittlung möglichst guter Robustheits-Kostenwert-Kombinationen nur wenig unter-
schieden, scheint für das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ der Ansatz einer Robusten Lokalen
Suche mit Konvexkombination dem einer Robusten Lokalen Suche mit Akzeptor überlegen
zu sein.

Im Vergleich zu Lokalen Such Algorithmen für das eng verwandte Job Shop Scheduling
Problem benötigt der von uns entwickelte Algorithmus viel Zeit, um zu einer guten Lösung
zu gelangen. Daher könnte der Algorithmus verbessert werden, indem man ihn beschleu-
nigt. Für eine Reduktion der Laufzeit einer Lokalen Suche werden in der Literatur vor
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allem zwei Ansätze betrachtet. Zum einen wird betrachtet, dass mögliche Lösungen einer
Nachbarschaft schneller ausgewertet werden können. Dies kann zum Beispiel mittels appro-
ximativer Werte geschehen. Mit diesen Werten kann entschieden werden, ob ein Nachbar
als verbessernde Lösung in Frage kommt. Der zweite Ansatz ist, die Nachbarschaft einer
Lösung zu reduzieren. In den von uns gewählten Ansätzen wird der Zeitraum, in dem Be-
handlungen von Notfallpatienten statt�nden können, mit Timeslots überdeckt. Wird eine
Nachbarschaft durchsucht, so wird für jeden Timeslot ein Kon�gurationswechsel betrach-
tet. Daher wird durch das Einführen von Timeslots die Kardinalität einer Nachbarschaft
erheblich vergröÿert. Gerade wenn eine kleine Dauer für die Gröÿe der Timeslots gewählt
wird, benötigt das Durchsuchen einer Nachbarschaft sehr viel Zeit. Daher könnte überlegt
werden, ob mittels eines geeigneten Kriteriums entschieden werden kann, welche Nachbarn
auszuwerten sinnvoll ist.

In unseren Experimenten haben wir gezeigt, dass mit steigender Kardinalität der betrachte-
ten Szenarienmenge die Robustheit eines betrachteten Schedules verbessert werden kann.
Allerdings fand vor allem eine Steigerung der Robustheit zwischen der Absicherung ge-
gen ein Szenario und gegen 25 Szenarien statt. Da sich bei der Absicherung gegen eine
groÿe Anzahl von Szenarien die Laufzeit des Algorithmus verlängert, könnte noch genauer
untersucht werden, wie sich der Robustheitswert bei Variation der Kardinalität der Szena-
rienmenge verändert. Es könnte auch getestet werden, ob eine Steigerung der Robustheit
statt�ndet, wenn ein Schedule in verschiedenen Iterationen gegen ein zufällig ermitteltes
Szenario getestet würde.

In dieser Arbeit haben wir die zwei Robustheitsmaÿe, das Fit-Into-Robustheitsmaÿ und
das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ, vorgestellt. Im Fit-Into-Robustheitsmaÿ kann eine Zeit-
schranke angegeben werden, in der ein Patient als in annehmbarer Zeit behandelt gilt. In
den betrachteten Experimenten haben wir uns auf den Fall beschränkt, dass diese Schranke
so groÿ gewählt ist, dass Patienten im Laufe der gesamten Ö�nungsdauern ihres Ankunfts-
tages eingeplant und als in annehmbarer Zeit behandelt gelten. Daher könnte untersucht
werden, wie sich ein Schedule verändert, wenn man diese Schranke reduziert. Die Schranke
könnte auch je nach Patienten variiert werden. Es gibt Patienten, bei denen bekannt ist,
dass eine gewisse Behandlung zeitnah durchgeführt werden soll, eine unmittelbare Durch-
führung aber nicht notwendig ist. Es können aber auch Notfallpatienten hinzukommen,
deren Behandlungen unmittelbar durchgeführt werden müssen.
Genauso kann beim Schedule-Into-Robustheitsmaÿ eine Funktion zur Gewichtung der Dau-
er der Wartezeiten angegeben werden. Wir haben uns auf den Fall beschränkt, dass die
Wartezeiten entsprechend ihrer Dauer im Robustheitsmaÿ berücksichtigt werden. Zusätz-
lich kann untersucht werden, wie sich eine Lösung bei Variation dieser Funktion verändert.

Das von uns betrachtete Krankenhaus Scheduling Problem konzentriert sich auf die Be-
rücksichtigung des Auftretens von Notfallpatienten als Unsicherheiten. In der Realität sind
aber eine Vielzahl von Unsicherheitsfaktoren denkbar. So können zum Beispiel die tatsäch-
lichen Behandlungsdauern von den geplanten abweichen. Um das Problem realitätsnaher
zu gestalten, könnte der Algorithmus erweitert werden, so dass eine Berücksichtigung un-
terschiedlicher Unsicherheitsmengen möglich ist.

Da in der Zukunft aufgrund der gegenwärtigen Entwicklung die Anzahl der Patienten in
Krankenhäusern weiter zunehmen wird, wird das Problem, alle Patienten in angemessener
Zeit zu behandeln, gröÿere Bedeutung erlangen. Mit dieser Arbeit haben wir einen Ansatz
zur Lösung dieses Problems entwickelt. Für die Anwendung unseres Ansatzes in der Praxis
müsste dieser allerdings noch erweitert werden.
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Anhang

In diesem Abschnitt möchten wir ein Bild von der betrachteten Instanz scha�en und auf-
zeigen, wie sich ein Schedule zu dieser Instanz je nach gewünschtem Robustheitswert unter-
scheidet. Dazu betrachten wir die beiden Extrema, dass entweder nur der Kostenwert oder
nur der Robustheitswert im Fokus der Robusten Lokalen Suche steht. In den betrachteten
Fällen stimmen unsere Ansätze einer Robusten Lokalen Suche überein.

Zunächst sei eine Startlösung gemäÿ Algorithmus 7 dargestellt. In der Startlösung lässt
sich gut erkennen, wie viele Behandlungen ein Patient besitzt.
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Schedule einer Startlösung gemäÿ Algorithmus 7.

Die Behandlungen eines Patienten sind in derselben Farbe dargestellt. Sind in den folgenden
Abbildung �weiÿe Behandlungen� dargestellt, so symbolisieren diese Timeslots.
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Wählen wir die Robustheitsschranke gleich null oder den Robustheitsfaktor gleich null, so
stimmen die beiden Ansätze einer Robusten Lokalen Suche überein und entsprechen einer
Lokalen Suche. Auch spielt in diesem Fall das Robustheitsmaÿ keine Rolle. Für diesen Fall
ergibt sich ein Schedule wie in der folgenden Abbildung.
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Schedule bei a = d = 0.
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Ist die Robustheitsschranke gleich hundert und der Robustheitsfaktor gleich hundert, so
wird ein Schedule nur in Bezug auf seine Robustheit bewertet. Betrachtet man das Schedule-
Into-Robustheitsmaÿ, so könnte ein Schedule wie folgt aussehen.
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Schedule für das Schedule-Into-Robustheitsmaÿ für a = d = 100.

Betrachtet man dagegen das Fit-Into-Robustheitsmaÿ, so ergibt sich ein Schedule wie in
der folgenden Abbildung.
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Schedule für das Fit-Into-Robustheitsmaÿ für a = d = 100.
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